MAT 2454 - Calculo II - POLI - 2007
Exercicio 3(c) da Lista 1

Seja y(t) = (t* — 2t3 — 2%, #3 — 3t). Verifique se vy tem auto-interseccao. Estude /() e a
concavidade de . Esboce a trajetoria de +.

1. Verificar se 7 tem auto-interseccao.
Suponha que existam ¢, s € R com ¢ # s e com () = v(s). Entao

th— 2% — 2% = s* — 25° — 247 (1)
e
t3 — 3t =5 — 3s. (2)
Usando que t # s, temos de (2) que
t* +ts+ s> =3 (3)
e de (1) e (3) temos que
(t* + s*)(t + 5) — 2(t + s) = 6. (5)

E claro que 2 + 52 = (¢ + 5)2 — 2ts. Substituindo em (3) e em (5), temos

(t+s)?—ts=3 (6)

(1—ts)(t+s) = 6. (7)

Faga agora u =t + s e v = ts. As equagoes (6) e (7) ficam (1 —v)u =6 e u?> —v =3,
de onde vem que
u® — du+6 = 0. (8)

Usando Célculo I, estudamos a fungao f(z) = 2*—4x+6. Sua derlvada f(z) = 32®—4,
tem duas raizes :I:%. Esboce o grafico de f. Observe que —2 < ——= 75 © f(=2)=6.0

ponto z = % é ponto de minimo local de f e f(%) = 3\/— + 138f > 0. Assim, com

certeza, f s6 tem uma raiz real e esta é menor do que —2. Veja o gréfico de f.
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Desta andlise vemos que ha apenas um valor de u que satsfaz (8) e este é menor
do que —2. Por outro lado, como u =t + s e v = ts, a equacao do segundo grau
> —ur+v=(r—t)(r—s)=0tem que ter A =u?—4v>0jdquet,s e Ret#s.
Assim, u? — 4v > 0 junto com v = u? — 3 implica que u? — 4 < 0, e ddi |u| < 2, uma
contradi¢ao com (8). Assim v nao tem auto-intersecgao!

. Estudar o vetor +/(t).

Aqui z(t) = t*—2t3 = 2t e y(t) = 3t* — 3t. Logo 2/ (t) = 4t* — 6t — 2t = 4t(t + 1) (t +2)
e y'(t) = 3(t* — 1). Analisando os sinais de 2’ e y/, obtemos a tabela seguinte:

-1 —% 0 1 2
x — - + - - +
x — — — — — —
v+ — — — + -
y T | | | T T
gl N / N\ / N /
Em t = —%,0,2 a reta tangente a trajetéria de v é vertical e em t = 41 a reta

tangente ¢ horizontal.

. Estudar a concavidade da imagem de ~.

Nos pontos em que a reta tangente a trajetéria de v nao é vertical (isto é, nos instantes
t em que 2'(t) # 0) o coeficiente angular da reta tangente é

(@)
m(t) = )
Estudando o sinal de
m'(t)

obtemos os intervalos em que a imagem de v é concava para cima e para baixo.
Fazendo as contas, temos que
m'(t) 3 <t4 —t*+ 3t + 1)

(#'(1))?

() 2

O gréfico da expressao no numerador é:

il




Observacao: Tente usar Calculo para estimar as raizes de t* — > +3t+1 =0¢
esbocar o grafico acima!

Uma das raizes da expressao no numerador é a &= —0,3 e a outra b &~ —1,6. Assim, o

/
sinal de m(t) é:
'(t)
b -3 a 0 2
- —~ + —~ - —
U N U N U N

. Esbogo da trajetéria de 7.

Temos que lim z(t) = +oo e lim y(t) = £oo. Temos também que:

t—=oo t—=o0
t V(t)
—1] (L2
S[CL-1
0] (0,0)
1] (—=3,-2)
2 <_ ) )

Finalmente, esboce a trajetéria de ~!
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