MAT 2454 - Célculo IT - POLI - 2006
Exercicio 35 da Lista 3

Problema: Queremos construir um pentagono, como na figura abaixo, com perimetro
igual a 12 e de modo que sua area seja maxima.

A area de tal pentagono é

Alz,y,2) =zy +y 1

Para formar o pentagono temos que ter x > 0, y > 0 e a altura do triangulo h =

5 > 0, o que implica que z > % Seja

A={(r,y,2)eRz>0y>0e 2> %}

B={(z,y,2) € A2z +y + 2z = 12}.

Queremos entao encontrar o maximo de A(x,y, z) no conjunto B. O conjunto B é o interior
do triangulo da figura abaixo. (Verifique !)
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Para ver que o problema tem solucao consideramos o conjunto compacto K formado pelo
conjunto B e sua fronteira, isto é,

K={(z,y,2) €A |2x4+y+22=12, >0, y >0, 22%}

Como a fungao A(z,y, z) é continua em K, pelo Teorema de Weierstrass, A tem maximo e
minimo em K. Analisaremos a fun¢ao A(zx,y, z) na fronteira de K.

1l.y=0
Nesse caso A(x,0,z) = 0) para todo z e z.

Yy - ;- ca . .
2. y = 2z ou z = =. Nesse caso nao se constroi o triangulo e o problema é construir o

retangulo de area méxima com perimetro igual a 12.

De fato, A(x,y,%) = xy, e a condigao é 2z + 2y = 12.

Este é um problema de Céalculo I. Resolva! A resposta é x = y = 3 e entao a area
maxima ¢ igual a 9.

3. x = 0. Observe que nesse caso constréi-se apenas o triangulo. O problema é entao
determinar o triangulo de area maxima com perimetro igual a 12.

/152 — 42
De fato, A(0,y,z) = y# Este é

outro problema de Célculo I. Resolva-o também. O maximo da area ocorre quando
y=z=4eaéreaé4\/§z6,93.

e a condigao é y + 2z = 12 com 2z >

N <

Da analise acima vimos que o maximo de A na fronteira de K é 9.

Finalmente, vamos achar os candidatos a pontos de méximo da fungao A(x,y,z) no
conjunto B. Estamos dentro das hipoteses do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange.
Entao o ponto de méximo da fun¢do A em B (se existir) tem que ser um ponto (z,y, z)



satisfazendo:
“ Eniste A € R tal que
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ox 2z

2v4+y+2z=12"7

Obtemos assim as equacoes:
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Das equagoes (1) e (3)obtemos que
z

422 — g2 B

j& que y # 0, e daf vem que y? = 32%. Substituindo na equagao (2), obtemos que

(1+V3

Agora, substituindo na condicao 2z + y + 2z = 12 obtemos

2 =4(2V3-3), y=122—V3), ==23-3),

e nessas condicoes a area é

A=12(6 - 3V3) ~9,64.

Conclusao: O valor da area A obtido nessa ultima etapa é maior do que o valor maximo
de A na fronteira de K, e portanto é o valor maximo da funcao A em K. Em particular, ele
o maximo de A em B. Isto prova que o problema tem solucao, que é construir o pentdgono

comz =2(3—+3),y=12(2—+3) e z=4(2/3 - 3).



