3% Lista de MAT 2454 - Célculo II - 2003

a) DERIVADAS DIRECIONAIS

1.

- Seja f(w,y) =4 =+ 27

Ache a derivada direcional maxima de f no ponto dado e dé a direcao em que ela
ocorre.

a) f(z,y) = e +3y, (1,0)  b) f(z,y) =In(z*+1?), (1,2)

o) fle.y,2) =v+2, (4.3,-1) d) f(x,y,z):%

. Seja f(z,y) de classe C? e considere os pontos A(1,3), B(3,3), C(1,7) e D(6,15).

Sabe-se que a derivada direcional de f em A na direcao de AB é3e que a derivada
direcional de f em A na direcao de AC é 26. Encontre a derivada direcional de f em
A na direcao de AD.

2

e (0y) £(0.0)
9, o r,y )
Mostre que f(z,y) ={ 2°+y? é continua em (0,0) e ai possui todas

0, (z,9)=(0,0)
as derivadas direcionais. E f diferenciavel?

Suponha que sobre uma certa regiao do espaco o potencial elétrico V' é dado por
V(x,y,z) = bx? — 3wy + wyz.

(

a)
(b) Em que diregdo V' muda mais rapidamente em P?
()

Seja f uma fungao diferencidvel em R? tal que v(t) = (t + 1,—t?), Vt € R é uma

-

Ache a taxa de variacao do potencial em P(3,4,5) na dire¢ao do vetor v = ;—i-j k.

Qual é a maior taxa de variacao em P?

0
curva de nivel de f. Sabendo que 8_f(_1’ —4) = 2, determine a derivada direcional de
x
f no ponto (-1,-4) e na diregao e sentido do vetor @ = (3,4).
20° +y°
(z,y) # (0,0)

0, (z,y) = (0,0)
(a) Seja @ = (m,n) um vetor unitdrio (isto é, m*+n?* = 1). Use a defini¢ao de derivada

f
57(0:0).

(b) E f diferencidvel em (0,0)? Justifique.

direcional para calcular



b) POLINOMIOS DE TAYLOR - 1 VARIAVEL

1.

Utilizando o polinomio de Taylor de ordem 2, calcule um valor aproximado e avalie o
erro:

a) /8,2 b) In(1,3) ¢) sen(0,1)
Mostre que:

1
a) | sen x — x| < §|l’|3, Ve e R

1
b)0§62—<1+x+%x2) <§:E3,para0§$§1.

. Encontre o polinémio de Taylor de ordem 5 de f(z) = /= em volta de zo = 1.

a) Seja n natural impar. Mostre que, para todo = € R,

3 b no1 2"
senx—(x—a—i—g—...—i—(—l) 2 —)'

b) Avalie sen 1 com erro, em médulo, inferior a 1075.

a) Determine o polinémio de Taylor de ordem n de f(z) = e* em torno de zy = 0.
b) Avalie e com erro, em médulo, inferior a 1077,

c¢) Mostre que para todo = € R,

) G 2 @ p2n+2
O O P
<1+9€+2+3!Jr L (n+1)!

Seja I um intervalo aberto e seja f : I C IR — R de classe C? em I. Use o polinomio
de Taylor de grau 1 e a férmula de Taylor para provar o “teste da segunda derivada’”,
isto é, prove que se a € I é um ponto critico de f e

a) se f”(a) > 0 entao f tem um minimo local em a;

b) se f”(a) < 0 entdao f tem maximo local em a.



¢) POLINOMIOS DE TAYLOR - 2 VARIAVEIS

1.

Seja f(x,y) =In (x +y).
a) Determine o polinomio de Taylor de ordem um de f em torno de (3, 3).
b) Mostre que para todo (z,y) € IR? com x + y > 1, tem-se

|1n(z+y)—($+y—1)|<%(:L'+y—1)2

. Determine o polinomio de Taylor de ordem 1 da funcao dada, em volta do ponto dado:

a)f(z,y)=e"t, P =(0,0);
b)f(z,y) =2 +y* —a*+4y, P=(1,1);
c)f(z,y) =sen(3z +4y), P =(0,0)

. Determine o polinomio de Taylor de ordem 2 da funcao dada, em volta do ponto dado:

a) f(r,y)=xseny, P =/(0,0);
b) flz,y) =2’ + 22y +o—y, P=(1,1)

Seja Py(z,y) o polindmio do item a) do exercicio 3. Mostre que

ly|®
£(a.) = Pala )l < - (1o +21)
para todo (x,y) com |z| < 1.
a) Determine o polinémio de Taylor P(z,y) de grau 2, em torno da origem, da funcao

f(z,y) =In(1+ z + 2y).

b) Mostre que se = + 2y > 0 entao

(|2 + 6|z ly] + 12]]y[* + 8Jy/?]

Wl =

\f(x,y) - P(x7y)’ <

. Use a férmula de Taylor para achar uma aproximagao quadrédtica para f(z,y) =

cos z cos y em torno da origem. Estime o erro na aproximagao se |z| < 0,1 e |y| <0, 1.
Sejam f(x,y) = ze¥ e P = (0,0).
(a) Ache o polinomio de Taylor Py(z,y) de ordem 2 de f em torno de P.

(b) Mostre que |f(z,y) — Po(z,y)| < 5 lx|y? + 3 |y[*, para todo (2,y) com |z] < 1e
ly| < 1.



d) MAXIMOS E MINIMOS

1. Determine os pontos criticos das fungoes abaixo e classifique-os:

a) z =202 4+ay +3y*+10x —9y+11b) 2 =3z’ +y> —3x — 6y + 7
c) z = z%y? d) z = 233

e) 2 =y/x —y*> —x + 6y f) z=ycosx

g) z= 2z — 2% (2y — y?) h) z =zt +y* —day+1

i) 2= aye ™V j) 2 =In(32? + 4y? — 22+ 7)
k) z=(x—1)*+ (y—2)* -3z — 3y

2. Qual o ponto do plano = + 2y — z + 4 = 0 que estd mais préximo do ponto (1,1,1)7

3. Determine o maior produto de 3 ntimeros reais positivos cuja soma é 100. Exiba tais
nimeros.

4. A figura 1 exibe o grafico de f(z,y) = ay2e~@*+v*)"
a) Mostre que ha um ntmero infinito de pontos criticos.
b) Ache as coordenadas dos 4 pontos criticos exibidos na figura.

¢) Classifique os demais pontos criticos.

5. Seja f uma funcao de classe C% em IR%. Supondo que (0,0) é ponto critico de f e que,

a2f 327 827‘
— R > - > Vi
D20y (x,y) 0, 3 (:E,y) >0 e " (x,y) 0, prove que

2
(0,0) é ponto de minimo global de f.

para todo (z,y) € R?,

6. A figura 2 exibe o gréfico de f(x,y) = (22 + 3y2)e~@**+¥"). Mostre que hd 5 pontos
criticos e ache os extremos de f.
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7. Determine os valores de a para os quais a funcao
f(z,y) = 2ax* +y* — ax® — 2y

a) tem exatamente um ponto de sela e dois pontos de minimo local;
b) tem exatamente dois pontos de sela e um minimo local.

Existe a € IR para o qual a funcao tenha ao menos um maximo local?
Existe a € IR para o qual a funcao tenha mais de 3 pontos criticos?

8. Considere f(z,y) uma fungao de classe C?. Fixado (g, %o, f(Z0, o)) no gréifico de
f, a interseccao desse grafico com um plano paralelo ao eixo z e que passa por
(0, Yo, f(x0,y0)) € uma curva. Se Py = (xg, o) é um ponto de minimo de f, entdo P
¢ um ponto de minimo dessa curva. Por qué? Por outro lado, se todo plano paralelo
ao eixo z e passando por (zo, Yo, f(Zo, %)) intercepta o gréafico de f numa curva que
tem um minimo em F,, podemos concluir que P é ponto de minimo de f? Mostre que
a resposta é negativa examinando a funcao z = (y — 2?)(y — 22?) nas retas y = mx e
x =0.

2_ .2 . .
r"=¥" . (Classifique-os. Qual o maior

9. Ache os pontos criticos da fungao f(x,y) = 10xye”
e o menor valor que f assume?
Dica: Olhe para o grafico de f na figura 3.

10. E impossivel para uma funcao continua de IR em IR ter 2 maximos locais e nenhum
minimo local. Por qué? O mesmo nao ocorre com uma funcio f : IR? — IR. Verifique



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

que f(x,y) = —(22 —1)? — (2%y — x — 1)? tem exatamente dois pontos criticos, ambos
maximos locais. Faca um esboco de uma superficie com tais caracteristicas e tente
compreender como isso ocorre.

Existe uma funcao f : IR> — IR, polinomial, que s6 tenha um ponto critico e este ponto
seja minimo local S§em ser minimo global? Analise a fungao f(z,y) = 2%+ 5y*(1 + x)3.
Vocé é capaz de esbogar o grafico?

a) Seja f : R* — IR dada por f(z,y) = ax?® +by? + cxy +dr +ey+1, onde a, b, c,d, e,
sdo constantes. Prove que se (zg,yo) for um extremante local de f, entdo serd um
extremante global de f. (Dica: dados (h,k) € IR? observe que a fungao g(t) =
f(xo + th,yo + tk) é uma pardbola.)

b) (Método dos Minimos Quadrados). Sejam (a1, by), ..., (an, b,) pontos do IR? (n > 3).
Considere a fungao F : R? — R dada por E(z,y) = Y1 (za; +y — b;)%. Prove que a
fungdo E tem um tnico ponto de minimo global (z¢, o). Qual a relagao entre a reta
f(z) = xox + yo € 0s pontos (ar,by), ..., (an, by)?

Determine a distancia entre as retas de equagao

X =(-23,-1)+a(4,15), aeR

X =(-1,0,3)+a(-2,3,1), a € R

a) Seja f(x,y) = x2+y e considere a circunferéncia 2% +y? = 1. Desenhe vérias curvas
de nivel 22 + y = ¢ e descubra quais interceptam a circunferéncia unitéria. Determine
as duas curvas de nivel de f que apenas tocam a circunferéncia (sem atravessa-la).
Qual o significado dos valores ¢ dessas duas curvas?

b) Verifique que o gradiente de f e o gradiente de g(z,y) = 22 + y? sao paralelos nos
pontos de intersecgao achados no item a).

c¢) Determine os valores maximo e minimo de f(z,y) = 2°+y ao longo da circunferéncia
2? + y? = 1. Compare suas respostas com o resultado obtido no item a).

Determine o maximo e o minimo valores da funcao f sujeita as restrigoes explicitadas:

a) f(z,y) =zy; 92> +y* =4

flz,y,2) =2yz; 22 +2y*+322=6
c) flz,y,2) = 2%y?2% 22 +y*+22=1
d) f(z,y,2) =2 +2y; w+y+z=1ley’+22=4
o) f(z,y,2) =2 +y*+ 2% 2t 4yttt =1
f) flm,y,2) =yz+tay; ay=ley’+22=1

Dé as dimensoes da caixa retangular sem tampa de maior volume que pode ser cons-
truida com 27cm? de papelao.

Um pentégono de 12 cm de perimetro é construido colocando-se um triangulo isésceles
sobre um retangulo. Dentre esses pentagonos, determine aquele que tem area maxima.
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2

Qual é o ponto da superficie z° = xy + 1 que estd mais proximo da origem?

Ache o maximo e o minimo absolutos da fungao na regido D indicada. (Esboce D.)
a) f(x,y) =5 — 3z +4y; D é o triangulo (com interior e bordas) cujos vértices sao
(0,0), (4,0) e (4,5).

b) flz,y) =aye ™V, D={(x,y) e R*/a2+y2<2 2<0, y>0}

c) f(z,y) =22° +yY D={(z,y) € R*/2*+y*> <1}

d) f(zv,y) =22 —ay+y* +70; D={(v,y) € R?/ -3<2<3, -3<y<3}
e) f(z,y) = (4o —a*)cosy; D={(z,y) e R?/1<xr<3, —F<y<T}

Sendo «, (3 e v os angulos de um triangulo, calcule o valor maximo de sen o+ sen G+
sen 7.

Determine a equagao do plano que passa por (2,2,1) e que delimita no primeiro octante
o tetraedro de menor volume.

Determine o retangulo de perimetro maximo, com lados paralelos aos eixos coordena-
dos, que pode ser inscrito na elipse z? + 2y% = 4.

Seja T'(x,y) = uma fungao que déa da temperatura do ponto (z,y) do plano.

% 4+ y?
Sabendo que uma particula estd na regiao A = {(z,y) € R* / y > —z + 1} qual é a
temperatura maxima dessa particula? F a minima?

Determine o ponto pertencente a intersecao da superficie 2z = 16 — 22 — 3%, 2z > 0,
com o plano = 4+ y = 4 mais préximo e o mais distante da origem.

O plano = + y + 2z = 2 corta o paraboldide z = z? 4+ y? numa elipse. Determine o
ponto dessa elipse mais préximo e o mais distante da origem.

4
Sejabe R* e f(x,y) = yz + bay — ba? — 2y°.
a) Determine, em fungao de b, o nimero de pontos criticos de f e classifique-os.

b) Faca b = 3 e ache os extremos de f no triangulo (fronteira e interior) de vértices
(0,0), (3,3) e (-3,3).

Dentre todos os planos que sao tangentes a superficie zy22% = 1 encontre aqueles mais
distantes da origem.

Seja f(z,y) = k(2® + y?) — 2zy, onde k é uma constante.

(a) Verifique que, para todo k € IR, o par (0,0) é um ponto critico de f.

(b) Para cada valor de k, classifique o ponto critico (0,0) com relagdo a méximos e
minimos locais e sela. Existem valores de k para os quais podemos afirmar que (0,0)
é extremo global (absoluto) de f?

A temperatura no espaco é dada por T'(x,y, z) = zy + yz. Dentre os pontos da esfera
22 + y? + 22 = 1, quais sdo os pontos mais quentes e quais os mais frios? Justifique.



RESPOSTAS

a) DERIVADAS DIRECIONAIS

Loy vE (120 2 (1 2) 00 Vit 1 e T (Lo 2),

\/S’ 55 9
327
2. —.
13
3. Nao.
4. a) 22 1) (38,6,12), ¢) 2v/106
. \/g’ 1 7 *
5. 4/5.
of 2m3 +n3 R
6. ) 8_,(0 O) = m, b) Nao.

b) POLINOMIOS DE TAYLOR - 1 VARIAVEL

1. a) 24+ & — -1 E <1075 b) 0,255 E < 107% ¢) 0,1; E < 104,
3.1+43a—-1)—ta—-12+2(@-1P3 - L@-1)'+Z(@@-1)>

¢) POLINOMIOS DE TAYLOR - 2 VARIAVEIS

l.a)z+y—1

2.a)l+z+5y;b) 5+ (x—1)+7(y —1); ¢) 3z + 4y

3.a)zy; b) 6+8(x —1)+10(y — 1) +5(x —1)* +4(x — 1)(y— 1) +9(y — 1)?
6. 1 —32° — 3y% |E(z,y)] <0,00134

7.a)x+ay

d) MAXIMOS E MINIMOS

1. a) (-3,2) minimo; b) (2/3,1), (-4/3,-1) selas; ¢) (0, A) e (A\,0) com A € IR minimos;
d) (0, )\) e (A, 0) com A\ € IR selas; e) (4,4) méximo; f) (7/2 + km,0) com k € Z selas;
g) (1,1) maximo, (0,0), (2,0), (0,2), (2,2) selas; h) (0,0) sela, (1,1) e (-1,-1) minimos;
i) (0,0) sela, +(1/+v/2,1/4/2) maximos, +(—1/+/2,1/+/2) minimos; j) (1/3, 0) minimo;
k) (2,1) e (0,3) sela; (2,3) minimo e (0,1) méximo.

2. (0-1,2).

1
3. nlzngzngzg.
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15.

16.
18.
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20.
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24.
25.
27.

28.

29.

a) (a,0) é ponto critico Va € R. b) £(67%/8,v/2-673/8), £(—673/8 /2. 673/%).
minimo f(0,0) = 0; maximo f(0,+1) = 3e~*
a) a>0;b) a<0;c)ndo; d) a=0.

+(1/v/2,1/v/2), £(—1/v/2,1/+/2); valor maximo 5e~!, valor minimo —5e~'.

- V12,

a) max f(+v2/3,+£v2) = 2/3; min f(£v2/3,Fv2/3) = —2/3; b) max 2/4/3, min
—2/4/3; ¢) max 1/27, min 0; d) max f(1,v/2, —v/2) = 1+ 2v/2, min f(1, —v2,V2) =
1 —2v/2; e) max /3, min 1; f) max 3/2, min 1/2.

base 3 x 3cm, altura 1,5cm.
(0,0,1) ou (0,0,-1).
a) maximo: f(4,5) = 13, minimo: f(4,0) = —7; b) mdximo: f(0,0) = 0, minimo:
1
f(=1/3/2,1/\/2) = ~ g’ ¢) maximo: f(1,0) =2, minimo: f(—1,0) = —2; d) méximo:
f(3,=3) =57, minimo: f(—2,—1) = —7; e) maximo: f(2,0) = 4, minimo: f(3,-%) =
f3.5) = F(1L57) = F(1,5) = 5.

3v/3
2

r+y+22-6=0

Vértices: £ (2—\/§,£> , = (-2—\/§,Q>
V3 V3 V3 V3

Mais préximos (2 & /3,2 F /3, 1); mais distante (2,2,4).
8°C méaxima; nao tem minima.
mais préximo: (1/2, 1/2, 1/2); mais distante: (-1,-1,2).
22/5g 4 2910y 4 29/107 — 5;

92/55 _ 99/10y 4 99/10, _ 5.

92/55 4 99/10y _ 99/10, _ 5.

92/55 _ 99/10y _ 99/10, _ 5

b) k > 1: minimo local; —1 < k < 1: sela; £ < —1: méximo local; £ > 1: (0,0) é ponto
de minimo global; £ < —1: (0,0) é ponto de maximo global.

Mais quentes: (3,7, 3), (3, =, 3); Mais frios - (3,52, 3), (3%, ).



