MAT?2454 - Calculo II - POLI

Primeira Lista de Exercicios - 2003

1. Desenhe as imagens das seguintes curvas:

(a) v(t) = (1,1 (b) y(t) = (cos?t,sent), t € [0,2n]
(c) y(t) = (lsent, sen %t) (d) v(t) = (2 + cost,3+sent)
(e)y(t) = (5, 1—1) (f) v(t) = (e’ cost,etsent), t>0
(g) v(t) = (v/2cost,2sent)

2. Associe as equagoes paramétricas aos graficos I a VI. Justifique sua escolha.
(a)x=t3-2t, y=1>—1t b)z=t]-1, y=2—1?
(¢)  =sen(3t), y =sen (4t) (d) x =t+sen(2t), y =1+ sen(3t)
(e) x =sen(t +sent), y=cos(t+cost) (f)x =cost, y=sen(t+sen(5t))

3. Encontre o vetor tangente em cada ponto da curva. Ache os pontos da curva abaixo
nos quais a tangente é horizontal ou vertical. Esboce a imagem de 7.
(a) v(t) = (¢(t* = 3),3(t* = 3))  (b) 7(t) = (£* = 3¢*,#° — 3¢)
(c) v(t) = (¢* — 263 — 262,13 — 3t)

4. Considere a curva dada por

3t 3t2
1+ 143

(1) = ( )

1



10.

Determine o dominio de . Calcule os limites de 7(¢) quando t tende a -1 pela
direita e pela esquerda, bem como os limites quando [t| tende a infinito. Calcule
7(0). Estude /() e, finalmente, faga um esbogo da curva.

Considere as curvas v;(t) = (£3,%) e 1o(t) = (¢3,?). As imagens dessas curvas sao
graficos de fungoes da forma y = f(x) com f derivavel?

Mostre que a curva ~y(t) = (cost,sent - cost) tem duas tangentes em (0,0) e ache
suas equacgoes. Esboce a curva.

Em que ponto ocorre a auto-intersecao da curva
Y(t) = (1 —2cos’t, tg t- (1 —2cos’t)), t € (—g, g)?

Ache as equacgoes das duas retas tangentes nesse ponto.

Um barbante é enrolado ao redor de um circulo e entao desenrolado, sendo mantido
esticado. A curva tragada pelo ponto P no final do barbante é chamada de involuta
do circulo. Se o circulo tiver raio r e centro O, a posigao inicial de P for (r,0), e se
o parametro 6 for escolhido como na figura, mostre que as equagooes paramétricas
da involuta sao:

x = r(cosf + fsen ) y =r(senf — 0 cos)

Sejay: I CR — R? (ouvy:I CR — R?®) uma curva diferencidvel. Mostre
que se ||v(t)|| = C para todo t € I entao (t) é ortogonal a ~'(t) para todo t. Vale
a reciproca? Interprete geometricamente.

(a) Seja v : [a,b] — R? dada por v(t) = (x(t),y(t)), onde 2’ e ¥ sdo continuas.
Como se pode definir o comprimento de 7

(b) Usando a definigdo dada em (a), calcule o comprimento de:

() = (2t — 1,4t* + 3), t € [—4,4];

Y2(t) = (cos? t,sen?t), 0 <t < m;

v3(t) = (cost + tsent,sent —t cost), t € [0,7].
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13.

Ache e esboce o dominio das fungoes:

(a) flz,y) = Vo —y (b) f(x,y) = arctg =
) ) = ———r @) fla,y,2) = =

)Ty = =T y
(e) f(z,y) =tg (z —y) (f) f(z,y) = In(zy® — 2°)
(g) flz,y,2) = In(16 — 422 — 4y? — 2?)

Esboce uma familia de curvas de nivel de:

(a)f(z,y) = % (b)f(x,y) = senxy (c) f(z,y) ==

Sao dadas a seguir as curvas de nivel e os graficos de seis fungoes de duas variaveis
reais. Decida quais curvas de nivel correspondem a quais graficos.
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14. Esboce os graficos de:
(a) f(z,y)=1—z—y (b)

f ¢

(d) floy) =2 +y* () flay) =y*—a® () flzy) =y*
(8) f(z,y) =y Jlr x  (h) flz,y) =y (i) flz,y) ="
() f(x,y) = 2142

15. Descreva as superficies de nivel de:
(a) f(z,y,2) =x+2y+32z (b) f(z,y,2) = 2>+ 3y? + 52>
(C) f(xaya’z):xZ_yQ—i_Zz (d)f(a:,y,z):xQ—yQ

16. Desenhe as imagens das seguintes curvas:
(a) v(t) = (1,t,1), te R (b) v(t) = (cost,sent,2)
(c) v(t) = (et cost, e 'sent, e "), t >0 (d) v(t) = (t,cost,sent), t >0
(e) v(t) = (sent,sent, /2cost), 0 <t < 2m
(f) v(t) = (1 +sent, 1 +sent, cost)

17. Combine as equagoes com os graficos. Justifique a sua escolha:
(a) v(t) = (cosdt,t,sendt) (b) y(t) = (£ — 2,83, t* + 1)
(c) 7(t) = (t, o, 17) (d) v(¢) = (sen 3t cost,sen 3tsent,t)
(e) ¥(t) = (cost,sent,Int) (f) v(t) = (cost,sent,sen 5t)
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Classifique a quadrica abaixo em fungao dos possiveis valores de k e faga um esbogo:
Yyt -2 =k

O elipséide 422 + 2y? + 22 = 16 e o plano y = 2 tém como interseccao uma elipse.
Ache a equagao da reta tangente a esta elipse no ponto (1,2,2).

Encontre uma parametrizacao para a curva dada pela interseccao do plano x = z
com o paraboléide 22 + 3% = z.

Encontre uma parametrizacao para a curva dada pela interseccao do cilindro 2 +
y?> = 4 com a superficie y = z2. Tente esbogar essa curva (use o computador).

Seja f(z,y) = Va2 +y%> +4 e seja y(t) = (t cost,tsent, Vi +4), t > 0.
(a) Mostre que a imagem de 7 estd contida no grafico de f.
(b) Faga um esbogo da imagem de 7.

Encontre uma parametrizacao para a curva obtida pela interseccao do paraboldide
hiperbélico z = y? — 2 com o cilindro 22 + y? = 1.

Seja f(z,y) = V4x? + y*.

(a) Esboce as curvas de nivel e o grafico de f.

(b) O gréfico de f e o plano z = 2241 tém como intersecgao uma curva. Parametrize-
a.
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Seja v(t) = (Vt? + 1cost, V2 + 1sent,t),t € R. Verifique que a imagem de v estd
contida na superficie 2% + y* — 22 = 1. Esboce a imagem de 7.

Encontre uma parametrizacao para a curva dada pela interseccao da superficie 22 +
y? — 22?2 =1 com o plano y = 2z + 1.

O paraboldide z = 6 — x — 22 — 2y? e o plano x = 1 tém como interseccio uma
parabola. Ache a equagao da reta tangente a essa parabola no ponto (1,2,-4). Ache
a interseccao dessa reta com o plano zy. Use um computador para visualizar, na
mesma tela, os graficos do paraboldide, da parabola e da reta tangente.

Seja v : I — R* uma curva de classe C2, parametrizada pelo comprimento de arco
e seja 0(s) o angulo que o vetor tangente T'(s) faz com o eixo das abscissas. Mostre
que a curvatura de v é k = |6'(s)|. Interprete geometricamente o resultado.

Achar o Triedro de Frenet da curva dada pelas equagoes
r=u, y=u, z=u* (u€R)
para u = 1. Calcule também a curvatura e a tor¢ao neste ponto.
Achar o Triedro de Frenet para a hélice
x = Rcosu, y= Rsenu, z=>bu (ueR)
Calcule a curvatura e a torgao em u = 0.

Seja v uma curva de classe C3, parametrizada pelo comprimento de arco, e considere
a curva 7. Como vocé compara o Triedro de Frenet, a curvatura e a torcao de v
respectivamente com o Triedro de Frenet, a curvatura e a torcao de 7, nos seguintes
Casos:

(a) Y(s) =~(—s)

(b) 4(s) = v(s) + v, onde v é um vetor constante

(c) 7(s) = (2(s), y(s), 2(s)) e (s) = (—y(s), 2(s), 2(s))
(d) 7(s) = ((s), y(s), 2(s)) e (s) = (x(s), y(s), —2(s))

Interprete os resultados obtidos.

Calcule os seguintes limites, caso existam. Se nao existirem, justifique:
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34.

35.
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%y xy
a lim —2— b lim ——<—
(a) (z,y)—(0,0) z* 4 2 (b) (z,y)—(0,0) 2 + 2

2 2 .2
() lim xry (d) x*y cos(x? + y*)
(e9)—(0.0) 23 — y( 2 g2 @ —00) a2+
. rsen (z° +y T°+y
(e)  lim TR (f) im ——
(z,y)—(0,0) ( z )ng (z,y)—(0,0) * +y )
. r+y . x4y
(g) lim 3 (h)  lim TR 5
(z,y)—(0,0) x°+y (z,9)—(0,0) 22* + 2%y +y
x? Y , . 202 + 3xy + 41?

1 lim sen lim
(i) (z,y)—(0,0) 2 + Y2 Vi? + 2 () (z,4)—(0,0) 312 4 5y?

Verifique se a afirmagao abaixo é verdadeira ou falsa. Justifique: Sejam f(z,y) =
21

22 + yt e y(t) = (t,t). Como lim, o f(7(t)) = 0, entao

lim x,y) = 0.
(z,y)—(0,0) fz.y)
sen (22 + y?) .

Use um computador para esbocar o grafico da funcao f(z,y) = P
z Y

calcule lim, ) (0,0) f (2, ¥)-

x
Seja f(z,y) = 22+ y?’ se (z,y) # (0,0); Mostre que f é continua em (0,0).
0, se (z,y) = (0,0
RESPOSTAS

a) Hor.: ¢t = 0; Vert.: t = 4+1; b) Hor.: ¢t = £1; Vert.: ¢t = 0 ou t = 2; ¢) Hor.:
t = +1; Vert.: tzOout:—% out=2.

y=sey=—z
(00): y=zey——u

a) L(y) = [PV ()|ldt b) L(y) =64V5;  L(e) =2v2  L(ys) = 5.
a) Dy = {(z,y) € R?*ly <} b) Dy = {(z,y) € R*|z # 0} ¢) Dy = {(2,y) € R*|2*+

y* > 1} d) Dy ={(z,y,2) € R’ly > 0} ¢) Dy = {(2,y) € R*|y # o+, keZ}
f) Dy ={(z,y) € R?|x(y —2)(y +x) > 0} g) Dy = {(z,y,2) € R|2* +y° + 7 < 4}

. a) familia de planos paralelos; b) familia de elipséides com centro em (0,0, 0); ¢)
familia de hiperbol6ides de uma ou duas folhas; d) familia de cilindros hiperbdlicos.

19.
20.

X =(1,2,2) + A(1,0,-2), Ae R

y(t) = (%(1 + cost), %sent, %(1 +cost)), t €0,2n]
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Y(t) = (2sent /1 + cos?t ,2cos’t ,/2cost), t € [0, 2]
v(t) = (cost,sent, —cos2t), t € [0, 27]

t2—1tt2+1
4 772

v(t) = (v/2cost,2sent — 1,sent — 1), t € [0, 27]

), teR

X =(1,2,4) +X(0,1,-8), Ae R; (1,2,0)

’ 2

T(1) = ==(1,1,2); N(1) = 2 (-1,-1,1); B(1) = (1, -1,0)

6 Ve V2
T(u) = i(—senu cosu, —); N(u) = (— cosu, —senu, 0);
- R2 + b2 ) ) R ) - ) ) )
b R
B(u) = m(sen u, — Ccosu, 3)
(a) nao existe (b) néo existe (c) nao existe (d) o
(f) (0) (g) 0 (h) nao existe (i) 0 (j) nao existe
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