2¢ LISTA DE MAT 2454 - CALCULO II - POLI
2° semestre de 2003

. Ache as derivadas parciais de primeira ordem das funcgoes :

Y r—y
(a) f(z,y) = arctg= (b) f(2,y,2,t) = —
T z—1
. Seja f: IR — IR uma fungao derivavel. Calcule as derivadas parciais de primeira ordem de:
x
(a) u(z,y) = f ( ;) (b) u(z,y) = f(ax + by), a e b sdo constantes.

. Dada a funcio f(z,y) = z(224y2) "2 %"= ache %(17 0). (Dica: da menos trabalho usar

a definicao de derivada parcial como limite do que aplicar as regras de derivagao .)

. Verifique que a fungao u(x,y) = In /22 4+ y? é solucao da equacao de Laplace bidimensional
0%u L Pu 0%u o,
0x2  0y?

. Verifique que a fungao u(x,y,2) = (2% + y? + zz)_% é solucao da equagao de Laplace tridi-
Pu  Pu  O*u
mensional — + — + = = 0.

02 | 0y 922
. Sejam f e g funcoes de IR em IR, derivaveis até 2¢ ordem.

2 2
(a) Mostre que u(z,t) = f(x + at) + g(x — at) satisfaz a equacao g? = ng2.
(b) Mostre que u(z,y) = zf(x +y) + yg(x + y) é solucao da equagao

0?u Pu  O*u

Ox? o0xdy  0y?

xy?
Seja fmy) =4 2yt C (z,y) # (0,0)

0 se (z,y)=(0,0)

(a) Mostre que as derivadas parciais == e —— existem em todos os pontos.

dr Oy
(b) E f continua em (0,0)?
(¢) E f diferencidvel em (0,0)?
L s (@) # 0.0
— se (z,y 0,0
. Seja f(z,y) = =y

0 se (¢y)=(0,0)

a) Mostre que f é continua em (0,0).
)

b) Calcule g—f(() 0) e (;f (0,0).

¢) B f diferencidvel em (0,0)?
d) S g e g—f continuas em (0,0)?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

(0 + yP)sen—bes, (2,9) # (0,0)

Considere f(z,y) = { 0 & (z,y) = (0,0)

(a) Mostre que f ¢ diferencidvel em (0, 0)

5o continuas 2L o &F ?
(b) S&o continuas 5 © 9y em (0,0)7
22 — o2
ry——->5, se (z, 0,0
Seia f(e.y) = | VTR (z,y) # (0,0)
0 se  (z,y) =(0,0)
. of of
(a) Verifique que %(O,y) = —y para todo y, e que a—y(az,O) = z, para todo z.
. >’f O’ f
(b) Verifique que 920y (0,0) =1 e que g0 (0,0) = —1.

Mostre que nao existe nenhuma funcao diferencidvel f : R?> — R cujo gradiente é dado por

Vi(z,y) = (2%y,y%) ¥(z,y) € R?

w w
Calcule o e e pela regra da cadeia e confira os resultados por meio de substituigao seguida
U

de aplicacao das regras de derivacao parcial.
a)w=1z?+y% x =12 +u? y="2tu
b)w=————; x =tcosu, y =1t sen u.

Jv= e y
w=a?+y*+z r=tu, y=t+u, z=1>+u

O raio de um cilindro circular estd decrescendo a taxa de 1,2cm/s enquanto sua altura esta
crescendo a taxa de 3cm/s. A que taxa o volume do cilindro esté variando quando o raio vale
80 cm e a altura vale 150 cm?

Um carro A estd viajando para o norte a 90km/h e um carro B estd viajando para o oeste a
80km/h. O carro A estd se aproximando e o carro B estd se distanciando da interse¢ao das
duas estradas. Em um certo instante, o carro A estd a 0,3km da intersecdo e o carro B a
0,4km. Neste instante, estao os carros se aproximando ou se distanciando um do outro? A
que velocidade?

Sejam f : R* — R, diferenciavel em R?, com Vf(—2,—2) = (a,—4) e
g(t) = f(2t3 — 4t, t* — 3t). Determine a para que a reta tangente ao grafico de g no ponto de
abscissa 1 seja paralela a reta y = 2z 4 3.

Seja f : R? — R uma funcao diferencidvel em R3. As derivadas parciais de f nos pontos da

hélice v(t) = (cost, sen t,t) sao: g—i(y(t)) = cost, g—i(v(t)) = sente g—ﬁ(y(t)) =t +t—2.

Para t € [—7,27], em quais pontos da hélice f pode atingir seu méximo? E seu minimo?

a) Sendo v(r, s) uma funcao de classe C? em IR?, defina u(z,t) = v(z + ct,  — ct), onde ¢ é
constante. Verifique que

gy (2,1) — gy (z,t) = w(x + ct,x — ct),

2



onde w(r,s) = —4c*v,4(r, s).
b) Mostre que todas as solucoes da equagao usy = cug, sao da forma u(x,t) = F(x + ct) +
G(x — ct), onde F' e G sao fungoes de R em IR.

18. Sendo u(z,y) funcdo de classe C? em IR?, defina v(r,0) = u(rcosf,r sen #). Verifique que

0? 10 1 02
8—7"12) + ;a—z + ﬁa—;?) = Au(rcos@,r sen 0), onde, por definicdo, Au = Ugy + Uyy.

19. a) Sendo u(z,y, z) fungao de classe C?, defina v(r, 0, ) = u(rsenfcosp, rsenfsenyp, rcost).
Verifique que Lv = Au(rsend cosp,rsenflseny,rcosd), onde, por defini¢ao,

1 0 [ 50V 0 o 1 6%
o M[ n65< 37“> * %(sen0%> + senea—gﬁ] e Au = Ugy + Uyy + Uz

b) Dada a fun¢ao de uma varidvel f(r), de classe C?, mostre que u (x,v,2) = f(\/22 + y2 + 2?)

é harmonica (i.e. satisfaz Au = 0) se, e somente se, f”(r)+ =f'(r) =
T

20. Uma funcio f : R? — IR é homogénea de grau \ se satisfaz

f(tx,ty) - tAf(.%',y) (*)

para todo ¢t > 0, onde A\ é um nimero real fixado. Suponha que f ¢ uma funcao de classe C? que
é homogénea de grau . Prove que:

a):cg—f+ a—f—Aﬁ
2f an 282f_ '
b) 2?55 + 2oy o 07 = MA - Df ()

c) as fungoes —f e —f sao homogéneas de grau A — 1.

Oor Oy
d) Verifique que as fungoes abaixo sdo homogéneas e determine o grau:
x/y
xe
i ) =5 2 2 — )2 i1 R =
) f@.y) = 50+ 20y — y i) £(.9) = 572
1
iii) f(z,y) =

Vad 4y
Dicas: a) derive (*) em relacao a ¢ e faga t = 1; b) derive (*) duas vezes em relacao a ¢ e faga
t = 1; ¢) derive (*) em relagdo a = e em relacao a y.

21. a) Suponha que a equagao F(z,y,z) = k (k constante) define implicitamente cada uma das
varidveis x, y e z como funcdo das outras: z = f(z,y), y = g(z,2), * = h(y,z). Se F

0z Ox O
diferencidvel e se F,, F, e I, sao nao-nulas, mostre que — - — 9 _ 1.

dx 8y 0z

b) Verifique por meio de um célculo direto a equagao acima para os casos particulares:
(i) ax + by + cz = d, a,b e ¢ ndo-nulos;

(ii) PV = kT, k constante, P,V e T positivos;

(iii) 22 + y* + 22 = 1, (2,9, 2) no primeiro octante.

22. Seja F(r,s) = G(e"®,r3 cos(s)), onde G é uma fungao de classe C?.
0?F
(a) Calcule 5 ——5 (1, 8)
2F oG, , 9
(b) Determine — 52 ——(1,0) sabendo que a—y(t +1,t+1)=1t*—2t+3.

em funcao das derivadas parciais de G.



23. Ache a equacao do plano tangente e a equagao da reta normal a cada superficie no ponto
indicado:

a) z=e” TV (0,0,1)
b) z = In(2x + y) (-1,3,0)
c) z=a? —y? (-3,-2,5)
d) z = e®lny (3,1,0)

24. Determine o plano que passa por (1,1,2) e (-1,1,1) e que seja tangente ao gréfico de f(z,y) = zy.
Existe mesmo s6 um?

25. Se f(x,y) = 22 + 4y?, ache o vetor gradiente Vf(2,1) e use-o para achar a reta tangente &
curva de nivel f(x,y) = 8 no ponto (2,1). Esboce a curva de nivel, a reta tangente e o vetor
gradiente.

26. Seja f : R? — IR uma funcao diferencidvel em IR?. Para um determinado ponto P = (zq, o) €
IR?, sabe-se que o plano tangente ao gréfico de f no ponto (g, o, f(xo,y0)) tem equacao

-2z +2y—2+4+3=0

Determine, entre as curvas abaixo, uma que nao pode ser a curva de nivel de f que contém o
ponto P:

&) 2(6) = (~1/8,1 b)) = (£, 25 4 31)
c)v(t) = (3,3 + 1)

27. Seja f : R> — R, f com derivadas parciais continuas em R? e tal que
2x +y + z =7 é o plano tangente ao grafico de f no ponto (0,2, f(0,2)). Seja

g(u,v) = u f( sen (u? — v3),2uv).

Determine a € IR para que o plano tangente ao grafico de g no ponto (1,1,9(1,1)) seja
perpendicular ao plano 4x + 2y + az + 9 = 0.

28. Ache os pontos do hiperboléide 22 — y? + 222 = 1 onde a reta normal é paralela & reta que
une os pontos (3,-1,0) e (5,3,6).

29. a) Mostre que toda reta normal a uma esfera passa pelo seu centro.

b) Mostre que o plano tangente & superficie az? + by? + cz? = d no ponto (¢, yo, 20) tem como
equagao axox + byoy + czpz = d.

c¢) Mostre que todos os planos tangentes ao cone z2 = a?2? + b?*y? passam pela origem.

30. Seja a > 0 e considere o plano tangente a superficie zyz = a num ponto do primeiro oc-
tante. Mostre que o tetraedro formado por este plano e os planos coordenados tem volume
independente do ponto de tangéncia.

31. Determine um plano tangente a superficie xyz = a(a # 0) e que seja paralelo ao plano
r+y+2+100=0



32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

X

Seja f : R — IR derivavel. Mostre que todos os planos tangentes a superficie z = z f (g)
passam pela origem.

Mostre que o elipséide 322 +2y% + 22 =9 e a esfera 22 + y> + 22 —8x — 6y — 82 + 24 = 0 se
tangenciam no ponto (1,1,2) (isto é, que elas tém o mesmo plano tangente neste ponto).

Verifique que as superficies 22 +y?> — 22 =0 e 2+ y? + 22 = 1 possuem vetores normais
mutuamente ortogonais em todos os pontos da intersecao.

Ache um vetor tangente & intersecao das superficies z = 22 + 32 e 422 +y? 4+ 22 = 9 no ponto
(-1,1,2).
(Sugestao: Use vetores normais.)

Ache a reta da tangente & intersecdo do cilindro #2+%? = 2 com o grafico de f(z,y) = 23 +y>+2
no ponto (1,1,4).

Sejam f: R?> — R e~ : R — IR?, diferencidveis com V f(1,0) = (2,1) e v/(¢) # (0,0,0). para
todo t € IR. Suponha que a imagem de v esteja contida na intersecao do grafico de f com
a superficie 23 + 23 + yz + zy® = 0. Sabendo que (1,0, —1) € I'my, determine uma equacao
para a reta tangente a -y neste ponto.

O plano y + z = 3 intercepta o cilindro z? + y> = 5 em uma elipse. Ache a equacdo da
reta tangente a elipse no ponto (1,2,1). Use computador para visualizar simultaneamente o
cilindro, o plano e a reta tangente.

Determine a equacao da esfera que tangencia a superficie (x — 1)2 + (y — 2)2/4— (2 = 1)2 =0
nos pontos (2,2,2) e (2,2,0).

Sejam F(z,y) = ze® — y? e G(x,y) = ye¥ + 2. Mostre que em qualquer ponto (¢,t) € R? a
curva de nivel de F' contendo (¢,t) é ortogonal no ponto (¢,t) a curva de nivel de G' contendo

(t,t).

Sao dados o cone 22 = 3(z% + 4?) e a familia de esferas 22 + y% + (z — 2a)? = «

a#0

2 com o € R,

a) Esboce o cone e algumas esferas da familia.

b) Mostre que essas superficies sdo tangentes em seus pontos de intersecgao, isto é, elas tém o

mesmo plano tangente nesses pontos.
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14.

15.

16.

20.

22.

23.
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25.

26.

RESPOSTAS

(b) Nao é continua em (0,0).
(c) Nao é diferencidvel em (0,0).

of of
5.(0,0) = aﬁom 0

¢) nao ¢ diferenciavel em (0, 0).
d) nenhuma das derivadas parciais é continua em (0, 0).

b)

b) nenhuma das derivadas parciais é continua em (0, 0).
—9600mem? /s;
distanciando-se a uma taxa de 10km/h.

a=3.

maxy(—1) = (cos(—1), sen (—1),—1) ou y(27) = (1,0,27), miny(—7) = (—1,0,—7

v(2) = (cos2, sen 2,2).

d) i) grau 2; ii) grau —1; iii) grau —3.

2 2
a) 2L — 8262”—8893 + 612e™s cos sg G 4 974 cos? s%yG + 26’"3 aG + 67 COSS%G,

(a) 2=1; X =(0,0,1)+A0,0,1), \e R
(m2x+y—z—1—q X =(-1,3,00+ A(2,1,-1), \e R
(€) 6z —dy+2+5=0; X =(-3,-2,5)+A6,-4,1), A€ R
(d) ey —z—e3>=0; X =(3,1,0)+(0,e3,—-1), e R

z+ 6y — 2z —3 =0 (sim, sé um).
Vf(2,1)=(4,8)earetaéz+2y—4=0.

().

af —
. a) %('xay) = xz +yy27 ( ) - %_‘_2
0 1 8 1 0 — 0
b) a_i(x’y“z’t) = :7 af(x Y, z, t) t_zv a—ﬁ(a;,y,z,t) = (3_;2; 8{(3; Y, z, t)
r—y
(z—1)?
ou L.,/%y\ Ou -z,
a)?(ﬂf,y) gf (y)’ 8?]((9 ,Y) " (y)
b) a—u(%y) = af’(azx + by); a—Z(m,y) = bf'(az + by)

)

ou



27.

28.

31.

35.

36.

37.

38.

39.

a=—4.

r+y+z—3Ya=0.

(5,8, 6).

z=(1,1,4) + \(-1,1,1), A€ R.

X =(1,0,—1) + A\(2,-9,-5), A€ R.
X =(1,2,1) + A(2,~1,1), A€ R.

(x =32+ (@y—-22%+(z-1)2%=2.



