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LABORATORIO DE ENSINO DE MATEMATICA

http:/lwww.ime.usp.br/lem

Esta apostila é parte do material didatico do Laboratério de Ensino de Matematica (LEM) do
IME-USP. O objetivo basico deste laboratério é desenvolver e divulgar material de ensino de
matematica que considerem o aluno um "descobridor/desenvolvedor" de matematica.

Copyleft Todos os direitos reservados ao autor. Pode-se utilizar esse material sem
fins comerciais.

Torre de Hanoi

Ledénidas O. Brandao (DCC-IME-USP)

1 Objetivo

Nesta apostila apresentamos um problema-desafio na forma de um jogo e como um professor de Matematica
do ciclo médio (antigo segundo grau) pode utiliza-lo com seus alunos. A principal meta nesta atividade é
despertar o interesse do aluno pela matematica e desenvolver sua capacidade nesta disciplina. Através deste
jogo esperamos que o estudante fique motivado a desvendar a regra de movimentacao envolvida no mesmo.

Com esta atividade, além de ser excelente exercicio de abstracdo, o professor podera explorar com seus
alunos, os seguintes topicos de Matematica: introduzir recorréncia, processo de indugdo e o conceito de
otimalidade, além de poder revisar progressdes geométricas e funcdo exponencial (faremos uma apresentacao
resumida dos trés primeiros na secao 4).

2 Introducao

O problema que apresentaremos é antigo, Problema das Torres de Hanoi (vide subsecdo 3.1), e com ele o
professor podera explorar varias das etapas que podem estar envolvidas na resolucdo de problemas
matematicos. A partir da exposicdo do problema, o aluno devera realizar “observacoes experimentais”,
visando descobrir uma relacdo (ou férmula), testa-la e posteriormente, esquematizar um argumento que
explique o porqué da férmula valer. Com isto o aluno trilhard passos essenciais da Matematica: testes ,
conjecturas , contra-exemplos e demonstragoes .

Na secdo 3 apresentamos o Problema das Torres de Hanoi, uma lenda associada ao mesmo e algumas opgoes
de materiais/equipamentos para tornar a atividade mais concreta e atraente.

Na secdo 4 apresentamos os conceitos a serem desenvolvidos na atividade para servir de guia ao professor na
preparacdo da mesma.

Na secdo 5 apresentamos uma sequéncia de “dicas”, na forma de perguntas e respostas, que o professor
podera utilizar para ajudar os alunos a avancarem na resolucdo do problema ou para desperta-los para a
necessidade de verificacdo da validade de determinadas relagdes (caso contrario sdo apenas conjecturas).

Na secdo 6 apresentamos uma formalizacdo dos conceitos envolvidos, para servir de guia ao professor. Esta
formalizacdo sera dedutiva e podera ser utilizada ao final, pelo professor, para uma sistematizacdo dos
resultados discutidos na atividade “Problema das Torres de Hanoi”.

Na secdo 7 efetuaremos algumas contas relacionadas com a lenda associada ao problema e que ilustrard o
quao rapido cresce a funcao exponencial (de base 2 ).
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3 O Problema das Torres de Hanoi

O professor podera encontrar muitas referéncias ao problema, pois 0 mesmo é mundialmente conhecido ' e
tem sido utilizado tanto em disciplinas de matematica quanto de computacdo: o ponto de interesse comum as
duas areas é devido a recorréncia implicita no problema (vide subsecdo 4.1). Este jogo também foi utilizado
por Jean Piaget para se estudar o desenvovimento cognitivo de criancas entre 5 e 12 anos, conforme descrito
em seu livro “A Tomada da Consciéncia” (Melhoramentos e EDUSP, 1977), capitulo XIV, com a colaboracdo
de A. Cottin.

O professor que tiver acesso a rede mundial de computadores Internet podera encontrar dezenas de enderecos
com referéncias ao problema. Uma destas pagina WWW ( World Wide Web ), com muitas informacao e
“links”, é http://web.archive.org/web/19991012112910/www.pangea.ca/kolar/javascript/Hanoi/HTonWebE.html 2 . Na s
pagina s do LEM e do LInE é possivel encontrar uma implementacdo desse jogo, desenvovida especialmente
para esta atividade (vide subsecdo 3.3).

3.1 A Lenda

A Torre de Hanéi foi inicialmente proposta pelo matematico francés Edouard Lucas, em 1883. Lucas
elaborou para seu “invento” uma lenda curiosa sobre uma torre muito grande, a Torre de Brama , que na
Revista do Professor de Matematica n imero 9 é assim apresentada: “ Apds a criagdo do mundo, em um
mosteiro escondido na India, o Grande Criador colocou uma placa de bronze e nela fixou trés bastdes
cobertos de diamantes. Em um dos bastoes, em ordem decrescente de tamanho, colocou 64 discos de ouro. E
assim disse aos monges: Transfiram esta pilha de discos para outro bastdo, movendo, ininterruptamente, um
disco de cada vez e nunca permitindo que fique acima de um menor. Quando terminarem esta tarefa e os 64
discos estiverem em outro bastdo, este templo se reduzird a p6 e com um estrondo de trovoes o mundo
acabara”.

Admitindo que cada movimento leve exatamente um segundo e que os monges desde o inicio dos tempos
apliquem uma regra de movimentacao que use o menor numero possivel de movimentos (6tima), devemos
nos preocupar com a veracidade da lenda? Quanto tempo nos resta?

3.2 Descricao

Nesta secao apresentamos a descri¢do resumida do problema da Torre de Handi . A torre é composta de discos
sobrepostos sendo que:

. e~ . . http:/ fuuu, ine, usp.bri/len
@ €Xistem 3 hastes A, B, C nas quais sao encaixados discos com | ;

didametros decrescentes (do topo para a base):
A posicao original dos discos;
B intermediaria; e
C a haste de destino para os discos
e nunca um disco maior pode estar sobre um disco menor;
(portanto)

os discos disponiveis para movimentacdao sao somente aqueles
posicionados nos topos das hastes;

o nimero de discos, em principio, é arbitrario (pode variar,
desde 0 até n € IN ).

O objetivo do jogo é transportar os discos, um a um, da haste A para a haste C , respeitando as restricoes
anteriores. Mas isto ndo € tudo, como os monges utilizam uma regra de movimentagdo que realiza a menor
quantidade de movimentos, é esta regra que deve ser descoberta, caso contrario “poderiamos fazer uma

Um editor de texto muito popular entre os usudrios de Linux e Unix tras embutido uma implementacéo (grafica) simples de Handi.
O nome do editor é GNU-Emacs, software livre, e o comando deste que dispara a animacdo (nas versdes 19 e 20) é ESC X:
hanoi.

A pégina original de Miroslav Kolar ndo esta mais ativa, por isso o uso do WayBackMachine. Vide www.mkolar.org.
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estimativa errada de quanto tempo nos resta”. Este conceito deve ser explicado com cuidado (vide dicas no
inicio da secdo 4), utilize algum exemplo simples como: para mover um s6 disco, de A para C, qual é a regra
otima ?

Regra 6tima para n=1 : move-se o disco de A para C ;
Regra ndo 6tima: pode-se mover o disco de A para B e entdo de B para C.

Se os alunos ndo assimilarem o conceito de otimalidade, apresente-lhes alguns dos exemplos da subsecao
4.2,

3.3 Material recomendado

Para levar esta atividade a sala de aula, podemos usar desde lousa/giz e lapis/papel ou outras alternativas,
como por exemplo, as duas seguintes:

® Software : pode-se usar o programa iHanéi desenvolvido especificamente para esta atividade,

* Necessita de navegador com interpretador JavaScript habilitado.
° Recomenda-se o uso do navegador Firefox ;
° Pode-se “descarrega-lo” e usa-lo a partir de algum gerenciador de curso, como o Moodle. Nesse caso,
se utilizar nosso pacote iTarefa, pode-se registar os envios dos alunos e pode-se usar o avaliador
automatico do iHanoi .

¢ Esta é uma alternativa muito pratica e didatica, pois além do atrativo visual, este software conta o
numero de movimentos realizados e impede movimentos invalidos.

Para testar a versao em linha, aponte seu navegador para o URL
http://www. matematica .br/ihanoi
Para descarregar a area toda do iHanoi (para ter uma versao completa em seu computador), siga essa URL
http://www.matematica.br/ihanoi/ihanoi_modelo_ima.tgz
Para descarregar o pacote iTarefa (deve ser instalado como médulo do Moodle), siga essa URL
http://www.matematica.br/ia
Todos esses programas sdo desenvolvidos no LInE * (Laboratério de Informatica na Educagdo) do IME-
USP, sendo distribuidos na forma de software livre ( educagdo livre, dados privativos ) . Seus codigos
podem ser obtidos, por exemplo, a partir da seguinte URL
https://github.com/LInE-IME-USP

® Torre de Handi em madeira: pode ser encontrado em lojas especializadas em brinquedos pedagogicos
(também pode-se improvisar a constru¢ao da maquete, por exemplo, em papeldo).

4 Desenvolvimento da atividade

Devido a complexidade dos conceitos aqui envolvidos, sugerimos que a atividade seja interativa, de modo
que a cada intervalo de (aproximadamente) dez minutos, que denominaremos rodada de divulgacao , o
professor “colete” os resultados/observagdes obtidos pelos grupos e divulgue ao restante da classe, anotando-
os na lousa e eventualmente corrigindo-os se em uma rodada de divulgacdo posterior os alunos obtiverem
resultado diferente.

A esséncia do que propomos esta na participacdo dos alunos, assim, evite apresentar solucoes, apenas indague
0 que conseguiram ou desejam e eventualmente explique conceitos que eles podem ndo estar usando ou
usando erroneamente, como os indicados nas subsecOes seguintes. Resumidamente, o roteiro que propomos é:
® O professor deve contar a lenda associada ao problema (subsecdo 3.1) . A seguir deve definir claramente o
jogo (subsecdo 3.2). Divida, entdo, a sala em grupos de 3 ou 4 alunos e dé inicio a atividade (vide dicas na
secao 5);
® TInicialmente os alunos devem ficar livres para experimentar o jogo, se familiarizarem com os movimentos;

3

Péginas do LInE: www.usp.br/line ou line.ime.usp.br
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® Ao perceber que um grupo esta iniciando a atividade a partir de 5 discos, por exemplo, indagar se eles ja
sabem como fazer para 1, 2 ou 3 discos: “para se estabelecer um padrdo é recomendavel comegar com
instancias menores”.

4.1 Recorréncia

Dizemos que uma funcao f é recorrente ou recursiva se em sua definicao, a propria funcdo aparece do lado
direito. Exemplos: 1 =0

1)f:IN— IN, tal f(n) = { : N

(DFIN= IN, tal que f() = 1", 0-1) ns0

Abrindo a recorréncia, para n grande,  f(n) = n+f(n-1) = n+(n-1)+f(n-2) =
= n+(n-1)+(n-2)+f(n-3) = ... =
= n+(n-1)+(n-2)+...+2+1 = n(n+1)/2

Ou seja, a funcdo acima é uma P.A. e assume a forma fechada , f(n) = n+f(n-1) = n(n+1)/2.
2) f:IN—> N, tal uefn:{L n=0
@ que f(n) n x f(n-1),n>0

Esta é a funcdo fatorial, usualmente apresenta na forma: f(n) = n x (N-1) x (N-2) x ... x 2 x 1 = n!, note
que por definicdo o fatorial de 0 é 1, isto é, O!=1.

4.2 Minimo

Um valor X é minimo em um conjunto S se ndo existe y em S que seja menor que X. Assim, para aplicar esse
conceito é necessario saber comparar valores (X<Y, X<y, X=Y), ou mais formalmente, deve existir uma ordem
(completa ou total em Algebra) entre os elementos de S .

Exemplo 3: No caso de funcoes reais f, seja
S ={y € IR: existe X € IR, para o qual f(x)=y}= Imagem de IR por f.
Assim, para as particulares funcoes abaixo, considerando como dominio toda reta real IR

() f()=x+1 (vide fig. 1) x| x+l xr2el
(i) f(x)=x*+1 (vide fig. 1) A Xz + 0.0 | 1.00 1.00 |

(iii) f(x)=(x-1)* (x+1)? 0.2 | 1.20 1.04

(iv) f(x)=x 0.4 | 1.40 1.16

os minimos sdo: x+1 0.6 | 1.60 1.36

() @ (vazio), ndo tem minimo em IR, 2 0.8 | 1.80 1.64
pois, dado qualquer x, f(x-1)<f(x). 1.0 | 2.00 2.00 |

(i) {x€IR:x=0}; 1.2 2.20 2.44

(i) {x € IR : x=1 ou x=-1}; 1.4 | 2.40 2.96

(iv) @ (vazio, ndo tem minimo em IR). p 1.6 ) 2.60 3.56

1 1.8 2.80 4.24

Fig. 1. Gréficos e tabela de valores para fungdes x+1 e X2 +1.

4.3 Conjecturas, Contra-Exemplos e Demonstracoes

A seguir apresentaremos uma definicdo extremamente simplista para trés conceitos chaves em Matematica:

Conjectura: Uma conjectura é uma relacdo que se supde valida, mas que ainda ndo foi demonstrada e nem
foi possivel apresentar um exemplo no qual fosse invalida (contra-exemplo).

Contra-exemplo: Um contra-exemplo é basicamente um exemplo para o qual alguma afirmacao (conjectura)
é invalida (portanto a conjectura é falsa).

Demonstracao: Conjunto formal de resultados matematicos utilizados para comprovar a validade de algum
resultado (vide um exemplo de demonstracdao usando a técnica de Inducdo Finita a seguir).

Exemplo 4:
(1) Conjectura 1: x = -100 é minimo da fungdo f(x) = x3;
(2) Conjectura 2: X = 1 é minimo da fungdo f(x) = (x-1)?;
(3) Contra-exemplo: é falsa a conjectura 1, pois z = -101 é tal que f(z)<f(-100) , logo -100 ndo é minimo
(ou seja, z = -101 é um contra-exemplo para a afirmagao "-100 é minimo para a funcao f(.)).
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(4) Demonstragdo: f(x) = (x-1)*> = 0 = f(1), para todo X € IR , logo ndo existe z € IR tal que f(z)<f(1),
assim, da definicao de minimo, X = 1 é minimo de f.

4.4 Inducao (PIF)

O conceito de Indugdo (ou Processo de Indugdo Finita, PIF), esta fortemente relacionado com o conjunto dos
nimeros naturais e sua grande utilidade na Matematica é como uma poderosa técnica de demonstragao,
aplicavel “sempre” que uma tese T (a ser demonstrada) puder ser indexada pelos naturais (T(n)). Estas
demonstragoes sao baseadas no seguinte teorema,

Teorema PIF: Para S= {n € IN :T(n) vale| , se valem as seguintes hipoteses
(BASE) T(n) vale para o primeiro natural (i.e., vale T(1)) (esta é a base da inducéo);
(PASSO) para qualquer n > p, se vale T(n) entdo vale T(n+1) (a hipétese da inducao, H.I.,é T(n) valer).

entdo S=IN.

Por razdes de espaco ndo apresentaremos a demonstragdo deste teorema®, mas pode ser encontrada em
qualquer texto introdutério de Algebra, mas a intuicdo de porque tal teorema é correto ndo é complicada :

(BASE) (PASSO) (PASSO) (PASSO)
Usando o teorema acima, podemos demonstrar varios outros teoremas (cuja tese seja indexada pelos naturais)
apenas provando que as hipéteses do PIF se aplicam ao caso em estudo, adotando o seguinte esquema:

Teorema EX: (A tese que desejamos demonstrar €) T(n) vale para todo n € IN .

Demonstracdo: Seja S o conjunto de pontos de n € IN tal que T(n) vale, ou seja, S= {n € IN :T(n) vale].
Assim, devemos mostrar que S= IN . Faremos isto mostrando que valem as hip6teses do teorema PIF : vale a
(BASE) o primeiro natural estd em S; e vale o (PASSO) , em geral a parte mais dificil de uma demonstracao
por inducao, se o natural N € S, entdo n+1 € S.

E uma vez que valem as hipotese do teorema PIF , basta aplicar o mesmo para concluirmos a tese. "

Observe que provar a validade da tese apenas para a base € inttil, ja que seria impossivel montar o esquema
(P1) indicado algumas linhas acima. Do mesmo modo, provar apenas a validade do passo também nao é
suficiente, pois precisamos de um ponto inicial para montar o esquema.

Observacao: A insuficiéncia do passo pode ndo convencer os alunos, neste caso uma brincadeira pode ajudar:
se 0 (PASSO) fosse suficiente (dispensando portanto a BASE ) seria possivel demonstrar que todos os alunos
da sala téem o mesmo sexo! Veja se consegue construir esta brincadeira.

Exemplo 5: Para n € IN , seja F a funcdo definida por F(n)=1+2+3+...+(n-1)+n, ou seja, F(n) = Z .

Desejamos provar que F(n)= n(n+1)/2 para todo natural n, ou seja, a tese T(n) é:
F(n)= n(n+1)/2.
Para demonstrarmos o resultado desejado utilizaremos o esquema indicado acima, na teorema EX acima.
(BASE) : T(O) (ou T(1)) vale, pois T(0)=0 e F(0)=0 x (0+1)/2=0.
n+1

(PASSO) : Se T(n) vale, isto é, F(n)=n(n+1)/2 , entdo da definicdo de F(.) , F(n+1) = Z i , segue que

F(n+1) = Ell = (Z i )+(n+1) = F(n)+(n+1) = J_ln n+l)+ (n+1) = n(n+1)+2(n+1)
_ (n+1)(n+2) 2

2

4

Esta demonstracdo pode ser feita usando o principio do terceiro excluido, por contradi¢do, usando o fato de todo conjunto de
naturais ter minimo.
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Assim, como valem a base e o passo da inducdo, pode-se aplicar o teorema PIF, concluindo-se que
F(n)=n(n+1)/2 para todo natural n . -

Na secdo seguinte, sdo exploradas ideias para direcionar o aluno para que ele proprio "faca" matematica.

5 Comecando a fazer Matematica

5.1 Para quais valores de n conhece o numero de movimentos?

Para as tentativas com poucos discos ( h =1, 2 e 3) os nimeros minimos de movimentos serdo facilmente
determinados, o professor pode colocar na lousa uma tabela, que denominaremos por tabela de movimentos ,
com os minimos alcancados. E claro que esta tabela poderd conter erros no inicio, mas logo os alunos
tentardo “abaixar o recorde”, conseguir mover, digamos n discos, com menos movimentos do que o indicado
na tabela. Talvez algum grupo, utilizando um processo de contagem mais sistematico, consiga por exemplo,
até 6. A tabela poderia ter o seguinte formato:

NUMEROS DE DISCOS n 0 1 2 3 4 5 6 7
NUMEROS DE MOVIMENTOS m, 0 1 3 7 15 31 63 127

Se os alunos conseguirem montar esta tabela corretamente até 5 ja estara bom, pois a movimentacao de 5 ou
mais discos é muito complicada. Se eles ndo se convencerem da dificuldade, o professor chamar a atengdo
para o fato de nenhum grupo ter certeza do niimero minimo de movimentos para n =6 (ou 7) e que, a partir
dos 6 (ou 7) primeiros valores da tabela é possivel supor que o niimero de movimentos para n =7 (8) discos
é grande, ao menos bem maior que ms =31 (ou mg =63).

5.2 Qual a relacdo entre m, e n ?

Uma vez contruida a tabela de movimentos para 7 ou 8 naturais, € tempo de responder a pergunta principal:
qual a relagdo entre m, e n ?

Deste modo, o professor deve fazé-los se concentrar nos resultados que ja conhecem e a partir destes tentar
encontrar uma férmula que, ao menos, reproduz a sequéncia m, da tabela. “Serd que existe tal relacdo? Se
existir é tinica?”: deixe-os pensar.

5.3 A relacao esta correta? Existe contra-exemplo?

Neste momento podera aparecer muitas equagoes diferentes, algumas serdo meros “chutes”. Ao pedir que os
grupos comuniquem as equagoes que conseguiram, peca para que justifiquem (demonstrem) estas. Um fator
que pode facilitar a proliferacdo de tais “chutes” é a tabela de movimentos ser “pequena”, digamos, menor
que 5.

Mas, mesmo para valores grandes de n é sempre possivel (apesar de dificil) conseguir “chutes” que acertem
o alvo para m  até este m , , isto é, é possivel conseguir uma fungdo (polindomio) p, tal que p(k) = my, para
k=0,1, 2,.., n, que no entanto NAO é a solucdo. Como curiosidade, apresentamos a seguir uma técnica
geral que permite encontrar polindmios que coincidam em um nuamero arbitrario de pontos (denominada
interpolacgdo ):

Procuramos um polindmio p(k) = ao + a1 k* + a; k* + ... + a, k" para o qual, p(k) = my, k=0, 1,..., n.
Deste modo devemos “forcar” que o polindomio p(.) passe pelos n+1 pares de pontos (k, my) e para isso
sO precisamos encontrar os coeficientes x=(ao , a1, az,..., an) de modo que p(0) = m, , p(1) = m, até p(n)
=m, . Escrevendo essas n+1 equagdes na forma de um sistema linear A x = m , obteremos

2 2

100 -0 a m’
11 11 a m,
1 21 22 2n a — m
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e para este sistema, pode-se provar que a matriz A é inversivel e deste modo tera sempre uma (Unica)
solucdo. Por exemplo, para n =2, o polindmio que interpola os trés pontos { (k , my) } k=012 , onde m
=(my , my, m,)=(0,1,3) pode ser assim obtido: A =[1,0,0; 1,1,1; 1,2,4], assim x =(0,1/2,1/2) é solucao
de Ax = m e dai um “chute” que funciona para n =2 é

pk)=0+%k+%k?, defato, p(0)=0,p (1)=1/2+1/2=1¢ep (2)=1+2=3.

Com as equacoes divulgadas (tabela de movimentos), a classe pode comecar a separar o joio do trigo ,
eliminando aquelas que sequer se ajustam aos pares (n , m,) da tabela, ou seja, aquelas funcdes f tais que
para algum n da tabela f(n) # m,. As equagOes que resistiram a este teste merecem mais atencao.

O proximo passo é pedir aos grupos que apresentem alguma justificativa para suas equacdes, as que tiverem
poderdo ser classificadas como conjecturas , as restantes ficam “penduradas” a espera de alguma
justificativa (durante as exposi¢oes, pode ocorrer algum argumento ao grupo que a propos).

5.4 E se nao aparecer sequer uma equacao?

Bem, neste caso a turma esta precisando de um “empurrdo”, nao tdo fraco de modo a ndo tird-los da inércia
e nem tdo forte a ponto de empurra-los ao fim do problema!

Aqui vao algumas perguntas que podem ajuda-los, mas é importante esperar respostas, faca a proxima
apenas quando perceber que a questdo nao surtiu o efeito desejado:

e Se trocarmos as hastes de origem ou destino, isto acarreta outros valores para a tabela de movimentos?

e Por que?

e O “tipo” de movimento minimo para um disco da haste A para C tem semelhancas com o movimento
minimo do menor disco , por exemplo, da haste B para a haste A, quandon € {2,3,4 }?

e O “tipo” de movimento minimo para dois discos da haste A para C , tem semelhancas com o movimento
dos dois menores discos , por exemplo, da haste C para a haste A, quandon€ {3,4,5 }?

e Vocé pode generalizar este resultado (para outras origens, destinos...) ou ele é uma mera coincidéncia?

A generalizacdo deveria ser a seguinte conjectura: a movimenta¢do otima dos k menores discos da haste X
paraahasteY ,X#Y,XeYem|[A,B, Cl], é “andloga” a movimentagdo dtima de k discos de A para
C , tendo o mesmo numero de movimentos (usamos X e Y para denotar hastes genéricas, podendo ser A , B
ou C ). No caso de o aluno concluir que é mera coincidéncia, ele deveria apresentar algum exemplo no qual
o resultado ndo vale: um natural k e as hastes X e Y (este seria um contra-exemplo a conjectura).

Observacdo : Se a atividade for desenvolvida com material concreto, entdo é recomendavel que seja
utilizada um base triangular (equilatero) para as hastes. Esta é uma sutileza, porém pode ajudar na percepcao
dos alunos de que o nimero de movimentos sé6 depende do numero de discos (independendo da haste de
origem ou de destino).

Se nenhuma das questdes acima surtir efeito, o professor devera ser mais direto, pois é quem tem o maior
problema no momento! Eventualmente o problema estd na forma de apresentacdo das questdes, mas pode
estar numa potencial apatia da classe. Em resumo, agora é a vez do professor ser criativo!
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6 Uma formalizacao para a atividade

Se a classe ndo estiver preparada para todo o formalismo que apresentaremos, o professor devera adapta-lo.
Por exemplo, em uma classe de “primeiro colegial” podera ser dificil explicar o que é o processo de indugao.
Neste caso, uma saida seria explicar o processo intuitivamente, algo como: vale para 1, para 2, para 3, ... .

Nesta secao apresentaremos uma formalizagdo dos resultados que podem ser obtidos pelos grupos, para servir
de guia a exposicao final do professor. Esta exposicdo deve servir para ressaltar os conceitos trabalhados:
e uso de “forca bruta” para obter algumas propriedades do objeto a ser matematizado (tabela de
movimentos);
e necessidade de “chutes” de relacdes que poderiam descrever as propriedades observadas (conjecturas);
e eliminacdo de relagOes incorretas (contra-exemplos para conjecturas);
e demonstracdo da corretude de uma conjectura (o teorema final ).

Provavelmente os alunos sentirdo dificuldade para obter uma regra de movimentacao “direta”. Esperamos que
eles possam perceber a seguinte relacdo de recorréncia: para alcancar o minimo para n discos (m,) de A para
C é necessario mover “otimamente” n-1 discos de A para B, o disco maior de A para C e novamente mover
“otimamente” n-1, desta vez, de B para C, ou seja,

Conjectura : Se m , ¢ 0 numero minimo de movimentos para n > 0 discos, entdo vale a seguinte relacdo
m,=0 , n=0
m,=2(my;)+1 ,n>0

Demonstracao (Inicialmente é importante notar que apesar de existir um numero infinito de movimentos
possiveis para n>0 discos, existe um minimo e deste modo a funcdao M(n)=m , estd bem definida).
Claramente a relacao é verdadeira para n=0 . Considere, entdo um n>0 . Para este caso, existe um disco que
podemos claramente estimar um ntimero minimo de movimentos: o maior disco, n , precisa ser movido ao
menos uma vez. Agora basta apresentarmos uma sequéncia de movimentacao que efetue apenas 1 movimento
com o disco n , movimentando os demais também de maneira minima, da seguinte forma: para mover n de A
para C, de acordo com as regras, € necessario:

PASSO 1: Mover (de modo minimo) os n-1
primeiros discos, da haste A para a haste
B.

Para liberar o dico n, os discos 1 a n-1 deverao

estar todos na haste B, como indicado na figura ao

lado. Por estarmos procurando uma regra de

movimentacdo 6tima, devemos mover de maneira

6tima os n-1 menores discos de A para B e como as

hastes de origem/destino ndo importam, devemos

usar exatamente m,; movimentos

(lembre-se que, por constru¢dao, my.; € 0 numero minimo de movimentos para n-1 discos).

PASSO 2: Mover (de modo minimo) o disco n,
da haste A para a haste C .

O préximo passo é transportar o disco maior (n) de

A para C, como indicado abaixo, consumindo

apenas um movimento. No que diz respeito apenas

ao disco n, mové-lo uma unica vez é o minimo que

podemos alcangar.

A B C
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PASSO 3: Mover (de modo minimo) os n-1 discos
menores, da haste B para a haste C .

E finalmente, transportar de maneira 6tima os n-1

menores discos de B para C, e pelos mesmos

motivos expostos no passo 1, usamos mais My

movimentos.

Portanto, totalizando os passos 1, 2 e 3, concluimos a tese
m;, = My + 1 + my1 = 2 (mn-l ) + 1,
finalizando a demonstracao.

Como ja observamos, a idéia da demonstracao acima pode ser utilizada para ajudar que os proprios alunos
descubram a relacao de recorréncia, para isso deve-se questiona-los sobre qual disco eles saberia mover
“otimamente” (o maior) e quais as condi¢bes para que consigam (que a haste A seja liberada de maneira
6tima). O professor pode propor a existéncia de um “oraculo” que efetuaria os movimentos intermediarios e
usar tal idéia para que os alunos percebam a estrutura indutiva: mostra-se que o processo funciona par ny =1
(base); supde-se que funcione até n-1 (passo) e basta arrumar o passo n.

Uma vez conseguido demonstrar a conjectura proposta, esta muda de condicdo (“ status ), passa a ser um
teorema. Mas, esta equacao ainda traz um incoveniente, é recorrente! Seria muito interessante se pudéssemos
obter uma féormula fechada , é o que tentaremos a seguir. Abrindo a equacdo obtida,

n-1 digitos 2 n-1 digitos 1
[ —————> I
m,=2(Mu)+1=2(2(mp)+1)+1=.=2(2(...2(2m+1)+1..)+1)+1.

Vamos contar o numero de fatores. O termo m;=1 é multiplicado por n-1 fatores 2, pois, aplicamos a
recorréncia n-1 vezes (de m,) até m; =My .1y ), dai m; é multiplicado por 2™*. Ja os digitos 1 , dentro dos
parénteses: o mais interno é multiplicado por n-2 fatores 2 (um a menos que m; ), o segundo mais interno por
2™% | 0 seguinte por 2™3 e assim por diante. Logo, (deduza ou questione os alunos sobre a forma fechada para a
progressdo geomeétrica, P.G., abaixo)

m, =2""m; +(2"2+2"3+  + 21 +20) =201 4 M2 4 2™ 420420 = 2",

A ultima identidade pode ser obtida via "soma telescOpica": seja S,=2"'+2"%+...+2'+2° como 2S,=2*2"
Lp#n 24 | 4214 0400=0n4 D01y 422401 dai S, = 2S,-Sp= 2"+2™ 4+ 422421 2l plp0 =)0 ],

Mas, para ilustrar melhor uma demonstragdo por inducdo, re-examinaremos a validade da identidade m,=2"-1,
demostraremos que ela esta correta via inducao finita.

Teorema : Para o jogo Torre de Hano6i, com n discos, o nimero minimo de movimentos é m, = 2" - 1.
Demonstracao (por inducdo no nimero de discos)

Seja S o conjunto dos nimeros naturais n , tais que n discos podem ser movidos com um minimo de 2" -1
movimentos (note que, também podemos tomar 0 como base da inducdo, na linha abaixo).
Base da indugdo: 1€ S, pois para 1 disco necessitamos de 1 =2 ' - 1 movimentos.
Passo da indugdo: Vamos supor que k € S, k > 1 (isto é, k discos sdo movidos otimamente , com 2* -1
movimentos). Vamos provar que k +1 € S , isto é, que m . = 2" - 1,
Para isto, vamos usar a equagdo recorrente m, = 2 (m,.) +1 . Tomando n=k+1 , obtemos
migq = 2mg+1.
Aplicando a hipotese de inducdo para m g (d"'z" -1) podemos mostrar que
M= 2m+1=2(2%-1)+1= 2¥1-2+1=2%1-1,
ou seja, k+1 € S, finalizando a demonstracao. u
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Algumas observacoes sobre questoes “delicadas” relativas a atividade:

¢ A descrigdo recursiva do método de movimentacdo, apesar de parecer complicada, ¢ um modo muito
eficiente (curto) de enunciar a regra. Dito de outra forma: sera muito dificil estabelecer uma regra direta do
tipo: “mova o maior disco para a haste C, se este disco estiver “livre” e a haste vazia, caso contrario, etc”.

¢ Alguns alunos mais atentos, podem indagar se existe outra férmula ou regra. Sobre a regra use o item acima
como base de discussdo, sobre a existéncia de outras férmulas, uma resposta pode ser: existem (infinitas)
outras que descrevem o numero de movimentos, no entanto ndo tendo relacdio com a regra de
movimentacdo. Para exemplificar, vamos construir uma férmula bastante artificial, mas que também
“interpola” (aspas devido a ndo ser baseada em polinémios) os pares de pontos que descrevem a quantidade
de movimentos (n, 2" - 1),

seno(st/2 + 2n ) (2" - 1).

Lembrando que seno(7t/2)=1, e que 2nx é multiplo de 2, ou seja, de uma volta completa de 360 graus,
logo, para todo natural n, seno(st/2 + 2n mt)=seno(m/2)=1.

¢ Se tiverem tempo, use estas observacoes para chamar a atencao dos alunos para o fato de que questdes de
existéncia (existir uma regra minima, uma férmula minima, uma base para a inducao, etc) e de unicidade
(existe outra regra ou outra equacdo) sao muito comuns em Matematica.

7 CONCLUSAO: O MUNDO NAO VAI ACABAR TAO CEDO!

Voltando a lenda da Torre de Handi, os cientistas supdem que o mundo comecou a aproximadamente 4
bilhdes de anos, portanto seria também deste periodo os monges do monte indiano.

Vamos agora fazer uma estimativa de quanto tempo nos resta:
Como os monges movem os discos a razdo de 1 por segundo, o mundo deve durar precisamente
2% -1 segundos. Como cada dia tem 24 horas, cada hora 60 minutos e cada minuto 60 segundos,
portanto cada ano tem aproximadamente 365 X 24 X 60 X 60 segundos e 31 536 000 = 65 x 24 X
60 X 60 < 2% = 33.554.432.
Logo o mundo deve durar mais que (2% -1)/2% anos, o que é aproximadamente 2% anos.

Por sua vez, é maior que 2* > 5.49755 x 2" = 5.49755 X 2% x 2° , portanto ainda nos restam,
mais que

Isto admitindo que jamais um dos monges erre sua ardua e repetitiva tarefa!

Portanto fique tranquilo, segundo essa lenda, ainda teremos tempo suficiente para “danificar” este e, quica,
outros planetas antes do grande e definitivo apocalipse...



