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MODELAGEM MATEMATICA
NAS RELACOES ENTRE GRANDEZAS FiSICAS

Prof.* Vivili Maria Silva Gomes
(Universidade Federal do ABC)

A modelagem matemdtica consiste na arte de transformar problemas da realidade
em problemas matematicos e resolvé-los interpretando suas solu¢oes na
linguagem do mundo real. (Bassanezi, 2006, p.16)

1 Objetivos

- Tratar a metodologia da modelagem matematica como modelacdo ou estratégia de ensino-
aprendizagem.

- Apresentar algumas experiéncias de modelagem no Ensino Médio da rede publica estadual
envolvendo fungdo linear, quadratica, racional, exponencial e logaritmica.

- Discutir as relagdes entre grandezas fisicas obtidas em experimentos simples para vivenciar
as diversas etapas da modelacao, incluindo o auxilio do computador para o ajuste de curva no
grafico e a proposicdo de um modelo matematico para o problema, validando e fazendo

previsao.

2 O contexto da modelagem matematica em sala de aula

A modelagem matematica vem recebendo atencdo como estratégia de ensino-
aprendizagem (Bean, 2001; Bassanezi, 2006; Almeida e Dias, 2007; Biembengut e Hein,
2007; Biembengut et al, 2013) por ser um recurso compativel com as concepgdes € propostas
educacionais contemporaneas para o ensino, em especial, de Matemadtica (Fiorentini, 1995;
Libaneo et al, 2005). Privilegia a participacdo ativa do aluno na constru¢do de um
conhecimento matematico, de forma contextualizada e interdisciplinar, por meio do
desenvolvimento de projetos de trabalho que coordenam acdes de sala de aula num sentido
amplo que extrapola o ambiente escolar (Herndndez, 1998). Contribui para uma aprendizagem
com significado e com atribui¢cdo de sentido pelo aluno, atingindo ndo apenas a aquisi¢ao dos
contetidos conceituais proprios da Matematica e de outras Ciéncias (Fisica, Biologia,
Quimica, Economia, Psicologia, por exemplo) envolvidos na resolu¢do do problema tratado
bem como dos contetidos procedimentais e atitudinais que os acompanham no processo de

execug¢ao do projeto (Zabala, 1998). Também fornece ao aluno a possibilidade de vivenciar ja



na sua formagdo escolar as etapas pertinentes a um trabalho de pesquisa cientifico, pois os
projetos de modelagem matematica percorrem etapas muito similares as da metodologia
cientifica, seja numa abordagem qualitativa ou quantitativa, sendo particularmente util na
descrigdo de fendmenos e proposicao de modelos matematicos para as mais diversas areas do
conhecimento (Bassanezi, 2006). Enfim, possibilita uma vivéncia integrada de construcdo de
saberes onde as formas de pensar do aluno, seja individualmente ou em grupo, sao
consideradas. Esses atributos tornam a modelagem matematica um “que fazer” (Freire, 1996)
em consondncia com as peculiaridades do contexto em que os saberes sdo gerados e
apreendidos nos moldes de um programa etnomatematico (D’Ambrosio, 2001), de uma
pedagogia matematica critica (Skovsmose, 2007) e com o professor assumindo uma postura
reflexiva. (Schon, 1987; André, 2000).

Fala-se hoje, com insisténcia, no professor pesquisador. No meu
entender o que ha de pesquisador no professor ndo ¢ uma qualidade ou uma
forma de ser ou de atuar que se acrescente a de ensinar. Faz parte da
natureza da pratica docente a indagacdo, a busca, a pesquisa. O de que se
precisa € que, em sua formagdo permanente, o professor se perceba e se
assuma, porque professor, como pesquisador. (Freire, 1996, p.32)

3 As etapas da modelacio

Seguindo as orientacdes de Bassanezi (2006, p.171-183), um programa de ensino-
aprendizagem para a formacao de professores que venha a repercutir na sala de aula onde
atuam deve incluir fundamentos de Matematica, a modelagem como método cientifico de
conhecimento, a discussdo sobre modelos matematicos cldssicos e analogias, a critica e
construcdo de modelos alternativos, as técnicas do processo de modelagem e a modelagem
com modelos elementares.

Assim, o professor Bassanezi (2006, p.183) sumariza o processo em cinco etapas:

e Escolha de temas e objetos de estudo;
e [evantamento de dados;

e Ajustes de curvas;

e Construcao de modelos;

e Modelos alternativos: discussdes € criticas.

4 Experimentacio e Modelacdo: sugestoes de projetos
Os projetos de modelagem dao a oportunidade do contato com temas
interdisciplinares, aproximando a Matemadtica de outras disciplinas, em especial das Ciéncias

Fisicas e Biologicas. A Fisica, por ser uma ciéncia concebida junto com o método empirico,



contribuicao de Galileu Galilei (1564-1642) para o método cientifico, tem sido uma disciplina
onde a modelagem de dados fornece uma variedade de exemplos para o trabalho em sala de
aula com a obten¢ao de dados em experiéncias de facil realiza¢do pelos alunos. As medidas de
grandezas fisicas interdependentes levam a constru¢do de tabelas e graficos com ajuste de
curva e proposta de um modelo, sua validagdo e previsdo de fendmeno: procedimentos do
método empirico e da modelagem em si.

Aqui sdo apresentados exemplos cldssicos que podem ser trabalhados nas aulas de
Fisica e Matematica de forma integrada e que resultam na modelagem de um fendmeno fisico
(Karam, 2007). O projeto Relagdes entre grandezas fisicas trata da modelagem de um
fenomeno por meio de uma fungdo linear como na queda de uma gota de 4gua numa coluna
de dleo, no alongamento de uma mola ou no escoamento da 4gua numa torneira ¢ de uma
funcdo quadratica (parabdlica) como no periodo de oscilagdo de um péndulo ou na descida de
um carrinho num trilho. Trata também de fendmenos como do resfriamento da agua com o
tempo ou do equilibrio térmico na mistura de substancias com temperaturas diferentes e que
envolvem fungdes com comportamentos exponenciais ou logaritmicos. E do fenomeno do
escoamento da 4gua num recipiente com vdarios furos ou da relagdo entre velocidades e
tempos num dado percurso e que envolvem relagdes inversamente proporcionais modeladas
por uma funcao racional simples. Outro exemplo ¢ do projeto denominado Joao e o pé-de-
feijdo que vincula Ciéncias/Biologia (Botanica) e Matematica e que envolve o
acompanhamento do crescimento de uma planta com o tempo, identificando varidveis
relevantes no processo e coletando dados para a modelagem. Neste caso um modelo de ajuste
envolve uma fungdo exponencial com um comportamento assintdtico. Também sao sugeridas
experimentacdes geométricas com material concreto com consequente modelacdo para os

dados obtidos de medidas do comprimento da circunferéncia e de area do circulo em fungao

do seu didmetro. Com isso determina-se um valor para o nimero T a partir das medigoes.

4.1 Relacoes entre Grandezas Fisicas

O projeto intitulado Relacdes entre Grandezas Fisicas versou sobre um conjunto de
experimentos feitos em grupo de alunos com orientagdo escrita quanto a material e
procedimento e com acompanhamento da professora. Os alunos fazem a montagem, realizam
os ensaios, efetuam as medidas, coletando os dados, organizando-os em tabelas e depois em
graficos. Fazem, entdo, a andlise pelo ajuste de uma curva no grafico e a determinagdo de

alguns parametros relevantes e possiveis de se extrairem, considerando o nivel de ensino em



que estdo. Com isso, em algumas situa¢cdes modelam o fenomeno ajustando uma curva tedrica
com parametros obtidos dos dados experimentais.

Os resultados relativos ao projeto desenvolvido nos 1°s anos do Ensino Médio-EM da
E.E. Jodo Ramalho em S3o Bernardo do Campo, no ano de 2001, sdo documentados em
relatorios e apresentados para apreciagdo coletiva em uma exposicdo. Posteriormente, os
dados para o experimento do péndulo simples foram usados para o ajuste em computador. O
ajuste linear e o modelo da equagdo linear (ver Figura 1) propiciam o calculo da aceleragdo

da gravidade por modelagem matematica.
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Figura 1 — Ajuste linear para os dados do péndulo simples.

Determinacio da aceleracio da gravidade
L=0,2242 ¢
L=0,2242x100 t*
L=2242¢
22,42 = L/t* = g/(4%3,14159%)
g= 885 cm/s’ com erro=0,096114519=9,6% para o valor esperado 978 cm/s’

4.2 Joao e o Pé-de-Feijao

A proposta da modelagem de dados do crescimento do pé de feijao foi feita pelo Prof.
Geraldo Pompeu Jr. da UNESP de Guaratingueta no Curso de Especializacio em Modelagem
Matematica em Ensino-Aprendizagem coordenado pelo Prof. Rodney Carlos Bassanezi da
UFABC no ano de 2009 (Biembengut et al, 2013). Sua proposta era de acompanhar o
crescimento do pé de feijao registrando diariamente a sua altura. Os dados organizados numa

tabela seriam transformados num grafico. O ajuste e o modelo poderiam ser estudados de



acordo com o nivel de ensino e habilidade dos alunos. O uso do computador, além de
altamente motivador, seria util para a compreensao rapida dos ajustes e modelos viaveis.
Quando em contato com essa proposta pensei na associacdo do experimento de
Ciéncias (Botanica) com a historia infantil “Jodo e o Pé-de-Feijao”, encontrada em diversas
versdes na literatura infantil (Rocha, 2004; Bellinghausen, 2006). A histéria contada para
criangas pequenas poderia ser complementada com o experimento de observacao da brotagem
e crescimento do pé de feijao. Com criangas maiores, mesmo ainda na Educagdo Infantil, se
estimularia a producdo de registros dos dados, elaboracdo de tabelas e graficos adequados
para a faixa etdria. No Ensino Fundamental-EF, a abordagem seria ja mais elaborada
incluindo a resolu¢ao de problemas vinculando a historia, as observagdes experimentais, o
tratamento da informagdo e os calculos. No EF (anos finais) ¢ no EM, o tratamento
informatizado relacionado a modelagem matematica por meio de ajustes de curvas e extracao
de parametros do modelo seriam possibilidades mais elaboradas da modelagdo. Apresento
assim, algumas sugestdes para esse trabalho atendendo a etapas conforme a faixa etéria

considerada, descritas a seguir.

1* etapa — Contacdo de historia
Contar (ou ler) a historia de Joao e o Pé de Feijao, o que pode ser complementado ou
substituido por um video da mesma historia, inicio de um projeto de trabalho integrado com

varios conteudos abordados de forma diversificada e ludica.

2% etapa - O pé de feijao ou feijoeiro: brotamento e crescimento

E feita a experiéncia de observagdo e medigdo da altura do pé de feijao. No caso da
Educacdo Infantil, pode se trabalhar a questdo do feijdo na alimentacdo da crianca e de sua
familia. Receitas que envolvam o feijdo: cozinha e degustacio na escola. Aspectos

nutricionais do feijao. Esta etapa pode ser complementada por outros aspectos como os da

agricultura, comercializa¢do e consumo do feijao no Brasil para alunos do EF.

Figura 2 — Crescimento do pé de feijao



Com relagdo a medigdo, sempre serd feita por comparagdo. No entanto, o que se faz
com régua ou papel quadriculado (ou milimetrado) em anos mais avangados, na Educagao
Infantil e nos anos iniciais do EF as medidas podem ser feitas por marca¢des em papel
colocado num suporte vertical (a parede, por exemplo, como nas fotos da Figura 2) ou
cortado em tira no tamanho da planta a cada dia a ser colada em cartolina ou numa folha do
portfolio da crianca. Essa tira de papel pode ser colorida ou com desenhos feitos pela propria
crianga representando a sua observa¢do naquele dia. A ligagcdo entre pontos no topo de cada
coluna guia a visdo para acompanhar a evolu¢ao do crescimento do pé de feijdo. Essa liga¢ao

pode ser feita desenhando-se a linha ou com barbante ou cola colorida (ver Figura 3).

1°dia | 2°dia | 3°dia | 4°dia | 5° dia | 6°dia | 7° dia | 8°dia | 9 ° dia
Figura 3 — Grafico do crescimento do pé de feijao

3" etapa — Modelagem matematica do fendomeno

Ap0s a coleta dos dados, passa-se a organizagao dos dados em tabelas e graficos e sua
analise. No computador podem ser construidos usando-se o diagrama de dispersao nas suas
mais variadas formas. Os pontos no grafico podem ser ligados simplesmente por linhas retas.
Os ajustes-tentativas podem ser feitos pelas linhas de tendéncia como na Figura 4 onde sdo
mostradas as férmulas obtidas com ajuste polinomial. Um modelo que descreva o crescimento
de qualquer pé de feijao a ser verificado experimentalmente ja ¢ uma etapa mais elaborada e
objeto de outra oficina. O modelo adequado neste caso seria o modelo logistico de
crescimento que descreve o crescimento em duas etapas onde ha mudanga de concavidade da
curva. Na 1? etapa o crescimento ¢ mais rapido e descrito por uma fungdo exponencial. Na 2?
etapa, mais lento, e descrito por uma fun¢do exponencial assintdtica. (Bassanezi, 2006, p.

333-340)
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Figura 4 — Graficos obtidos dos dados para o crescimento das sementes com ajuste polinomial.

4.3 Descobrindo a presenca do niumero 7T nas coisas

Outro projeto foi desenvolvido em carater de “revisdo” de conceitos basicos de
Geometria onde as dificuldades em relacdo a esses contetdos eram visiveis e presentes ndo s
nas turmas de EJA como no EM regular dos anos 2010 e 2011. O tema ¢ instigando onde
aspectos historicos e curiosidades sobre o nimero © podem ser levantados (Lima, 2004) bem
como literarios como no romance de fic¢do cientifica “Contato” de autoria do fisico e
astronomo Carl Sagan (1986, p.494 e 499-500). Sua abordagem nesta oficina trata da

modelagem matematica de medidas de circunferéncia e area do circulo em funcdo do

diametro, levando a determinacao do pardmetro de relagdo entre essas grandezas: o nimero 7T
(Lima, 2004). As curvas a serem ajustadas sdo modeladas por uma fungdo linear no caso do
perimetro (P) e uma funcdo quadratica no caso da area (A) em fun¢do do didmetro (D). A

sequéncia didatica envolveu varias etapas descritas a seguir.

1? etapa — Coleta dos dados

Solicitou-se aos alunos a coleta de objetos cilindricos em casa. Em algumas salas a
professora trouxe alguns objetos e outros da propria sala de aula foram usados. Estabeleceu-se
uma discussao sobre o objetivo da atividade, a nomenclatura envolvida, o processo € os
instrumentos de medida a serem usados. A medida do didmetro de cada objeto foi feita com

régua e do perimetro com barbante e régua ou fita métrica em alguns exemplos na sala de



aula. Aos alunos foi solicitado que escolhessem 3 objetos em casa, fizessem as medidas e

apresentassem os resultados em uma tabela e trouxessem para a sala de aula.

2% etapa — Analise dos Dados

Os dados coletados individualmente foram compartilhados coletivamente, trazidos
para a lousa e organizados numa Unica tabela cujos dados de didmetro variavam de uns
poucos centimetros como no caso de tampas de garrafa ou embalagens de baron até 30 ou 40
cm como no caso de baldes ou panelas, por exemplo. Os alunos construiram no caderno uma
tabela contendo o nome dos objetos, a medida do diametro e do seu perimetro. Apdés uma
discussdo ndo conclusiva sobre a relacdo possivel entre diametro e perimetro, observando a
tabela e os objetos, os alunos foram orientados a calcularem a razdo perimetro (P) e didmetro
(D) — relacao P/D, organizando-a numa outra coluna da mesma tabela. A obtengdo de valores
muito proximos de P/D chama a atencdo sobre a sua igualdade envolvendo a discussdo sobre

os erros na medida e sua propagacao no calculo.

3" etapa — Determinacio do numero 7T

De posse desses dados, a analise foi concluida em sala de aula e também na sala de
informatica. Os alunos geraram uma tabela com os dados de P, D e a razao P/D em ambiente8
real e virtual. A observacdo anterior leva a proposi¢do do modelo linear para a relagao entre P
e D com coeficiente linear nulo, ou seja:

P= Tmedigio. D

O valor de Timedicio fOi obtido de duas maneiras a serem comparados', seguindo os
procedimentos:

1. Por meio da média dos valores da razdo P/D feita com calculadora e com planilha
eletronica.

2. Pelo ajuste de wuma funcdo linear cujos coeficientes foram obtidos
computacionalmente por regressao linear.

3. Comparagao dos valores obtidos nas duas maneiras com o valor de = = 3,14 (até a
segunda casa decimal). A estimativa do erro cometido ¢ obtida pelo calculo do desvio

da média pela férmula:

Erro = Mod (valor medido — valor esperado)/valor esperado

1 O aplicativo computacional usado foi o MS-EXCEL disponibilizado pelo ACESSA SAO
PAULO do Governo do Estado de Sao Paulo as escolas publicas estaduais.



Uma das alunas, ao apresentar sua analise em planilha eletronica, mesmo com as
dificuldades de escrita espontdnea comuns a nossos alunos, mas que denota a sua percepgao e
compreensdo do assunto tratado, d4 o seguinte parecer,: “Foram obtidas duas formas de
cdlculos, a de numero PI e no PI médio deu-se o valor 3,37 e no resultado da soma do PI
pelo grafico deu-se 3,34. Mas acredito que o resultado que seria mais correto é do grafico.”
Outra aluna estimou o erro na medicao do perimetro de um objeto (um porta-lapis) de

didmetro D = 6 cm . O perimetro foi medido e depois comparado com o valor calculado P =

7t.D usando 7T= 3,14 e avaliando-se o erro na medida.
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