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Resumo

O logotipo CAEM 30 anos foi criado para satisfazer ao desejo da equipe de ter um simbolo
especial para comemorar os 30 anos do CAEM. No processo de criagdo do logo, utilizamos nosso
interesse pela arte ¢ nossos conhecimentos de geometria, partindo de um problema envolvendo
circunferéncias tangentes. Este trabalho tem como objetivo propor uma investigacdo acerca da
geometria contida nesse logotipo, por meio da utilizagao do software Geogebra.
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Introducio

A criagao de um logotipo para o evento que marca o aniversario de 30 anos do
CAEM constituiu uma tarefa desafiadora para a nossa equipe, em fungdo da nossa
inexperiéncia na area de design. Apesar disso, conseguimos cumprir a tarefa usando os
recursos disponiveis: algum interesse pelas artes plasticas, uma boa dose de geometria e o
auxilio do software Geogebra. Esses recursos se combinaram a partir de um passatempo
que pode conduzir a problemas geométricos interessantes: a criagdo de mandalas usando
régua € compasso.

O termo mandala, que ¢ oriundo do sanscrito e significa "circulo" ou "completude",
costuma designar figuras planas que se organizam em torno de um centro — muitas vezes,

sdo circulos, mas nem sempre (Figura 1).

Figura 1 — Exemplos de mandalas



As mandalas podem constituir um interessante objeto de estudo para a Geometria,
uma vez que a beleza e a harmonia expressas dependem da estrutura geométrica subjacente
a suas formas. Na sala de aula de matematica, a constru¢do de mandalas pode provocar
problemas e descobertas interessantes, além de favorecer a destreza no manuseio do
compasso.

A estrutura geométrica do logo CAEM 30 anos (Figura 2) baseia-se na solucao de
um problema que encontramos ao tentar construir, com régua € compasso, uma mandala
formada por uma sequéncia de circunferéncias tangentes internamente. Nessa mandala, os
“vaos” criados entre as circunferéncias tangentes deveriam ser preenchidos com pequenas
circunferéncias, todas tangentes as anteriores e entre si (Figura 3). Onde estariam os

centros dessas pequenas circunferéncias?

Figura 2 Figura 3

Investigacao geométrica
A investigacdo da estrutura geométrica do logotipo se dard por meio de um
encadeamento de atividades e de resultados validados tanto empirica quanto

dedutivamente.

Atividade 1: No arquivo Logol.ggb, a circunferéncia §S;, de centro O, tem raio constante
R;; ja a circunferéncia S, de centro O,, tem raio R, variavel. Manipule o ponto O, e varie

R, para investigar em quais situagdes a intersec¢ao de S; com S, ¢ exatamente um ponto.

Definicdo 1: Sejam O um ponto de um plano euclidiano E e r um nimero real positivo. A
circunferéncia S de centro O ¢ raio r é o conjunto formado por todos os pontos P de E tais
que OP =r. Um pontoX de E tal que OX < r ¢ denominado ponto interior de S ¢ quando

OX > r dizemos que X € ponto exterior de S.



Figura 4

Circunferéncias tangentes — reflexao sobre definicoes e abordagens

A escolha da forma de apresentacdo de um conceito matematico passa pela anélise
das definicoes ¢ da forma como elas direcionam um determinado encadeamento de
conceitos. Convidamos o professor a fazer uma pequena reflexdo sobre estas questoes:
como os livros didaticos definem circunferéncias tangentes? E os livros académicos, como
o fazem? Quando optamos por uma das defini¢gdes, ¢ possivel que as demais decorram

dela, como propriedades?

Diferentes formas de definir circunferéncias tangentes se originam de diferentes
formas de estudar a posicao relativa de duas circunferéncias: a partir do nimero de pontos
de intersecgdo (0, 1 ou 2); a partir da comparagdo entre a distancia entre os centros € a
soma/diferenca entre os raios; a partir da posi¢ao relativa entre essas circunferéncias € uma

mesma reta. Cada uma dessas abordagens favorece alguns resultados e dificulta outros.
Para os nossos propositos, escolhemos a definicao abaixo.

Definicao 2: Diremos queS; e S, sdo circunferéncias tangentes quando possuem um

unico ponto em comum. Esse ponto sera chamado ponto de tangéncia.

M ikigura 5 Figura 6



Diremos que S; e S, se tangenciam internamente (figura 5) quando possuem um
unico ponto em comum e os demais pontos de uma delas (de S; ou de §;) pertencem ao
interior da outra. Se S; ¢ S, possu’rem um @enico ponto em comum e 0s demais pontos de
uma qualquer delas (de S; e desS;) pertencerem ao exterior da outra, entdo diremos que elas

se tangenciarexternamente (figura 6)

Teorema: Seja P um ponto da intersec¢ao de duas dadas circunferéncias S; e S», distintas,
de centros O; e O,, respectivamente. S; e S» sdo tangentes se, € somente se, P, O; € O, S<0
pontos colineares.

(Deixamos essa demonstragdo a cargo do leitor.)

E importante observarmos, ainda, que quando S; e !, se tangenciam externamente,
entdo 0, — P — 0, (essa notagdo quer dizer que P esta entre 0; ¢ 0,); e quando S; e S, se
tangenciam internamente, de modo que os pontos de S, (exceto P) estejam no interior de

l;,entdo! ;! O, —P.

Atividade 2: No arquivo Logo2.ggb, sao dadas duas circunferéncias concéntricas S; e S,
de raios R; e R, respectivamente, tais que R; > R».

a) Construa uma circunferéncia S3 tangente a §; internamente e tangente a S, externamente.

b) Construa uma circunferéncia Sy com as mesmas propriedades de Ss, de forma que S,

tangencie tambZ8%, extanamente.

A nocao de lugar geométrico
Na proxima atividade, vamos utilizar o conceito de lugar geométrico. Esse ¢ um
conceito que merece reflexdo, uma vez que, geralmente, ndo ¢ um topico de ensino direto,

mas permeia diversos outros topicos e ¢ central em muitos problemas de Geometria.

Definie<o 3: Designaremos pdugar geomZtricaum conjunto de pontos (do plano ou do

espas0) que satisfazem a uma determinada propriedade.



O exemplo classico ¢ o da circunferéncia, que € o lugar geométrico dos pontos do
plano que satisfazem a seguinte propriedade: equidistam de um ponto dado (centro da

circunferencia).

Os problemas que envolvem a determinagdao de um lugar geométrico nem sempre
sdo faceis, pois exigem grande capacidade de imaginacao e visualizacdo geométrica. Em
vez de tentar imaginar de uma s— vez o lugar geomZtrico procurado, a estratZgia de
investigas<o mais promissora parece ser a imaginas<o de um ponto que se move (no plano
Oou no espa+0), mas mantendo invarifvel a propriedade de interesse. Da inoagitias<
uma conjectura, que, depois, precisa ser validada dedutivamente, para ser considerada um

conhecimento matemitico seguro.

Os softwaresde geometria dindmica podem ser especialmente tteis na etapa de
elaborar conjecturas, justamente porque, como indica o termo “dindmica”, um ponto pode
ser movimentado, sem que se desfasa a estrutura da construeo geomZtrica elaborada
inicialmente. Por outro lado, o recurso aos softwares se excessivo, limita o exerc’cio da
livre imaginas<o, que tambZm tem seu valor pedag—gico. Uma das alternativas poss’veis Z

propor um exerc’cio de imaginas<o antes de fazer construe>esoftovare

Essas reflex>es sugeregue ouso da geometria din%omica, na Esctkica, pode
ter como fune«o tanto eestabelecimento de conjecturgganto avalidas<o emp’rica de
conjecturas prZviasA discussio das limitagdes dessas validagdes empiricas e da
necessidade de uma validagdo dedutiva Z um processo que merece o cuidado dos
professores, no sentido de n<o ser negligenciado e tambZm no sentido de ser gradativo e

intencional, respeitando o desenvolvimento da racionalidade dos alunos.

Propriedade P: dadas duas circunferenciaS; e S, diremos que uma terceira
circunferencia$ satisfazP se S tangencia uma delas internamente e tangencia a outra

externamente.

Atividade 3: No arquivo Logo3.ggb, sao dadas duas circunferéncias S; e S tangentes

internamente, de raios R € R, respectivamente, com R1 > R.,.
a) Construa uma circunferencig que satisfaea .

b) Construa a circunferéncia S;! de centra), e raio!!, ! !l e a circunferencid,! de

centro! , e raio!!, ! 1!, Verifigue que os pontos de interseceo !décom!,! s<0



centros de circunferencias que satisfazénConstruaas.

c¢) Utilize a estratégia do item anterior para construir novas circunferéncias com a

propriedade.

Definie<o 4. Sejam! e! !pontos de um plano euclidiahoe seja um ncemero real
positivo, de modo qué!! 1l 1. A elipse de focos e! !e constantd Z o conjunto

formado pelopontos! de! tais que™ !l " 1w,

Atividade 4 (sem o Geogebra):Sejam S e S circunferencias que se tangenciam
internamente, de centr@ e O, e raiosR; e R, respectivamentesendoR; > R,. Mostre
que o lugar geomZtrico dos centros das circunferencias que satisfazem a progejedade

enunciada anteriormenté,uma elipse de foc@®; e O, e constant& = Ry + R.
Atividade 5: Construa, no Geogebra, a base geomZtrica do loGé\HM 30 anos

Resolue«o da Atividade 4

Queremos demonstrar qodugar geomZtrico dos centros das circunfersncias que
satisfazem a propriedade Z uma elipse de foc@®; e O; e constantk = R; + R,. Para
isso, vamos lembrar a@ipdtese de que partimos:S e S, de centrosO; e O,
respectivamente, s<o circunferencias dadas que se tangenciam intema, de modo que

0S pontos dezScom exces<o do ponto de tangencia, esto no interiorSle

Ent<o, vamos admitir qu&s seja uma circunferencia de cent que satisfasd® e

vamos mostrar qu®;0s + 0,03 Z constante.

Sy
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Sejam!; ! !, I 1y el 11, 11, ComoS eS se tangenciam internamerdem
S no interior deS, entco ! ! I 1 1| E devido & e S setangenciarenexternamente,

ent(O!!! I|I ||

Agora note que

I ”'|||' ||||I ||||,0U|||I|I |||'| I|||I '|| '|

Finalmente, smando termo a termo akias igualdades destacadas, temos que

byt 1, 11 que Z constante.

Portanto, o lugar geomZtrico procurado Z uma elipse de @m@®©, e constante

11,11, como queramos demonstrar.

Referencias

BARBOSA, J. Geometria Euclidiana Plana. Edie<o revista. Rio de Janeiro: SBM, 1995.
(Coles<o do Professor de Matemitica).

DANTE, L.Matemitica 3» SZriel» ed. S<o Paulo: Editora ctica, 2005.

MACHADO, A. Matemttica na escola do segundo graul» Edie<o. S<o Paulo: Atudtditora,
1994. \ol. 3.

MOISE, E.; DOWNS, FGeometria Moderna: parte Il. 3» ed. S«o Paulo: Editora Edgard Blucher
Ltda, 1976.

PAIVA, M. Matemitica Volume 3 1» Edis<0. S<o Paulo: Editora Moderna, 1995.

REZENDE, E.; QUEIROZ, M.Geometria euclidiana plana e construses geomZtricas
Campinas: Editora da Unicamp, 2000.

SMOLE, K.: DINIZ, I. Matemttica Ensino MZdia 6» ed. S<o Paulo: Editora Saraiva, 2010.

SOUZA, J.Novo Olhar Matem#tica. 1» Edie<o. S<o Paulo: Editora FTD, 2010. (Cole*o novo
olhar; v. 3).

VILLIE RS, M. Papel e funees da demonstras<o no trabalho corSketchpad Educaso e
Matemttica, n. 63, p.3136, Maio/Junho de 2001.



