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Michael de Villiers é sul-africano e professor de Matematica e de Ciéncias. E
um conferencista regular em conferéncias nacionais e internacionais sobre Matematica e
Educagdo Matematica e membro de varias organizagdes internacionais, como por
exemplo o Grupo de Trabalho em Geometria do PME (Psychology of Mathematics
Education), COMAP (Consortium for Mathematics and Its Applications), MAA
(Mathematical Association of America) e MAS (American Mathematical Society). Seus
principais interesses de pesquisa sao: Geometria, aplicacdes ¢ modelagem e Historia e
Filosofia da Matematica. Desde 1997, ¢ vice-presidente do Comité da Sociedade
Olimpiada de Matematica, responsavel por definir e organizar a Olimpiada de
Matemética na Africa do Sul.

Publicou sete livros, dentre os quais destacamos "Repensando a Prova com
Sketchpad", no qual trata da importancia da demonstragao no conhecimento matematico
e € esse aspecto da sua obra que destacamos no que segue.

Segundo De Villiers, um dos maiores problemas enfrentados pelo professor é
que os alunos, em geral, nao compreendem a necessidade das demonstragdes nas aulas
de Matematica da Educacao Bésica e costumam questionar os professores sobre isso,
principalmente quando estdo estudando Geometria e o resultado a ser provado parece
obvio ou facilmente percebido, quando verificado empiricamente.

De Villiers se propde a responder a seguinte pergunta, em seu texto: “Que
fungdes tem a demonstragdo na propria matematica que podem ser utilizadas na sala de
aula para tornar a demonstra¢ao mais significativa para os alunos?” (De Villiers, 2001,
p- 31). Para tanto, analisa e propde diversas fun¢des da demonstracdo em Matematica
que, segundo ele, ndo pode ser encarada apenas como uma forma de convencer os
cépticos de que algum teorema ¢ verdadeiro: verificagdo, explicacdo, sistematizagao,

descoberta, comunicagao ¢ desafio intelectual.



A demonstraciao como processo de verificacio/convencimento

De Villiers recomenda que se facam testes empiricos antes de se comecgar uma
demonstragdo formal, pois esses podem auxiliar na demonstragdo ¢ diminuir a chance
de erros e inconsisténcias.

Ao se aplicar esta recomendagdo nas aulas de Geometria da Educagdo Basica,
defendemos que esses testes podem e devem ser feitos com o uso do computador, por
meio de softwares de Geometria Dindmica, pois estes possibilitam a verificagdo de uma
propriedade em muitos casos particulares, o que faz com que o aluno perceba que pode
ser valida sempre. E trabalho do professor convencer seus alunos que & preciso

demonstrar o que foi observado.

A demonstraciao como processo de explicacio

Muitas vezes podemos explorar, por meio de métodos empiricos, experimentais
ou numéricos, determinada conjectura, mas apenas a demonstragdo podera explicar
porque ela ¢ verdadeira. Neste caso, a demonstracdo ndo apenas verificara a validade da
propriedade elencada, mas explicard porque isso acontece.

De Villiers apresentou em seu texto alguns exemplos onde a demonstracao foi
essencial para que se explicassem as conjecturas, entre eles podemos destacar as
descobertas de Feigenbaum em Geometria Fractal, as descobertas de Képler, que foram
validadas por Newton em relagdo as orbitas dos planetas e o Teorema das Quatro Cores,
demonstrado por Appel e Haken. Todas essas conjecturas ja se sabiam certas antes da
demonstragdo, que ndo serviu apenas como verificagdo de resultados mas,
principalmente, como explicacdo desses resultados, que ficaram mais claros apos as
demonstragoes.

Na Educagao Basica, esta funcdo ¢ muito utilizada pelo professor ao apresentar
uma teoria para seus alunos. Para o estudante, a teoria ganha mais credibilidade quando
vé o professor demonstrando a validade, mesmo que esta demonstracdo nao seja
cobrada do estudante. Quando, mais adiante, o aluno tiver necessidade de efetuar uma
demonstragdo sozinho, a realizada pelo professor servira de exemplo e motivagao para

tanto.



A demonstra¢iao como processo de descoberta

A maioria das descobertas em Geometria parte de métodos intuitivos ou quase
empiricos; no entanto, nao sao poucos os resultados que nunca apareceriam de forma
intuitiva ou empirica, pois resultam de processos puramente dedutivos. E improvavel
que, por exemplo, as geometrias nao euclidianas pudessem surgir de maneira empirica
ou intuitiva. Assim, podemos entender a demonstracdo ndo s6 como um processo para
se mostrar que resultados descobertos intuitivamente sdo verdadeiros, mas também uma
forma de explorar, analisar, descobrir € inventar novos resultados.

De Villiers d4 como exemplo o teorema que diz que o quadrilatero formado a
partir dos pontos médios de um quadrilaitero qualquer, cujas diagonais sdo
perpendiculares, ¢ sempre um retangulo. Com o uso de um software de geometria
dindmica, podemos concluir que isso acontece quando se tem tal quadriladtero (com
diagonais perpendiculares), mas nao generalizar. A descoberta da generalizagao
necessita de uma demonstra¢ao formal.

Assim, ao tentar verificar que um resultado ¢ verdadeiro, podemos chegar a
outros resultados inesperados ou ainda a generalizagdes nao percebidas anteriormente, o
que mostra que a demonstracdo também pode ter a fungao de descoberta.

Na Educacao Basica, esta funcdo da demonstragdo pode ser explorada: coloca-se
um problema para que o aluno o explore com um software de Geometria Dinamica e
elabore conjecturas. Assim, ele pode descobrir propriedades dos objetos estudados e

perceber caminhos que levem a demonstragao.

A demonstra¢ido como processo de sistematizacio

Por mais experimentos empiricos ou intuitivos que fagamos, ndo conseguimos
checar todas as possibilidades para podermos afirmar que uma conjectura ¢ verdadeira;
apenas a demonstracao podera nos levar a concluir que ela ¢ verdadeira sem sombra de
davida e essa conclusao surge a partir da sistematizagao.

De Villiers apresenta algumas das fungdes mais importantes de uma
sistematizagao dedutiva.

. Ajuda a identificar inconsisténcias, argumentos
circulares e hipoteses escondidas ou nao explicitamente
declaradas.

. Unifica e simplifica as teorias matematicas ao
integrar e ligar entre si afirmagdes, teoremas € conceitos
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nao relacionados, conduzindo assim a uma apresentagao
econdmica de resultados.

. Fornece uma perspectiva global ou vista de
conjunto de um topico, ao mostrar a estrutura axiomatica
subjacente do topico a partir da qual todas as outras
propriedades podem ser derivadas.

. Constitui uma ajuda para as aplicagdes tanto
dentro como fora da matematica, pois torna possivel
verificar a possibilidade de aplicagdo de toda uma
estrutura complexa ou teoria através de uma avaliagao de
aplicabilidade dos seus axiomas e defini¢oes.

. Conduz muitas vezes a sistemas dedutivos
alternativos que fornecem novas perspectivas e/ou sao
mais econOmicos, elegantes e poderosos do que os
existentes. (DE VILLIERS, 2001, p. 34)

Embora notemos elementos de verificacao nessa funcao, o principal objetivo nao
¢ o de verificagdo, mas de organizar as afirmacdes que estdo isoladas, numa ordem
coerente ¢ unificada. A explicacdo também esta presente nesse contexto, com o objetivo
de uma explicagao geral do fenomeno.

Na Educagao Baésica, esta fungdo estd presente quando o aluno organiza os
passos da demonstragdo, tomando cuidado para utilizar apenas os dados que estdo na
hipoétese do teorema a ser demonstrado. Para tanto, o professor pode e deve incentivar
que o aluno comece a demonstrar o mais cedo possivel, mesmo que inicialmente estas
demonstragdes ndo passem de provas empiricas e uma forma de se conseguir esse
intento pode ser usando softwares de Geometria Dindmica, que ajudam o aluno a

encontrar os caminhos da demonstragao.

A demonstracio como meio de comunicacio

A interacdo entre matematicos se faz por meio das suas descobertas em
Matematica e estas sdo organizadas na forma de demonstragdes de teoremas. Ao se
comunicar entre si, 0s matematicos observam, julgam, identificam falhas e
inconsisténcias nos teoremas demonstrados e isso ¢ uma forma de comunicagdo. Ao
comunicar as descobertas, por meio de demonstragdes, os matematicos t€ém como julgar
o trabalho, verificar se ha inconsisténcias em suas conclusoes ou até ter acesso a contra-
exemplos que os levem a pensar mais no assunto e chegar a novas conclusoes.

Esta funcdo da demonstracdao pode ser observada na Educacao Basica quando o

aluno analisa uma demonstra¢do feita por um colega e tenta entendé-la. Com essa



analise, o aluno podera ser capaz de julgar e discutir argumentos e, com 1isso,

desenvolver sua capacidade de realizar estas ou outras demonstragdes.

A demonstracio como desafio intelectual

Para os matemadticos, a demonstracdo ¢ um desafio pelo qual mostra a sua
competéncia em fazer Matematica. Demonstrar um teorema, para um matematico,
equivale a montar um quebra cabegas para um leigo ou ainda a escalar uma montanha
ou completar uma maratona para um atleta. Por mais que essa montanha ja tenha sido
escalada por outros, o desafio de completar essa jornada traz uma satistagao pessoal ao
atleta, semelhante a satisfacdo que um matematico tem ao demonstrar um teorema,
mesmo que este ja tenha sido demonstrado por outros matematicos.

Para o aluno da Educagdo Basica, esta funcao esta presente quando comeca a
realizar demonstragdes e a se interessar por elas. Cada demonstragao que realiza ¢ um
desafio que vence, por mais simples que seja, ¢ ¢ ainda um incentivo para continuar
demonstrando outros teoremas propostos. Para esta funcdo, mais do que para qualquer
outra, o papel do professor de Matematica ¢ essencial, pois cabe a ele mostrar os
caminhos que o aluno deve trilhar para chegar cada vez mais proximo da formalidade
das demonstragdes.

Segundo De Villiers (2001), essa lista de fun¢des da demonstragdo nao deve ser
considerada completa, pois com certeza podem-se elencar outras. Também nao devem
ser consideradas independentes - ndo sdo Unicas em cada situagdo - ou hierarquicas - um
individuo pode desenvolvé-las em qualquer ordem - pelo menos assim entendemos. Em
cada situagdo, podemos encontrar uma fungdo prevalecendo em detrimento das outras
ou até verificar que naquela situagdo uma ou mais fungdes nao podem ser consideradas.
O que defendemos ¢ que existem diversas fungdes da demonstracao, todas importantes e

que devem ser “aprendidas”, ao longo da vida escolar de cada individuo.

ENSINO DA DEMONSTRACAO COM O GEOGEBRA

Uma forma de se convencer de que uma conjectura ¢ verdadeira, sem
demonstra-la, ¢ por meio do uso de softwares de geometria dindmica, tais como o
Sketchpad, o Cabri Geometré, o Mathematica ou ainda o GeoGebra. Estes softwares

servem para o convencimento sobre a validade de uma proposicao e pode mostrar o



caminho a ser seguido para chegar a demonstracdo formal do que foi observado no
software.

De Villiers usou em suas experiéncias o software de geometria dindmica
Sketchpad. Colocou os alunos para investigar com cuidado uma conjectura geométrica
com o software, para que tivessem conviccdo da validade da mesma. Uma vez
convictos, De Villiers passou a desafia-los a tentar explicar o porqué da veracidade do
resultado e os alunos passaram a ter curiosidade de saber porque o resultado ¢
verdadeiro. Nesse momento a funcao da explicacao esta sendo usada na demonstragao.

Outro aspecto que ele explorou também com os alunos foi a fungdo descoberta
da demonstracao, seguida da funcdo comunicacao. A fun¢ao verificacao ficou reservada
para as situagdes onde o aluno de alguma forma tinha davida quanto aos resultados
encontrados. Alguns alunos podem nao sentir a demonstracao como desafio intelectual,
mas sera interessante que percebam que para outros alunos esse desafio existe. A funcao
sistematizacdo deve ser deixada para o momento em que o aluno ja tem alguma
experiéncia com demonstragdes, devendo ser evitada num curso introdutorio.

Enfim, De Villiers sugere uma ordem para que se explorem as funcdes da
demonstragdo, que podem ser retomadas em espiral: explicagdo — descoberta —
verificacdo — desafio intelectual — sistematizacao.

Nosso objetivo nesta oficina ¢ realizar uma experiéncia com os participantes,
inspirada nas de De Villiers, com o uso do software de geometria dindmica GeoGebra,
que foi escolhido por ser um software livre, que pode ser usado em qualquer institui¢ao
de ensino sem custo.

Apresentamos algumas situagdes geométricas que, exploradas dinamicamente,
favorecem a elaboragdo de conjecturas que, posteriormente, precisam ser demonstradas.
Tais situagdes, esperamos, poderdo ser usadas em salas de aula de Matematica da
Educagao Basica, de modo que, a partir de observagdes feitas com o uso do software, os
alunos sejam incentivados a elaborar conjecturas, que propiciem o desenvolvimento e a

apropriacao das varias fungdes da demonstracao explicitadas neste texto.
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