OFICINA 3

AS ABELHAS CONHECEM GEOMETRIA?

Deborah Martins Rafael
Elvia Mureb Sallun

Objetivo. Estudar o formato dos alvéolos das abelhas de mel desvendando o que as

abelhas sabem e o que elas ndo sabem de geometria.

Introduciao

Hé4 muito tempo as abelhas tém despertado o interesse dos homens. Existem relatos de
Aristoteles (384 a.C — 322 a.C) e estudos matematicos de Pappus de Alexandria (290
-350). D"Arcy Thompson cita Pappus em seu cléssico livro “On Growth and Form” [4],
um dos pioneiros a dar um tratamento matematico para fendmenos bioldgicos: “As
abelhas foram dotadas de uma certa premeditacdo geométrica .... Havendo apenas trés
figuras que podem preencher o plano, ou seja, o triangulo, o quadrado e o hexdgono, as
abelhas sabiamente escolheram esse ultimo devido a sua estrutura que contém maior
niamero de angulos, suspeitando do fato que ele podia segurar mais mel do que qualquer
um dos outros dois”. E importante frisar que o produzir cera para confeccionar alvéolos
requer muito esfor¢o para as abelhas. Logo, a ideia de economizar com esse trabalho

parece bem natural. A compara¢do de Pappus foi interpretada nesse sentido.

Generalizando a considerag¢do de Pappus, surgiu a “conjectura do favo de mel”: de todas
as maneiras de dividir o plano em regides de mesma area, o ladrilhamento hexagonal ¢
aquele que minimiza o perimetro”. Essa conjectura ficou em aberto até 1999, quando foi

demonstrada por Thomas C. Hales.

Segundo D’Arcy Thompson, essa hipdtese de os hexagonos aparecerem como sendo a
escolha mais econdmica foi refutada pela primeira vez por Erasmus Bartholin no século
XVII. Seu argumento era que os hexdgonos eram resultado da pressdo resultante no

conjunto quando cada abelha tentava fazer sua célula o maior possivel.

E importante ter em mente que o alvéolo ¢ tridimensional e ndo ¢ um prisma hexagonal.
Johannes Kepler, em 1619, descreveu o formato de um alvéolo: prisma reto hexagonal
regular cujo fundo ¢ uma unido de 3 losangos iguais determinando um triedro que tem

seus angulos diedras iguais a 120°.



Essas células encaixam-se perfeitamente nos fundos formando a colmeia que ¢ a unido de
2 camadas desses alvéolos com aberturas hexagonais para entrada. Depois das células
preenchidas com ovos, larvas, pdlen, algumas dessas entradas sdo cobertas com cera para
proteger o desenvolvimento das larvas ou o estoque de mel. Como indica a figura da
esquerda, o formato do fundo permite que os alvéolos fiquem ligeiramente inclinados em

relagcdo ao plano horizontal, prevenindo que o mel escorra.
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B=109°28'

a=70°32'

Um século depois de Kepler, o astronomo e matematico Gidcomo F. Maraldi (1665-1729)
mediu diretamente os angulos dos losangos que compdem o fundo da célula encontrando
a = 70°32 e B = 109°28°, conforme figura acima. S6 como exercicio de imaginagdo, €

interessante pensar em sugestdes de como medir, diretamente, angulos em um alvéolo.

A geometria do alvéolo estava estabelecida. O bidlogo e fisico René-Antoine Ferchault de
Réaumur (1683-1757) retomou o assunto da escolha mais econdmica e se questionou: “Se
as abelhas usam a forma hexagonal por economia de cera, elas devem usar o triedro com
os 3 losangos no fundo também por economia”. Para comprovar suas hipoteses pediu ao
matematico alemao Johan Samuel Konig (1712-1757) que determinasse qual, entre os
prismas hexagonais com fundo composto por trés losangos, era aquele com area de
minima. O volume de um prisma hexagonal ndo se modifica quando cortamos 3 cantos
para colocar uma ctipula central formada por 3 losangos (veja a figura abaixo). Portanto, o
trabalho de Konig era determinar o losango que resultaria na area (cipula mais laterais)

minima.
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Usando calculo diferencial ele determinou os angulos dos losangos que minimizam a area,
mas cometeu um pequeno deslize obtendo quase o mesmo resultado obtido
experimentalmente por Maraldi: 109° 26’ e 70° 34°. Seu trabalho foi praticamente pioneiro
em otimizagdo usando calculo diferencial. O célculo de Konig foi melhorado pelo
matematico escocé€s Colin Mac-Laurin (1698-1746) que obteve aproximadamente
109°28°17” e seu suplemento. Uma consequéncia deste resultado ¢ que o angulo entre dois
losangos ¢ 120° e, portanto, todos os diedros do alvéolo medem 120°. Repare que os

angulos obtidos por Konig sdo ainda mais proximos dos resultados obtidos por Maraldi!

Lembramos que um ladrilhamento do espaco com prismas congruentes regulares so ¢
possivel com bases de n = 3, 4 ou 6 lados. Além disso, veremos nas atividades que entre
todos os prismas retos regulares com bases de n = 3, 4 ou 6 lados de mesmo volume V e
mesma altura H (logo com area da base S = V/H fixada) o hexagonal ¢ o de menor area

lateral.

Assim, ao fazer os alvéolos na forma de prisma hexagonal as abelhas parecem fazer uma

boa escolha para o encaixe lateral perfeito e para economizar cera.

Escolhendo o alvéolo na forma de um prisma hexagonal reto regular com 3 cantos
congruentes cortados de uma base e juntados convenientemente (no que resta dessa base)
formando um triedro de 3 losangos congruentes as abelhas também conseguem que 0s
alvéolos se encaixam perfeitamente nos fundos mantendo o mesmo volume do prisma e
ainda garantem uma leve inclinacdo em relacdo ao solo de modo que a gravidade ajude a

manter o conteudo do alvéolo.

Essa incrivel obra de engenharia que ¢ a colmeia continua foco de especulagdao. Ha quem
continue a advogar a hipotese da economia, e de uma certa “sabedoria geométrica” das

abelhas, mas também ha argumentos muito convincentes em outra direcdo. Foram
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realizadas experiéncias interrompendo o trabalho das abelhas quando foi verificado que,
num estagio intermediario, as células tinham um formato quase circular. A conjectura ¢ a
de que as abelhas comecam fazendo alvéolos circulares que adquirem a forma hexagonal
devido a compressdo causada pelos muitos alvéolos construidos na cera quente.
Experiéncias com bolhas de sabdo e mesmo com cera confirmam que circulos acabam
adquirindo uma formacao hexagonal quando sob pressao. Veja [8] onde sdo citados varios

trabalhos recentes e também [4] onde Thompson argumenta nesse sentido.

Voltando aos nossos problemas geométricos, veremos que, entre todas as possibilidades de
cortar os 3 cantos congruentes do prisma reto hexagonal de volume V e altura H, a escolha
dos losangos com um angulo aproximadamente igual a 109°28°17” e, portanto, com os

diedros de 120°, ¢ a que mais economiza cera.

O que as abelhas ndo sabem é que esse modo de construir os

fundos dos alvéolos ndo é exatamente o mais econdmico. Em

[2], o matematico hungaro Lazlé Fejes Toéth (1915-2005)

mostra que, para maior economia de cera, o formato do fundo

deveria ser a metade de um certo octaedro irregular truncado e

o fundo seria a unido de 2 hexagonos e 2 losangos (veja a

figura ao lado. Porém a diferenga entre as areas com os dois
tipos de fundos ¢ praticamente irrelevante e a forma do alvéolo da abelha tem a vantagem
de ser muito mais simples e de encaixar os fundos dos alvéolos criando a inclinag¢do

necessaria em relacdo ao solo.

Nao pretendemos concluir nada definitivo sobre se a colmeia € o resultado do saber
geométrico das abelhas ou das leis da fisica atuando cegamente. Nao ha duvidas, porém,

de que nods, humanos, ndo teriamos nada a contribuir para melhorar a essa fantastica

solucdo de engenharia. Afinal, estamos ha mais de 2 mil anos tentando entendé-la!




Atividades

Admitiremos que os ladrilhamentos do plano com poligonos regulares congruentes sao
possiveis somente se o numero n de lados desses poligonos for n = 3, 4 ou 6 (ver [1], [6]).
Logo, “ladrilhamentos” ou “preenchimentos” do espaco com prismas retos regulares
congruentes sdo possiveis somente se esses prismas tiverem bases triangulares ou

quadradas ou hexagonais.

Nas atividades seguintes, o leitor ¢ convidado a ler as demonstragcdes e justificar as

passagens.

Atividade 1 Entre todos os poligonos regulares com n = 3, 4 ou 6 lados e com area S

fixada o de menor perimetro ¢ o hexdgono.
Justificativa

Seja L, o lado do poligono regular de n lados de area S, = S. Temos

V3 24§ S
5;=8 =i = L= vs = 2p= 6{5

1 63 3
S,=S=L} = L,=\S = 2p=4J§

23 253 =
§, -5 -2k Ln—*“zi” ~ 2p-2\253

Como i'_ sds 2..;'2\5 segue que o de menor perimetro ¢ o hexagono.
41
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Atividade 2 Entre todos os prismas retos de base regular com n = 3, 4 ou 6 lados de

volume V fixado e altura H fixada o de menor 4rea lateral ¢ o hexagonal.
Justificativa

Como V e H sao fixados, segue que a area da base S ¢ fixada. Por outro lado, a 4rea lateral

= perimetro da base x H, entdo, o de menor area lateral ¢ aquele de menor perimetro.



Atividade 3 Seja um prisma reto hexagonal regular com altura H e volume V. Conforme
figura abaixo, corte pela diagonal BD do hexagono um canto de “altura” x. Faga o mesmo
para cada uma das outras 2 diagonais. Cole esses 3 cantos no tridngulo equildtero que
restou da base, formando um triedro com vértice C e 3 faces que sdo losangos planos
congruentes. Entre todos os poliedros assim formados a partir de um prisma reto
hexagonal regular com altura H e volume V, dependendo de x, o que tem menor area (sem
contar a base hexagonal) é aquele em que x = av2/4 (a é a medida do lado do
hexagono). Nesse caso, um dos angulos do losango ¢ 109° 28’ 17”.

B C

Justificativa

Basta seguir os itens abaixo.

a) O lado a do hexagono pode ser dado em termos de V e H.

b) O volume do alvéolo obtido ¢ igual ao volume do prisma hexagonal original

independentemente da altura x. Justifique.

B C
c¢) Calculo da area a(x) do losango ABCD. -
E 0 = ‘\-.* P B
a(ABCD) = a(x) =AC.BD/2 =2.A0.BO X |
A D
2
A0=(x*+L  pois EO=Z A
\/X 4 pois 5 A
Y H
LBED=120° = Bo:‘%
a(x):a\/3. X +4—. !




d) A area do alvéolo (sem a base hexagonal) ¢ dada por
A(x) =3a 3. [+ +“T +6(aH —%)

e) A determinagao do ponto de minimo da fungdo A(x) para x > 0 e seu grafico.

Para x >0 temos

a2
4

A’(x]=3ad§.;ﬁ—3a5{} = X<
P
\I 4

av2

Logo X:T ¢ o ponto de minimo de A(x) em R*
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Graficode A(x) paraH=1l cmea=3 cm
f) Determinagéo dos angulos do losango ABCD obtido quando x=a+2/4 .

Substituindo o valor de x obtido em ¢) na expressao de AO de c) temos

2 - 2 2
Ao\/T\[ L@ _ale

16 4 4

Como AAED tem dngulo reto em E,

2 2 ~
AD =+x"+a’ =J%+az =J9a = 3{1\:{:

8 4

Aplicando a lei dos cossenos no AADC, temos cos ZADC = 1/3

Usando uma calculadora obtemos ZADC = 70,528779... ~ 70° 31’ 43” e, portanto,
ZBAD ~ 109° 28’ 17”.



Atividade 4 Os angulos das faces do alvéolo da abelha indicados na primeira figura acima

estao corretos.

E D Sugestao

Na figura ao lado vemos a face lateral com aresta AD e ZADG =« .

H  Seja AG perpendicular as arestas laterais. Use os valores de x e AD
obtidos em e) e f) para ver que cos a = x/AD = 1/3. Logo, £ ADG =
Z ADC.

Atividade 5 (para casa) Mostrar que os diedros do alvéolo medem 120° seguindo as

indicagdes abaixo ou ver [5].

Seja D na aresta lateral do prisma de vértice D com B c

DD, =DA= 3a+2/4 .Mostre que E >Y< i
X

a) o angulo diedral do alvéolo com aresta DD, A D

mede 120°. A

b) A, Dy, A’, C s3o coplanares e formam um

I
quadrado. Sugestdo: mostrar que os vetores AD; e Q >

CA’sdo iguais e que CA=A’D; .

c¢) Os 4 diedros que contém D medem 120°.

Esta imagem mostra a
colmeia com alguns alvéolos
‘ ja cheios e outros sendo
trabalhados. E facil
reconhecer a rainha, cercada

de operarias.




Atividade 6 Construcdo com régua e compasso de uma planificagdo de um alvéolo.

Conforme figura abaixo, inicie com os retangulos congruentes ZAXY’e Y’ XA’Z”em que

AX=XA=a.

I) Determine os pontos R, L, J e D tais que

¢ AR=XR=AX=a,
B RI= av3/2 ,
¢ D WL=LX=WX= ay2/2 ,
A i I . A DX=XI= av2/4 = ponto de minimo de
W A(x).
, R . ' b) Determine os pontos O, C e B tais que
AO=0C=LI= aV6/4 e
DO=BO=JR= av3/2 .
¢) Reproduza 3 vezes o método para obter o
7 v z' alvéolo .

d) Justifique o método.
Procure desenhar a planificagdo com a = 3,1 cm e AZ’~ 11,2 cm que sdo as medidas reais
aproximadas de um alvéolo de abelha de mel. Observamos que essas medidas podem

variar dependendo do tipo de abelha de mel.

IT) Recorte e monte pelo menos 3 células para observar o encaixe perfeito.
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