Problemas de Equacgoes Diferenciais Parciais

(1) Verifique se existe uma fun¢ao u harmonica para z? + y* < a?
(onde a > 0), continua em x? + y* < a?, que coincide com a
fungao 2z —y® em S, = {(z,y) € R*[2?+y* = a*} e que assume
o valor a na origem.

(2) Verifique que a funcao u definida por u(z,y) = (1—2*—y?)/(1—
20 + 22+ y?) se 22 + 9% < 1, u(w,y) = 0 para 22 + 92 = 1 é
harménica na bola B;(0). O principio do méximo se aplica para
u na bola unitaria fechada? Por qué?

(3) Sejam 2 C R? aberto, u :  — R harmonica. Prove que se

Br(zg) C , entao para todo x € Br(xg) vale:

1 /K\Y?
< -
lu(x)| < oy (W> :

onde K = [ . u?(y)dy er = |z — .

(4) Seja u : R — R uma fungdo harmonica. Suponha que existe
C > 0 tal que |u(z)| < C(1+ |z|) para todo x € R™. Prove que
u é um polinémio de ordem 1.

(5) Sejam 2 C R? aberto, u € C*(2). Para x € Q, defina

V) = tim - < ! /|y e ry)da(y))

r—0 dr? \ 27

(a) Prove que o limite existe.

(b) Prove que U(z) = (1/2)Au(z).

(c) Prove que: se u € C*(Q) e se para todo x € Q existe uma
sequéncia 7; — 0 dependendo de z tal que

% u(@ +ry) do(y) = u(x),
lyl=1

entao u é harmonica em (2. B
(6) Sejam Q C R™ aberto limitado, u € C*(€2) N C(2) uma solugao
de

. 0
Au + ;ak(x)a—;k +ce(x)u=0,
onde ¢(z) < 0 em €. Prove que u = 0 sobre Jf2 implica u = 0

em ().

(7) Seja © C R™ aberto, e seja {u,} uma sequéncia de fungoes
harménicas em € que converge em LP(K), 1 < p < oo para
todo K C () compacto para uma funcao u. Prove que u é
harmonica em €.

(8) Seja Q= {(z,y) eR?*| —wr<x<7,y>0}

(a) Provar que toda funcdo continua limitada u : Q — R, que
¢ harmonica em (2 e nula na fronteira de €2 é identicamente

nula.
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(b) O mesmo ainda vale se ndo exigirmos que u seja limitada?
Justifique.
(9) Seja u : R™ — R uma fungdo harmonica. Mostre que, se
n > 2, cada valor da imagem de u é assumido infinitas vezes.
E quando n =17
(10) Sejam 2 C R™ aberto, u € C*(Q2) e zg € Q. Mostre que

—Au(zg) = TIE%L {u(a;o) — |S"—1—1| s u(xo + 1) da(x)}
onde S"~! denota a esfera unitdria em R e |S"™!| sua érea.
Sugestao: Escreva o desenvolvimento de Taylor de ordem 2 de
u em volta de xg.

(11) (a) Seja © C R™ aberto nao vazio e seja V,, o volume da bola
unitdria de R™. Prove que, se 2 # R", entao para cada subcon-
junto compacto K C €2 vale

1
sup (@)l < iR oy,

Jully

onde ||u||; denta a norma de v em L'(£2). Discuta o que ocorre
no caso {2 = R" e em particular conclua o seguinte fato: “Se u
é harmonica em R™ e u € L'(R™)) entdao u = 0.

(b) Deduza de (a) que, se {u,,} for uma sequéncia de fungoes
harmonicas em 2 e se v for uma funcao mensuravel em 2, tal
que, para cada subconjunto compacto K de €2, vale

lim |t — uldx =0
m—0oQ0 K
entao existe uma funcao v harmonica em (2 tal que v = u quase
sempre em ().
(c) Mesmas hipdteses de (a), se Q2 # R", prove que para cada
subconjunto compacto K C €2 vale

ou
a—xj@)

sup lulloo, i =1,...,n.

rzeK

n
< 7
= d(K, 00

conclua que a sequéncia {u,,} do item (b) tem a seguinte pro-
priedade: “Para todo a € N* | 0%u,, converge para 0“v unifor-
memente sobre cada compacto de 2”.

(12) Seja u : B1(0) — R solucao do problema
Au=0, emB(0), ulg=212"+y

onde B;(0) ¢ a bola unitdria do R?. Calcule u(0).
(13) Seja u a solugao limitada do problema

Up — Upy = 0 (x,t) ERi

u(z,0) = f(x)



a) Prove que, se f for continua e limitada entdo u é de classe
C* no semiplano t > 0.
b) Seja C®(R) = {f € C®(R) : fU) élimitadaem R, j =
0,1,2,...}. Prove que se f € C°(R) entao u é de classe C*
no semiplano ¢ > 0 e que suas derivadas de todas as ordens (em
x e em t) sdo limitadas.

(14) Seja u a solugao limitada do problema

U — Uz =0 x€R,E>0
u(z,0) = f(x)
com f continua e limitada em R.
Suponha que existe lim; . u(0,¢) = A. Prove que existe

lim;_, o u(z,t) = A, para todo = € R.
(15) Seja u € C*(R" x (0, 00)) satisfazendo

Ou—Au=0 em R"x (0,00)

Suponha que exista ty € (0, 00) tal que u(-,ty) € S(R™). Mostre
que u(-,t) € S(R™), ¥Vt > tg, e que limy_,, u(x,t) = 0 para todo
x € R™.

(16) Seja Q =0, [x]0, ool.

a) Prove a existéncia de solu¢do do problema

ou  O0%*u

a = @ e1m Q
u(0,t) = u(m,t) =0, VYt >0
u(z,0) = f(z), Vo € [0, 7]

u € C(Q)NC*HQ)

para toda f de classe C* em [0,7], com f(0) = f(r) = 0.
b) Usando o principio do maximo, prove o mesmo resultado,
quando f é apenas continua em [0, 7] com f(0) = f(7) = 0.

(17) Determine explicitamente (isto é, sem ser na forma integral) a
solugao limitada de:

ou  O*u .
E:@, (l’,t)ER X(0,00)
u(z,0) = sen e~ | reR.

(18) Ache uma solugao do seguinte problema:

ou  0%*u
5 = 92 + g(x) em(0, L) x (0, 00)

uw(0,t) =, u(L,t)=p
u(z,0) = f(z)

g, f€C*(0,L))NC'([0,1]), a, B constantes, f(0) = a, f(L) =
B, g(0) = g(L) = 0. Esta solugao é tinica?



Sugestao: Reduza primeiro ao caso a = [ = 0, através de
uma mudanga de varfaveis do tipo v(z,t) = u(z,t) + Az + B.
(19) Seja ug € C(R™) limitada. Verifique que a solugao limitada do

problema
ou n
E:Au, (z,t) e RTH
u(z,0) = up(x), r eR"”
¢ dada por:

u(z,t) = W_”/Z/ e WP ug(z — 2vEy) dy, t > 0.

Prove que: se existirem constantes positivas M e ¢ tais que
lug(x)| < Me~1F para todo z € R", entéo

8la|?

|U(I,t)| < M<1 + 4(575)_%@*1“& ,

para todo t > 0 e todo x € R™. Conclua que, se uy tem suporte
compacto, entao lim;_, u(x,t) = 0, uniformemente para z €
R™.

(20) a) Determine as curvas caracteristicas (incluindo as reflexoes), o
periodo ( em relagao a t) das solugoes e o dominio de influéncia
do ponto (1/5, 0) (esbogando o grafico) do problema

Ug = SUgy, u(0,t) = u(l,t) =0
b) Ache a solugao do problema acima com as condigbes iniciais:
u(z,0) = (22 — 2)3, u(z,0) = sen

(21) Resolva o seguinte problema

Upp — Uge + 10w =0 para O0<zxz<m,t€eR
u(z,0) = sen 3x x € [0, 7]
u(z,0) =0 x € [0, 7]
u(0,t) = u(m,t) teR

(22) Ache a solugao geral de:

3
Upp = Ugy + §um —4du, + up — 6u

Sugestao: Faca u(z,t) = e**+Ply(z,t).
(23) Seja u(z,t) solugdo do problema
Uy = Ugy (x,t) € R x (0, 00)
u(z,0) = up(x), r€R, wup€C*R)
ur(z,0) = uy (), r€R, wu; €CHR).



(27)

Suponha que para algum o > 0 |

lim uo(x) =

- ui(z)
Jm |x|‘” lim

|x|—o00 |$‘O‘_1

=B.

Y

Prove que lim;,» t™®u(z,t) = C. Determine C'.
Seja u uma solugao de classe C* da equagao u,,; = uy, em um
aberto convexo 2 C R?. Seja R um retangulo em €2, cujos lados
tem declividades +1 e -1. Sejam A e C (resp. B e D) vértices
opostos de R . Prove que u(A) + u(C) = u(B) + u(D).
Sejam a > 0, ¢ > 0,¢ € C*(R) uma fungao par tal que ¢(r) =
0 para |r| > a, e 2 = R? x (0, 00).

a) Determine a solucdo v € C1(2) N C2(2) do problema

vy = A em £
0(,0) = 6(x) R’
v (z,0) =0, reR?.

b) Seja ¢, uma sequéncia de fungoes pares, de C*(R), nu-
las para |r| > a, tal ¢, convirja pontualmente para 1, onde
Y = X[-a,q- Verifique que as solugoes v,, correspondentes ao
problema com dado inicial ¢ = ¢,, convergem pontualmente
para uma fun¢ao u. Determine u, para r > a. Faca o grafico de
u(|wgl, ), como fungao de ¢, para um ponto zy € R? dado, com
|zo| > a.

Obs.: este problema é um modelo do que ocorre com a pressao
do ar, quando se fura uma bexiga.

Sejam p € C([a,b]), K € C'([a,b]), p >0, K > 0. Mostre que
se u € C?([a,b] X R) satisfaz

Pu 0 ou
p(a:)w = % <k(x)%) em |a, b[xR
u(z,0) =0, x € [a,b]
u(z,0) =0, x € [a,b]
u(a,t) = u(b,t) =0, vVt e R,
entao u = 0. Sugestao: Considere a “Func¢ao Enegia”
1
E(t) = 5/ [p(2) (ur(, 1) + K (2) (ug(2,1)"] d

Demonstrar que: para que o problema de Cauchy
uy = a*Au, 2z €R?,
U(l’, 0) = f($1)g($271'3) ) ut(‘ra O) =0

possua uma solugao, é suficiente que a funcao g seja harmonica
e que f € C*(R). Achar esta solugdo.



(28) Considere o problema de Cauchy
uy = a*Au, z€R?;
u(@,0) = f(z1) + g(x2),  w(x,0) = F(x1) + G(x2)

Dé condicoes suficientes minimas de diferenciabilidade das fun-
¢oes f, g, F, G para que o problema acima tenha solucao
classica. Determine a solucao.

(29) Seja u a solugao da equagao das ondas

Uy — Au =10, em R?®x (0,00)
u(@,0) =g(x),  w(x,0)=h(z),

onde g, h € C°(R?). Provar que existe uma constante C' > 0
tal que |u(x,t)| < Ct~! para todo z € R?, t > 0.



