
Problemas de Equações Diferenciais Parciais

(1) Verifique se existe uma função u harmônica para x2 + y2 < a2

(onde a > 0), cont́ınua em x2 + y2 ≤ a2, que coincide com a
função 2x−y3 em Sa = {(x, y) ∈ R2|x2 +y2 = a2} e que assume
o valor a na origem.

(2) Verifique que a função u definida por u(x, y) = (1−x2−y2)/(1−
2x + x2 + y2) se x2 + y2 < 1, u(x, y) = 0 para x2 + y2 = 1 é
harmônica na bola B1(0). O principio do máximo se aplica para
u na bola unitária fechada? Por quê?

(3) Sejam Ω ⊂ R2 aberto, u : Ω −→ R harmônica. Prove que se

BR(x0) ⊂ Ω, então para todo x ∈ BR(x0) vale:

|u(x)| ≤ 1

R− r

(
K

π

)1/2

,

onde K =
∫

BR(x0)
u2(y) dy e r = |x− x0|.

(4) Seja u : Rn −→ R uma função harmônica. Suponha que existe
C > 0 tal que |u(x)| ≤ C(1 + |x|) para todo x ∈ Rn. Prove que
u é um polinômio de ordem 1.

(5) Sejam Ω ⊂ R2 aberto, u ∈ C2(Ω). Para x ∈ Ω, defina

U(x) = lim
r→0

d2

dr2

(
1

2π

∫
|y|=1

u(x+ ry)dσ(y)

)
(a) Prove que o limite existe.
(b) Prove que U(x) = (1/2)∆u(x).
(c) Prove que: se u ∈ C2(Ω) e se para todo x ∈ Ω existe uma

sequência rj → 0 dependendo de x tal que

1

2π

∫
|y|=1

u(x+ rjy) dσ(y) = u(x) ,

então u é harmônica em Ω.
(6) Sejam Ω ⊂ Rn aberto limitado, u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄) uma solução

de

∆u+
n∑

k=1

ak(x)
∂u

∂xk

+ c(x)u = 0 ,

onde c(x) < 0 em Ω. Prove que u = 0 sobre ∂Ω implica u = 0
em Ω.

(7) Seja Ω ⊂ Rn aberto, e seja {um} uma sequência de funções
harmônicas em Ω que converge em Lp(K) , 1 ≤ p < ∞ para
todo K ⊂ Ω compacto para uma função u. Prove que u é
harmônica em Ω.

(8) Seja Ω = {(x, y) ∈ R2 | − π < x < π , y > 0}.
(a) Provar que toda função cont́ınua limitada u : Ω̄ −→ R, que

é harmônica em Ω e nula na fronteira de Ω é identicamente
nula.
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(b) O mesmo ainda vale se não exigirmos que u seja limitada?
Justifique.

(9) Seja u : Rn −→ R uma função harmônica. Mostre que, se
n ≥ 2, cada valor da imagem de u é assumido infinitas vezes.
E quando n = 1?

(10) Sejam Ω ⊆ Rn aberto, u ∈ C2(Ω) e x0 ∈ Ω. Mostre que

−∆u(x0) = lim
r→0+

{
u(x0)−

1

|Sn−1|

∫
Sn−1

u(x0 + rx) dσ(x)

}
onde Sn−1 denota a esfera unitária em Rn e |Sn−1| sua área.
Sugestão: Escreva o desenvolvimento de Taylor de ordem 2 de
u em volta de x0.

(11) (a) Seja Ω ⊂ Rn aberto não vazio e seja Vn o volume da bola
unitária de Rn. Prove que, se Ω 6= Rn, então para cada subcon-
junto compacto K ⊂ Ω vale

sup
x∈K

|u(x)| ≤ 1

(d(K, ∂Ω))nVn

‖u‖1 ,

onde ‖u‖1 denta a norma de u em L1(Ω). Discuta o que ocorre
no caso Ω = Rn e em particular conclua o seguinte fato: “Se u
é harmônica em Rn e u ∈ L1(Rn)) então u ≡ 0”.

(b) Deduza de (a) que, se {um} for uma sequência de funções
harmônicas em Ω e se u for uma função mensurável em Ω, tal
que, para cada subconjunto compacto K de Ω, vale

lim
m→∞

∫
K

|um − u| dx = 0

então existe uma função v harmônica em Ω tal que v = u quase
sempre em Ω.

(c) Mesmas hipóteses de (a), se Ω 6= Rn, prove que para cada
subconjunto compacto K ⊂ Ω vale

sup
x∈K

∣∣∣∣ ∂u∂xj

(x)

∣∣∣∣ ≤ n

d(K, ∂Ω
‖u‖∞ , j = 1, . . . , n.

conclua que a sequência {um} do item (b) tem a seguinte pro-
priedade: “Para todo α ∈ Nn , ∂αum converge para ∂αv unifor-
memente sobre cada compacto de Ω”.

(12) Seja u : B1(0) −→ R solução do problema

∆u = O , emB1(0) , u|S2 = x2 + y2

onde B1(0) é a bola unitária do R3. Calcule u(0).
(13) Seja u a solução limitada do problema

ut − uxx = 0 (x, t) ∈ R2
+

u(x, 0) = f(x)



a) Prove que, se f for cont́ınua e limitada então u é de classe
C∞ no semiplano t > 0.
b) Seja C∞? (R) = {f ∈ C∞(R) : f (j) é limitada em R , j =
0, 1, 2, . . .}. Prove que se f ∈ C∞? (R) então u é de classe C∞
no semiplano t ≥ 0 e que suas derivadas de todas as ordens (em
x e em t) são limitadas.

(14) Seja u a solução limitada do problema

ut − uxx = 0 x ∈ R , t > 0

u(x, 0) = f(x)

com f cont́ınua e limitada em R.
Suponha que existe limt→∞ u(0, t) = A. Prove que existe

limt→∞ u(x, t) = A, para todo x ∈ R.
(15) Seja u ∈ C2(Rn × (0,∞)) satisfazendo

∂tu−∆u = 0 em Rn × (0,∞)

Suponha que exista t0 ∈ (0,∞) tal que u(·, t0) ∈ S(Rn). Mostre
que u(·, t) ∈ S(Rn) , ∀t ≥ t0, e que limt→∞ u(x, t) = 0 para todo
x ∈ Rn.

(16) Seja Ω =]0, π[×]0,∞[.
a) Prove a existência de solução do problema

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
em Ω

u(0, t) = u(π, t) = 0 , ∀t ≥ 0

u(x, 0) = f(x) , ∀x ∈ [0, π]

u ∈ C(Ω̄) ∩ C2(Ω)

para toda f de classe C2 em [0, π], com f(0) = f(π) = 0.
b) Usando o prinćıpio do máximo, prove o mesmo resultado,
quando f é apenas cont́ınua em [0, π] com f(0) = f(π) = 0.

(17) Determine expĺıcitamente (isto é, sem ser na forma integral) a
solução limitada de:

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
, (x, t) ∈ Rn × (0,∞)

u(x, 0) = senxe−x2

, x ∈ R .

(18) Ache uma solução do seguinte problema:

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ g(x) em(0, L)× (0,∞)

u(0, t) = α , u(L, t) = β

u(x, 0) = f(x)

g , f ∈ C2((0, L))∩C1([0, l]) , α , β constantes, f(0) = α, f(L) =
β, g(0) = g(L) = 0. Esta solução é única?



Sugestão: Reduza primeiro ao caso α = β = 0, através de
uma mudança de vaŕıaveis do tipo v(x, t) = u(x, t) + Ax+B.

(19) Seja u0 ∈ C(Rn) limitada. Verifique que a solução limitada do
problema

∂u

∂t
= ∆u , (x, t) ∈ Rn+1

+

u(x, 0) = u0(x) , x ∈ Rn

é dada por:

u(x, t) = π−n/2

∫
Rn

e−|y|
2

u0(x− 2
√
ty) dy , t ≥ 0.

Prove que: se existirem constantes positivas M e δ tais que
|u0(x)| ≤Me−δ|x|2 para todo x ∈ Rn, então

|u(x, t)| ≤M(1 + 4δt)−
n
2 e−

δ|x|2
1+4δt ,

para todo t ≥ 0 e todo x ∈ Rn. Conclua que, se u0 tem suporte
compacto, então limt→∞ u(x, t) = 0, uniformemente para x ∈
Rn.

(20) a) Determine as curvas caracteŕısticas (incluindo as reflexões), o
peŕıodo ( em relação a t) das soluções e o dominio de influência
do ponto (1/5 , 0) (esboçando o gráfico) do problema

utt = 3uxx, u(0, t) = u(1, t) = 0

b) Ache a solução do problema acima com as condições iniciais:

u(x, 0) = (x2 − x)3 , ut(x, 0) = sen πx

(21) Resolva o seguinte problema

utt − uxx + 10ut = 0 para 0 < x < π , t ∈ R
u(x, 0) = sen 3x x ∈ [0, π]

ut(x, 0) = 0 x ∈ [0, π]

u(0, t) = u(π, t) t ∈ R

(22) Ache a solução geral de:

utt = uxx +
3

2
utx − 4ux + ut − 6u

Sugestão: Faça u(x, t) = eαx+βtv(x, t).
(23) Seja u(x, t) solução do problema

utt = uxx , (x, t) ∈ R× (0,∞)

u(x, 0) = u0(x) , x ∈ R , u0 ∈ C2(R)

ut(x, 0) = u1(x) , x ∈ R , u1 ∈ C1(R).



Suponha que para algum α > 0 ,

lim
|x|→∞

u0(x)

|x|α
= A , lim

|x|→∞

u1(x)

|x|α−1
= B .

Prove que limt→∞ t
−αu(x, t) = C. Determine C.

(24) Seja u uma solução de classe C2 da equação uxx = uyy em um
aberto convexo Ω ⊂ R2. Seja R um retângulo em Ω, cujos lados
têm declividades +1 e -1. Sejam A e C (resp. B e D) vértices
opostos de R . Prove que u(A) + u(C) = u(B) + u(D).

(25) Sejam a > 0 , c > 0 , φ ∈ C∞(R) uma função par tal que φ(r) =
0 para |r| > a, e Ω = R3 × (0,∞).

a) Determine a solução v ∈ C1(Ω̄) ∩ C2(Ω) do problema

vtt = c2∆v em Ω

v(x, 0) = φ(x) , x ∈ R3

vt(x, 0) = 0 , x ∈ R3 .

b) Seja φn uma sequência de funções pares, de C∞(R), nu-
las para |r| > a, tal φn convirja pontualmente para ψ, onde
ψ = χ[−a,a]. Verifique que as soluções vn, correspondentes ao
problema com dado inicial φ = φn, convergem pontualmente
para uma função u. Determine u, para r > a. Faça o gráfico de
u(|x0|, t), como função de t, para um ponto x0 ∈ R3 dado, com
|x0| > a.

Obs.: este problema é um modelo do que ocorre com a pressão
do ar, quando se fura uma bexiga.

(26) Sejam ρ ∈ C([a, b]) , K ∈ C1([a, b]) , ρ > 0 , K > 0. Mostre que
se u ∈ C2([a, b]× R) satisfaz

ρ(x)
∂2u

∂t2
=

∂

∂x

(
k(x)

∂u

∂x

)
em ]a, b[×R

u(x, 0) = 0 , x ∈ [a, b]

ut(x, 0) = 0 , x ∈ [a, b]

u(a, t) = u(b, t) = 0 , ∀t ∈ R ,

então u = 0. Sugestão: Considere a “Função Enegia”

E(t) =
1

2

∫ [
ρ(x) (ut(x, t))

2 +K(x) (ux(x, t))
2] dx

(27) Demonstrar que: para que o problema de Cauchy

utt = a2∆u , x ∈ R3 ,

u(x, 0) = f(x1)g(x2, x3) , ut(x, 0) = 0

possua uma solução, é suficiente que a função g seja harmônica
e que f ∈ C2(R). Achar esta solução.



(28) Considere o problema de Cauchy

utt = a2∆u , x ∈ R2 ;

u(x, 0) = f(x1) + g(x2) , ut(x, 0) = F (x1) +G(x2)

Dê condições suficientes mı́nimas de diferenciabilidade das fun-
ções f , g, F , G para que o problema acima tenha solução
clássica. Determine a solução.

(29) Seja u a solução da equação das ondas

utt −∆u = 0 , em R3 × (0,∞)

u(x, 0) = g(x) , ut(x, 0) = h(x) ,

onde g , h ∈ C∞c (R3). Provar que existe uma constante C > 0
tal que |u(x, t)| ≤ Ct−1 para todo x ∈ R3 , t > 0.


