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(1) Seja A ⊂ R mensurável à Lebesgue e seja m a medida de Lebesgue.
Suponha que existe δ > 0 tal que, para cada intervalo I ⊆ R, m(A ∩ I) ≥
δm(I). Mostre que o complementar de A tem medida nula.

(2) Seja X um espaço Hausdorff localmente compacto, munido de uma medida
boreliana regular µ. Defina suppµ como sendo o complementar da união
de todos os abertos de medida nula.
(a) Mostre que o complementar de suppµ tem medida nula.
(b) Mostre que ||φ||∞ = sup

x∈X
|φ(x)| ∀φ ∈ Cc(X) se, e só se, suppµ = X.

(3) Suponha que f ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p < ∞. Para cada h ∈ R, defina Thf(x) =
f(x + h). Mostre que lim

h→0
||f − Th||p = 0. Mostre que a mesma conclusão

é falsa para p =∞. Dica: considere primeiro o caso em que f é cont́ınua e
tem suporte compacto, use o resultado de densidade provado em sala.

(4) Seja (X,M, µ) um espaço de medida e seja f ∈ L1(µ) (f é complexa).
Defina ρ(E) =

∫
E
f dµ, E ∈M.

(a) Mostre que ρ é uma medida complexa.

(b) Mostre que |ρ|(E) =
∫

E

|f | dµ, para todo E ∈M.

(5) Sejam M a σ-álgebra de Lebesgue em R e m a medida de Lebesgue. Defina
uma medida complexa λ em M por

λ(E) = m(E ∩ [−1,+1]) + iδ0(E)− δ2(E), E ∈M,

onde δ0 e δ2 denotam as medidas de Dirac concentradas em 0 e em 2,
respectivamente.
(a) Calcule |λ|(R).
(b) Determine a medida λs e a função h que correspondem a λ pelo Teo-

rema 6.9 do texto (com µ = m, lembrando que o teorema vale também
para λ complexa e µ σ-finita).
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