MAT 5860 (Operadores Pseudodiferenciais) - 2° Semestre de 2003

1. PRELIMINARES

2 denota um aberto de R” arbitrdrio. K CC A significa que K é compacto contido
no interior de A. N inclui o zero. Dados a e 8 em N*, definimos |a| = E?Zl o,
al=ail--a,l, e, se f<a(ie,seB;<ajj=1,---,n), (g) = ﬁlﬁ),
Definigao: Uma aplicagio entre espacos topoldgicos é prépria se a imagem inversa
de compactos é compacta. Diremos que um fechado (relativo) F' de Q x Q é préprio
se as restricoes a F' das proje¢des 1 (z,y) = x e ma(x,y) = y forem préprias.
Problema 1 Mostre que um fechado F C Q x 2 é proprio se, e somente se, para
todo K CC Q, existe K' CC Qtal que,sey ¢ K'ex € K,ousey € Kex ¢ K',
entdo (z,y) & F.

Problema 2 Dado U aberto contendo a diagonal {(z, z); = € 2}, mostre que existe
¢ € CP¥(Q x ) com suporte préprio contido em U e valendo 1 em uma vizinhanga,
da diagonal.

Problema 3 Dado um fechado préprio F' C 2 x Q contendo a diagonal, mostre
que existe ¢ € C(Q x Q) de suporte préprio e igual a 1 numa vizinhanca de F.
Problema 4 Seja a : 2 x RY — C tal que, para todo K CC (), existam constantes
positivas C' e p tais que |a(z,§)| > C(1+|¢])™ sex € K e |£| > p. Mostre que existem
fungoes positivas C e p pertencentes a C°(Q) tais que |a(z,&)| > C(z)(1 + [€])™ se
z € Qe € > p(x).

Definigao: O simbolo do operador Pu(z) =}, <, @a (%) D*u(z), onde D%u(z) =
i"“‘g:—fj e aq € C°(N), € a funcéo p(z,§) = 3|4 <m Gal)E”.

Problema 5 Mostre que, se P e ) sdo operadores diferenciais parciais lineares em
Q, de simbolos p e ¢, respectivamente, entdo o simbolo da composta Ru = P(Qu)
ér(z,8) =), W. Dica: D*(uv) = Yo<p<q (5) = DPuD* Pu.
Problema 6 Seja X um espago de Fréchet com as semi-normas pg, k € N.

a) Sejam z; € X tais que Z;’io pr(z;) seja finita para todo k. Mostre que existe o
limite limpy_ o Ej.vzo zj, e que independe da ordem dos termos.

b) Mostre que, dados z; € X arbitrdrios, >332, 279z [[1 + pi(z;) + - + pj(z))]

converge.



Problema 7 Dados abertos 1 C R" e 25 C R™ e dado operador linear continuo
A de C*¥(Q) em si préprio, mostre que A®f(;c,y) = [Af(-,y)](z) define operador
linear continuo de C*°(2; x Q2) em si préprio, valendo a igualdade 6;‘65 A%f (z,y) =
[Aagf(-,y)](a) (z) para todo o € N* e para todo 8 € N™.

Problema 8 Denotemos por X' o espago das funcdes pertencentes a Co(2 x R™)
tais que, para todo K CC 2 e para todos «, 3, v € N*, tenhamos o supremo
SUP(g.¢) ek xr |€2 050 £ (x, &) finito.

a) Dado A : C=(Q) — C>=(Q?), mostre que A% leva X em X.

b) Mostre que, se f € X, os dois lados da igualdade abaixo fazem sentido e a

igualdade se verifica:

A( B f(-,s)cz) = [ a0

Rn

Dica: Considere somas de Riemann sobre retdngulos com vértices em hZ™, h — 0.
Problema 9 Preencha os detalhes, dando referéncias precisas para os resultados
que usar, da demonstragdo do Teorema 5.2.6 de [3].

Problema 10 Prove que, dada qualquer seqiiéncia a, € C, a € N, existe u €
C(R") tal que a, = u(®(0)/a!. Dica: Este é um teorema de Borel. Demonstre-o
seguindo os passos do Exercicio 1.7 de [1].

Problema 11 Dados operador linear continuo A : C3(Q) — C*(?) e difeomorfismo
P:0— Q) seja A CR(Q) — C(Q') dado por A'(uo ®) = (Au) o ®. Sendo K4 e
K 4+ os niicleos de Schwartz de A e A', mostre que (1®|det ®'|)K 40 (®,®) = Kyu'.
Problema 38 (Defini¢des e notagdo da Secdo V.3 de [3]) Mostre que, se f €
Llloc
que |f(z,y)| < Cg(y), para quase todo (z,y) € K x R", entdo f € D'(;S'(RY))

(2 x RY) e se existe g € L' (R™) tal que, para todo K CC Q, existe C' > 0 tal

e a transformada de Fourier parcial de f, f, é continua e dada por f(x,§) =
[e %V f(z,y)dy.

Problema 39 Mostre que o operador da Defini¢do V.3.3 de [3] é o tinico operador
linear continuo de D'(£;S'(RY)) em si préprio que estende a transformada de

Fourier parcial, a principio definida em C(Q; S(RV)).



2. SIMBOLOS

Definigao: Dados m € R, pe d € [0,1], K CCQ,ae BN ea € C(N x RY),

definimos:

sup 1020{ a(x,€)|
(o.6)ek xrn (1 + [€])m—rlBl+dlal”
.0,

. ;o ]
Normalmente omitiremos os superindices e escreveremos pk,q,s em vez de py’.’'s,

bl ,6 _—
PRap(@) =

deixando apenas implicitos os valores de m, p, e . Dados M € R, K CC Q, a e

BeEN eaeC®NxRY), definimos:

M@= s |6:6?a(w§)|_
(z,e)ek xrN (1 +1€])

Problema 12 a) Mostre que S7'5(Q x RY) = {a € C*(Q x RY); pk a,8(a) < oo,
para todo K CC , e para todos a e § € N*} é um espago de Fréchet com a
topologia induzida pelas seminormas pg,a,g. Dica: C°(Q x RY) é de Fréchet.
b) Mostre que S~®°(2 x RY) = {a € C(Q x RY); p¢ , 5(a) < oo, para todo
M € R, para todo K CC Q, e para todos a e § € N*} é um espago de Fréchet com
a topologia induzida pelas seminormas pJ‘K{ B
c¢) Mostre que S™°(2 x RV) = Nimer S/T(;(Q x RY), para quaisquer p e & € [0, 1].
d) Mostre que sdo continuas todas as inclusoes obtidas da variagdo de m, p, e 4.

Problema 13 a) Mostre que a aplicagao
(a,b) € ST x RY) x ST x RY) — a-be ST™ (2 x RY)

é continua (faz parte do problema expressar a continuidade de uma aplicagio bili-
near entre espacos de Fréchet em termos das seminormas).

b) Dados multiindices « e 3, enuncie e demonstre afirmagio andloga para o operador
a— agig, sendo agig (z,8) = 6;‘6?a(a:,£).

Problema 14 Dado & = (&1,---,&,) € R, seja & = (&1,--- ,&n—1). A que espagos
de simbolos pertencem aq(€) = (|€'|*> +i&,) e a2(€) = (|¢']2 +1) 17

Problema 15 Mostre que a(z1, T2, &1, &) = (1+£1+£5) 71 pertence a S;%(RQ xR2),
mas ndo a Sj o (R? x R?)).

Problema 16 Mostre que, se tivéssemos definido S} (€2 x RY) para p > 1, entdo
terfamos S} (€2 x RY) C S~ (2 xRY) para p > 1 em < 0. Que acontece se m > 0
e § < 0?7 Dicas: Aplique o operador L = 2?21 & (% repetidas vezes e integre. Use

coordenadas polares.



Problema 17 Mostre que a “convolucdo na segunda varigvel”

a0, = [ plo.& = nxndy

define aplicagdo continua S7%5(Q x RY) x S(RY) 3 (p, x) = g € S75(Q2 x RY).
Dica: 1+ [z —y| < (1+ |2 (1 + Jy)).
Definicao: Diremos que a € C>(Q x RY) é um sémbolo cldssico de ordem m € Z, e
isso serd denotado por a € ST(QxRY), se existirem a; € C>(Q x {£ € RY; £ # 0})
satisfazendo:

(1) a;(z,A) = A" a;(x,€), para A > 0,7 € Qe € #£0.

(2) Paratodos k€N, a € N*, B e NV ¢ K CC Q, existe C > 0 tal que

e

1020 (a =" a;)(2,&)| < C(L+ )™ F 1l sez e K e |¢] > 1.
=0
Problema 18 Mostre que a € C*(Q x RV) pertence S (2 x RV) se, e somente

se, existirem a; € C*(Q x RY) satisfazendo:
(1) a;(z,A) = A™Ja;(x, &), sempre que A >0,z € Qe |¢] > 1.
(2) Paratodo k€N, a— E?:o a; pertence a S{’?O_k_l(Q x RV).
Problema 19 Seja A(€) = (1 + [¢[2)72, £ € R™.
a) Mostre que s;(z,£) = &A(€) pertence a SY(R™ x R*), j =1,--- ,n.
b) Mostre que, para cada m € Z, a(z,£) = A(£)™™ pertence a ST(Q x RY).

Problema 20 Mostre que S7}(Q2 x RY) est4 estritamente contido em S7% (2 x RY),

para todo m € Z.

3. PSEUDOS

Problema 21 a) Seja a € C*( x  x R") tal que exista sequéncia m; € R, com
hmJ—NX)(mJ - J) = —o0, tal que Sup(z,y,ﬁ)GKxR"(l + |£|)7m3|8;165a($7y7§)| seja
finito, para todo K CC Q x e para todos a e # com |a| + |3] < j. Mostre que

férmula,
Au(z) = ﬁ// ==V €a(z, y, Euly)dyk (osc)

define operador linear continuo A : C2(Q) — C(0).
b) Mostre que todo simbolo de Hérmander a € S7%(Q2 x @ x R*), com p e m

arbitrarios e § < 1, satisfaz a hipétese do item “a”.



Problema 22 Dé exemplo de um operador pseudodiferencial com simbolo em
Sgio(R) cujo nicleo de Schwartz possua suporte singular ndo-contido na diagonal.
Problema 23 Dados § < 1, a € S75(2 x 2 x R") e a € N, mostre que os opera-
dores pseudodiferenciais induzidos pelas amplitudes (y —z)%a(z,y, ) e D¢a(z,y, )
sao iguais.

Problema 24 Seja § < 1.

a) Dado a € S7"5(€2 x R™), mostre que o operador pseudodiferencial A : C2(f2) —
C>®(Q) de amplitude (independente de y) a(z, &) pode ser estendido a um operador
linear continuo A : S(R") — C(A).

b) Dado a € S7s(2 x R"), seja A : CZ(2) — C°((2) o operador pseudodiferencial
de amplitude (independente de z) a(y,&). Mostre que, para cada u € C(f2), Au
pode ser estendida a um elemento de S(R™), e que assim se obtém um operador
linear continuo A : () — S(R").

¢) Defina extensoes dos operadores A dos itens “a” e “b” entre espacos de distri-
buigdes apropriados.

Definigao: Dizemos que a € S} (@ x Q x R") é uma amplitude prépria se, para
todo K CC Q, existe K' CC Qtal que,sey ¢ K'ex € K,ousey € Kex ¢ K',
entdo a(z,y,&) = 0 para todo £ € R”.

Problema 25 Mostre que um operador pseudodiferencial A € L7'5(€2) possui uma
amplitude prépria se, e somente se, seu nicleo de Schwartz tem suporte proprio.
Problema 26 Sejam § < 1 e a uma amplitude prépria.

a) Mostre que, se u € C*¥((2), e se x € S é uma seqiiéncia tal que |xx(£)| < 1, Vk,
VE, e limg_, 00 Xk (€) = 1, V&, entdo o limite

1) lim

k— o0

(27]1-—)11 //eZ(w_y)ga(wayag)u(y)Xk(g)@CE

existe, para todo z € (1, e ndo depende da seqiiéncia escolhida.

b) Definindo-se Au(z) como o limite em (1), mostre que assim se obtém um opera-
dor linear continuo A : C*(Q) — C>=(Q).

c) Prove que A aplica C3(Q) em C(2), e que A : CI(Q) — CA(N) também serd
continuo se o contradominio for munido da topologia do limite indutivo.
Problema 37 Dados § < 1, p > 0, A € L7'5(?) propriamente suportado e u €

D'(R2), mostre que o suporte singular de Au estd contido no de u.



Definigao: Dados operador A : C2(2) — C>(N) e aberto U C Q, a restri¢io de A
a U é o operador Ay : C(U) = C>(U) que aplica u € CI(U) na restri¢io a Q de
A aplicado a extensdo de u a Q que é nula no complementar de U.

Problema 27 Mostre que existem 23 e (25, abertos disjuntos nao-vazios de R, e
operador linear continuo A : C2(Q2) — C(2), 2 = Oy U Ny, tal que a restri¢do de
A a cada (); seja nula, mas que A ¢ L75(€2) se p > 0. Mostre que é possivel termos
ambas as restri¢des nulas para um A € Lg 4(2) néo-nulo.

Problema 28 a) Dados 0 < p, A € L%(Q), um simbolo principal a de A, e U um
aberto de 2, mostre que a|yxr~ é um simbolo principal da restri¢do de A a U.

b) Como acima, seja U C €2 aberto. Mostre que, se a € S}"(U x R*) ¢ simbolo
principal de A € L7';(U) e se p e ¢ € C°(U) se anulam em vizinhanga do pedago da
fronteira de U contido em 2, entdo a extensdo nula de p(z)¥(z)a(z, &) a AxR® é um
simbolo principal de A1, naturalmente interpretado como elemento de L;’?(;(Q).
Problema 29 Dada g € C™¥(Q), p(z) > 0Vz, defina, para u e v € CXN),
(u,0) = Jou(x)v(z)p(x)dr. Mostre que, dado A € L75(9), existe A* € L75(Q)
tal que (Au,v), = (u, A*v),, Yu,v € C(Q). Ache uma expansdo assintética para
o simbolo de A* e mostre, em particular, que o simbolo principal de A* é igual ao
complexo conjugado do simbolo principal de A.

Definigao: Se A € L7;((2) possui simbolo em S} (2 x R"), dizemos que A €
L7 ().

Problema 30 Mostre que, se A € L7}(2) e B € LZ?I (Q), sendo um deles propria-
mente suportado, entdo A* € L™(Q) e AB € L™ ™ (Q).

4. VARIEDADES

Definigao: Uma densidade C'*° em uma variedade M é a atribuicdo, a cada carta
x : Uy = U,, de uma fungdo puy € C(Uy,), de forma que tenhamos gy o x o
w™H(z)|det(x o w1 (z)| = pw(z), para todo z € x(Uy NU,). Dizemos que uma
densidade p é positiva se u, é positiva para toda carta x.

Problema 31 a) Dados densidade C'* positiva y em M, func¢do continua de suporte
compacto ¢ € C.(M), atlas F consistindo de cartas x : Uy — Uy com dominios

de fecho compacto, e parti¢do da unidade {¢y; x € F}, com ¢, € C(Uy)Vx € F,



mostre que

) Y [ ww)ox @@

XEF

depende sé de ¢ e de p, mas ndo de F ou da parti¢do da unidade.

b) Definindo [ ¢du como a soma em (2), mostre que, se ¢ € C.(Uy), entdo
[et= [ cox@m e

Defini¢do: Dada carta w : U, — U], da variedade n-dimensional M, denotamos
por . a trivializacdo local do fibrado cotangente por ela induzida, x, : T*U, —
U, x R*. Dizemos que a € C°(T™M) pertence a S)s(T*M) se a ox,le s (U %
R"), para toda carta w. Dizemos que a € s (T*M) é um simbolo principal para
A€ L;’fé(M) se ao x,"' é sfmbolo principal para A, para toda carta w. Dizemos
que a € S75(T*M) é eliptico se ao x5! ¢é eliptico, para toda carta w.

Problema 32 Mostre que, se a € C*(T*M) é tal que aox;" € S (U, x R") para
toda carta w de um atlas, entdo a € S (T*M).

Problema 33 Mostre que, se A € L7'5(M) e a € S7's(T*M) sao tais que a o x,,*
é simbolo principal para A, para toda carta w de um atlas, entdo a é simbolo
principal para A.

Problema 34 Mostre que, se a € S";(T* M) é tal que ao X, ! é eliptico para toda
carta w de um atlas, entdo a é eliptico.

Problema 35 Mostre que a € ;’?6(T*M ) é eliptico se, e somente se, existe b €
S,5 (T*M), tal que (1 —ab) € S™(T*M).

Problema 36 Mostre que A € L;’fé(M ) tem um simbolo principal eliptico se e
somente se, para toda carta w de M, e para todas u e v € C(U,,), (uAv),, restrito

ao aberto w({uv # 0}) é eliptico.
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