
MAT0220 – CÁLCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL IV

LISTA DE EXERCÍCIOS 6
(ATUALIZADA)

INTEGRAIS E A FÓRMULA INTEGRAL DE CAUCHY

PROF. PAOLO PICCIONE
MONITOR: GUSTAVO RAMOS

Obs. a menos de menção contrária, consideramos parametrizações orien-
tadas no sentido anti-horário.

1. INTEGRAIS

Todos os exercı́cios dessa seção podem ser feitos sem a fórmula integral
de Cauchy.

Def. O cı́rculo unitário é o conjunto

S1 = {z ∈ C : |z| = 1}
Dado r > 0,

rS1 = {z ∈ C : |z| = r}

Def. Dados um conjunto A ⊂ C e ξ ∈ C, denotamos

ξ + A = {ξ + z : z ∈ A}

Exercı́cio 1. (A) Dado k ∈ Z, calcule∫
S1

zk dz

(B) Dados r > 0 e k ∈ Z, calcule∫
rS1

zk dz
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(C) Dados z0 ∈ C, r > 0 e k ∈ Z, calcule∫
z0+rS1

(z − z0)k dz

Lembrete. Dados z1, z2 ∈ C e n inteiro não-negativo,

(z1 + z2)n =
n∑
j=0

(
n
j

)
zj1z

n−j
2

Exercı́cio 2. (A) Calcule∫
S1

z−1(z + z−1)2n dz

(B) Conclua que

1

2π

∫ 2π

0

(cos t)2n dt =
1 · 2 · 5 · ... · (2n− 1)

2 · 4 · ... · (2n)

Exercı́cio 3. Fixe k ∈ R.
(A) Calcule ∫

S1

ekz

z
dz

(B) Deduza que ∫ π

0

ek cos t cos(k sin t) dt = π

Obs. Considere o resultado a seguir para fazer os exercı́cios abaixo:∫ ∞
0

e−t
2

dt =

√
π

2

A dedução detalhada desse resultado pode ser encontrada em [2], seção VI.12.

Exercı́cio 4. (A) Fixe R > 0. Integre a função f(z) = e−z
2 ao longo do

bordo de {z ∈ C : |z| ≤ R, 0 ≤ Arg z ≤ π/8}.
(B) Estude o limite das integrais no ı́tem anterior conforme R→∞.
(C) Conclua que∫ 2π

0

e−t
2

cos(t2) dt =

√
π

4

√
1 +
√

2
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Exercı́cio 5 (Integrais de Fresnel). (A) Fixe R > 0. Integre a função
f(z) = e−z

2 ao longo do bordo de {z ∈ C : |z| ≤ R, 0 ≤ Arg z ≤
π/4}.

(B) Estude o limite das integrais no ı́tem anterior conforme R→∞.
(C) Deduza o valor das integrais∫ ∞

0

cos(t2) dt

∫ ∞
0

sin(t2) dt

Dica. (exercı́cios 4 e 5) considere certa função f : R→ R.
Como garantir que limR→∞ f(R) = 0 sem saber o valor explı́cito de f?

2. A FÓRMULA INTEGRAL DE CAUCHY

Lembrete. Dado A ⊂ C, o bordo de A, ou fronteira de A, é o conjunto

∂A = {z ∈ C : ∀r > 0; Br(z) ∩ A 6= ∅, Br(z) ∩ (C \ A) 6= ∅}

Exercı́cio 6. Seja Ω ⊂ C um domı́nio.
Sejam z1, ..., zk pontos distintos em Ω e Λ um domı́nio com Λ ⊂ Ω tal

que {z1, ..., zk} ⊂ Λ.
Deduza que

k∑
j=1

∫
∂Λ

1

z − zj
dz = 2kπi

Lembrete. Se α, β ∈ C, então
1

z − α
− 1

z − β
=

α− β
z2 − (α + β)z + αβ

em C \ {α, β}

Exercı́cio 7. Calcule
(A) ∫

S1

zz̄ dz
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(B) ∫
3S1

z + 1

z
dz

(C) ∫
1
4
S1

z + 1

z
dz

(D) ∫
5i+S1

z + 1

z
dz

(E) ∫
1
2
S1

2z + 1

z2 + z
dz

(F) ∫
2+S1

1

z2 − 2
dz

(G) ∫
S1

1

z2 − 2
dz

(H) ∫
Q

πeπz̄ dz

onde Q é o quadrado de vértices 0, 1, 1 + i e i.
(I) ∫

z0+rS1

1

z − z0

dz

onde r > 0.
(J) ∫

z0+rS1

1

(z − z0)n
dz

onde n ≥ 2.
(K) ∫

S1

eiz

z2
dz

(L) ∫
S1

sin z

z4
dz

(M) ∫
1+ 1

4
S1

log z

zn
dz

onde n ≥ 1.
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(N) ∫
S1

ez − e−z

zn
dz

onde n ≥ 1.
(O) ∫

2S1

1

z2 + 1
dz

(P) ∫
S1

e−z

z2
dz

(Q) ∫
(2|ξ|)S1

ez

z2 + ξ2
dz

onde ξ ∈ C \ {0}.
(R) ∫

1+2S1

zez

(z − 1)3
dz

Algumas respostas.
Ítem Resposta
(A) 0
(B) 2πi
(D) 0
(K) −2π
(R) 3eπi
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