MAT0220 - CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL IV

LISTA DE EXERCICIOS 6
(ATUALIZADA)

INTEGRAIS E A FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY

PROF. PAOLO PICCIONE
MONITOR: GUSTAVO RAMOS

Obs. a menos de mencdo contrdria, consideramos parametrizagdes orien-
tadas no sentido anti-horério.

1. INTEGRAIS

Todos os exercicios dessa se¢ao podem ser feitos sem a formula integral
de Cauchy.

Def. O circulo unitdrio é o conjunto
S'={zeC:|z|=1)

Dado r > 0,
rS'={zeC:|z| =7}

Def. Dados um conjunto A C Ce ¢ € C, denotamos
E+A={{+2:2€ A}

Exerciciol.  (A) Dado k € Z, calcule

/ 2 dz
Sl

(B) Dadosr > 0 e k € Z, calcule

/ 2k dz
rSt
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(C) Dados zp € C,r > 0e k € Z, calcule

/ (z — 20)f dz
zo+rSt

Lembrete. Dados z1, 2o € C e n inteiro ndo-negativo,

(21 + 29)" = Z (?) 225

J=0

Exercicio 2. (A) Calcule

/ 2z + 27" de
S1

(B) Conclua que
2 1.

(cos 1) dt = s (2n—1)

2.5
2.4-...-(2n)

2 Jo

Exercicio 3. Fixe k € R.

(A) Calcule

ekz

—dz

S1 z
(B) Deduza que

7T
/ et cos(ksint) dt = 7
0

Obs. Considere o resultado a seguir para fazer os exercicios abaixo:

/ e dt = ﬁ
0 2

A deducio detalhada desse resultado pode ser encontrada em [2], secao VI.12.

Exercicio4.  (A) Fixe R > 0. Integre a fungdo f(z) = e~ ao longo do
bordode {z € C:|z| < R,0 < Arg z < 7/8}.
(B) Estude o limite das integrais no item anterior conforme R — oo.
(C) Conclua que

2
/ e " cos(t?) dt = \/T% 1++2
0
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Exercicio 5 (Integrais de Fresnel). (A) Fixe R > 0. Integre a fungao
f(z) = e %" ao longo do bordode {z € C : |z| < R,0 < Arg z <
w/4}.

(B) Estude o limite das integrais no item anterior conforme R — oc.
(C) Deduza o valor das integrais

/ cos(t?) dt
0

/ sin(t?) dt
0

Dica. (exercicios 4 e 5) considere certa funcdo f : R — R.
Como garantir que limg_,, f(R) = 0 sem saber o valor explicito de f?

2. A FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY
Lembrete. Dado A C C, o bordo de A, ou fronteira de A, é o conjunto
0A={2€C:VYr>0; Br(z)ﬂA%@, B.(z)N(C\ A) %@}

Exercicio 6. Seja ) C C um dominio.

Sejam z1, ..., zx pontos distintos em 2 e A um dominio com A C ) tal
que {z1,..., 21} C A.

Deduza que

b 1
Z/ dz = 2kmi
- 8AZ_Zj

J=1

Lembrete. Se o, 8 € C, entdo
1 1 a—p

em C\ {e, 5}

Exercicio 7. Calcule
(A)
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(B) .
/ ‘Tt dz
391 z
©) X
/ z+ ds
isl z
(D) X
/ s dz
51451 <
® 2 1
/ j + dz
151 2 +z
(F) X
d
/2+Sl 2-2"
G) X
/51 22 -2 dZ
(H)

/ me™ dz
Q

onde () € o quadrado de vértices 0,1,1 +iei.

D .
/ dz
20+rSt Z T 20
onde r > 0.
) .
/ g
20+rSt (Z - Zo)n
onde n > 2.
(K) |
elZ
/Sl ; dZ
L) ,
sin z
/S1 o dz
(M)

1
/ 08~ dz
14ig1 2"

onde n > 1.
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(N) L
/ oL
! FAL
onden > 1.
O) .
/251 22 + 1 dz
(P) .
6 z
/Sl ? dZ
Q ]
e
—d
/<‘2§|)Sl 22 + 52 N
onde ¢ € C\ {0}.
(R)

Algumas respostas.

ftem Resposta
(A) 0
(B) 2mi
(D) 0
(K) —2m
(R) 3emi
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