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ARGUMENTO, LOGARITMO E POTENCIAS COMPLEXAS.
SERIES EM C.

PROF. PAOLO PICCIONE
MONITOR: GUSTAVO RAMOS

1. EQUACOES DE CAUCHY-RIEMANN E DIFERENCIABILIDADE
(PARTE 2)

Notacao. ao longo dessa secdo, G C C é abertoe f : G — C € uma funcao
complexa.

Lembrete. Seja [ um intervalo em R.

e v : [ — Cédita regular em t, € I quando v é diferencidvel em ¢,
e 7/ (to) # 0.

e f édita conforme em zy € G quandodadasy; : [ — C, v : [ — C,
onde 7y; é regular em ¢; e zg = 1 (t1) = Y2(t2), vale:

(A) f'(z0) # 0
(B) (f ov1) faz o mesmo angulo com (f o73) em zg que 7, faz com
Y2 em 2

Exercicio 1 (Fun¢ao holomorfa € conforme). Prove que se f é diferencidvel
em zg € G com f'(zy) # 0, entdo f é conforme em z.

Exercicio 2 (Fungao conforme € holomorfa). Prove que se f é conforme
com partes real e imagindria de classe C!, entdo f é holomorfa.

O leitor interessado pode consultar [3] para encontrar esbo¢os de como
aplicacdes holomorfas distorcem os subconjuntos de C.

Lembrete. f ¢ dita harmoénica quando f € de classe C? e
o? 0?
oxr?  0y?
Exercicio 3 (Fung@o holomorfa é harmonica). Suponha que f € de classe
C? e holomorfa. Prove que f é harmonica.
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Lembrete. Se H C R? é aberto e u : H — R € de classe C? e harmonica,
um conjugado harmoénico de v é uma funcdo v : H — R tal que

[z +iy) = u(z, y) + w(z,y)
¢ harmonica.
Exercicio 4. Para quais valores de a, b, ¢, d € R a funcdo
u(z,y) = ax® + bx’y + cxy® + dy?
€ real harmodnica? Determine todos os conjugados harmdnicos de u quando
u € harmonica.
Exercicio 5. Determine todas as fun¢des h: [0, 00 — R tais que
2, .2
u(z,y) = h(z” +y°)
¢ harmonica. Note que essas sdo todas as fun¢des harmonicas com simetria
radial.

Exercicio 6. Prove que se u € fungado real harmonica, entao g—g ¢ holomorfa.

2. FUNCAO EXPONENCIAL (PARTE 2)

Exercicio 7. Prove que valem as seguintes féormulas

(A) cos(z1 + z2) = €OS 21 COS 23 — sin 2 sin 2y
(B) sin(z; + z2) = sin 21 cos z3 + cos 21 sin 2y
(C) cosh(z; + z2) = cosh z; cosh z3 + sinh z; sinh 2y
(D) sinh(z1 + 23) = sinh 27 cosh 23 4 cosh 2 sinh 2,

Exercicio 8. Resolva a equacdo diferencial abaixo para f : C — C com
derivada holomorfa:

fl/ — f
Exercicio 9. Descreva as imagens dos conjuntos abaixo pela fungao cos z:

(A) 3(z) constante
(B) R(z) constante

3. LOGARITMO E ARGUMENTO
Notacao. O ramo principal do logaritmo se denota Log.

Exercicio 10. Determine Arg z e Log z, onde:

(A) z = (1+1)
B) z=(1+i)

© (&+1)

Exercicio 11. Encontre todos os valores de:
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(A) cosh(log2)

(B) log(log1)

©) (1+1)
Exercicio 12. Determine o ramo principal de f(z) = vz — 1.
Exercicio 13. Derive a fungdo f(z) = log (tanh 2?)

Exercicio 14. Usando o ramo principal de f(z) = 2*, calcule:
(A) 2V2
(B) 12v2
(©) (i)t
(D) 1!
(E) 17

4. SERIES
Lembrete.
S'={zeC:|z[=1}

Exercicio 15 (Série geométrica). Na lista 1, provamos que dado z # 1;
1— Zn—i—l
1+2z4+...+2" =
1—-2

(A) Prove que dado z € C com |2| < 1;
o . 1
> =

1—=2

n=0
(B) Prove que dado z € C com |z| > 1;
— z—1

Exercicio 16. Considere a funcao

1
f(Z):: (V2 € C\ {1})
No exercicio anterior, provamos que dado z € C com |z| < 1, vem
f(2) =2 002"
Se z € S'\ {1}, podemos calcular f(z).
Nessa situagdo, ainda vale f(z) = > > 2"?

Exercicio 17. Mostre que as séries abaixo divergem:
(A)

o

1
i
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(B)

=1
nzzon—i—i
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