MAT 122 — Algebra Linear — Prova SUB

Prof. Paolo Piccione
6 de dezembro de 2018

Nome:
Numero USP:

Assinatura:

Instrucoes

A duragao da prova é de uma hora e quarenta minutos.

Assinale as alternativas corretas na folha de respostas que estd no
final da prova. E permitido deixar questées em branco.

Cada questao tem apenas uma resposta correta.

O valor total da prova é de 10 pontos; cada questao correta vale %
ponto (0.5) e cada questdo errada implica num desconto de %0 de ponto

(0.10).

No final da prova, deve ser entregue apenas a folha de respostas (na
ultima pégina).

Boa Prova!

Terminologia e Notagoes Utilizadas na Prova
Todos os espacos vetorias nesta prova sao reais, ou seja, seu corpo de
escalares é R. Os espacos podem ter dimensao finita ou nao.

Data uma transformacao linear T: V — W entre espacos vetoriais,
Ker(T) | denota o ntcleo de T' e |[Im(7T') | a imagem de 7.

um vetori um produ r em ra den
Dado espaco vetorial V, oduto escalar em V serd denotado
por (-, -}, e a relativa norma serd denotada por || - ||.

Para todo inteiro positivo n, o simbulo R™ denota o espago vetorial
{(z1,...,2p) 2z €R, Vi=1,...,n}.
O produto escalar canénico de R™ é definido por:

<($17 e 7$n)> (yb e 7yn)> = T1Y1 +... +$nyn

NAO ESQUECA DE POR SEU NOME
NA FOLHA DE RESPOSTAS!!!

D
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Questao 1. Seja T: R™ — R™ um operador linear e seja M a matriz n X n
associada o T relativamente a base canonica. Quais das sequintes afirmacoes
sao verdadeiras?
(I) Se T tiver n autovalores reais distintos, entao M é diagonalizdvel;
(IT) Se T tiver algum autovalor repetido (ou seja, raiz do polinémio ca-
rateristico com multiplicidade maior que 1), entdo M nao é diago-
nalizdvel;
(ITIT) T possui no mdximo n autovalores distintos;
(IV) se M ¢€ diagonalizdvel, entdo para toda base vi,...,v, de V', o vetor
T(v;) € um maltiplo de v; para todoi=1,...,n.

Respostas:

(a) apenas as afirmacoes (I) e (II) sao verdadeiras;

(b) sao verdadeiras apenas as afirmagoes (I), e (III);

(c) todas as afirmacoes sao verdadeiras;

(d) apenas as afirmagoes (II) e (III) sao verdadeiras;
)

(e) sao verdadeiras apenas as afirmagoes (II), (III) e (IV).

Questao 2. Determine as solugoes do sistema linear ndo homogéneo:
2z + 2y =2,
2x +z =1,
z+2y+2z=—1.

Respostas:

(a) (z,y,2) = (=t,1+t,t), comt € R,
(b) o sistema nao admite solugoes;

(¢) (z,y,2) = (t,1 —t,—t), com t € R;
(d) (z,y,z) = (t,0,—t), com t € R;

(€) (5,9,2) = (1,0,~1).
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Questao 3. Seja V' ume espaco vetorial com dim(V') = 3, B = {v1, v, v3}
uma base de V., e T: V — V um operador linear representado pela matriz:

2 4 0
M=\|-2 -4 0
0 0 -2

na base B. Determine a dimensao e uma base de Ker(T).
(veja também Questdo 20)

Respostas:
(a) dim(Ker(T)) = 1, base: w = vy + vy;
(b) dlm( r(T)) 2, base: w1 = vy — V2, we = vy + V9;
(c) dlm( r(T)) 2, base: w1 = 2v1 — v, wo = v3;
(d) dim(Ker(T)) =1, base: w = 2v; — vg;
(e) dim(Ker(T)) =1, base: w = vy — vs.

Questao 4. Seja V um espago vetorial de dimensao 2, seja B = {vy,va}
uma base de V', e sejaT: V. — V um operador linear cuja matriz associada

relativamente a base B é:
1 2
M= (0 1) .

Determine T (2v1 + v2).
(Veja também Questdo 5)

Respostas:
(a) T(2v1 + v2) = 3vy + 2v9;
(b) T(21)1 + UQ) = 4v1 + vo;
(¢) T(2v1 + va) = v1 + 3ve;
(d) T(21)1 + 1)2) = V1 + Vg;
(e) T'(2v1 + v2) = v1 + 202.

Questao 5. Sejam V, B, T e M como na Questao 4. Qual das sequintes
afirmacdes € verdadeira?

(I) v1 € um autovetor de T';
(IT) ve € um autovetor de T';
(ITIT) X =2 é um autovalor de T';
(IV) T ¢€ diagonalizdvel.

Respostas:

a) Apenas a afirmacao (I) é verdadeira;

(
(b) Apenas as afirmacoes (I), (II) e (III) sdo verdadeiras;

)
)
(c) Apenas as afirmacoes (II) e (III) sao verdadeiras;
(d) Todas as afirmacoes sao verdadeiras;

)

(e) Apenas as afirmacoes (I) e (III) sao verdadeiras.




Questao 6. Considere o produto escalar candénico do R>, e a base B
{v1,v2,v3}, onde vi = (1,1,1), va = (1,0,2) e v3 = (2,1,0).
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{e1,e2,e3} a base ortonormal obtida de B pelo método de Gram—Schmidt.

Calcule es.
Respostas:

() e2 = L0, ~1,1);

(b) ez = 5(1,—1,1);

(c) eg = %(1, —1,-1);

() e = 25(1,1,0);

() e2 = (1, -1,1).

Questao 7. Calcule a dimensdo e uma base B do sequinte espaco vetorial:

Respostas:

V= {(x7y7z)

€R3:2x+2y—4z20}.

,(0,2,1) };
1,-1,0),(0,2,1)};
0,2,1)};

Questao 8. Como na Questdo 19, determine o espago V. C P3 ortogonal

ao vetor p(x) =

Respostas:

2

{
{a+bx+cm + da?
{
-1

da— g+ de— Ld=o};

3:—%a+%b—%c+%d:0};

%a—i—%b—l—%c—i—ld—O}

a+ b + cx? 2a—l—lb—f— c—O}

a-+bot cr? 4+ da® a3+ de+ hd =0},
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Questao 9. Considere em R® um produto escalar no qual a base formada
por vy = (0,0,1), vo = (0,1,1) e v3 = (1,1,1) € ortonormal. Denote com
|- || @ norma relativa a este produto escalar. Calcule ||(x,y, 2)|*

Respostas:
(a) [I(z,y, 2)|I* = 227 + 2% + 22% — 2y2;
(b) [(z,y,2)||> = 2% + y? + 2% — 22y — 2yz;
(©) @,y 2)|? = 2* + 2y* + 227 — 2ay;
(d) (2,9, 2)|I> = 2 + 2y* + 22%;
(e) ll(z,y,2)[I = 2% + 2% + 22 — 2yz — 2ay.

Questao 10. Calcule o polinémio carateristico P(\) do operador linear
T: R? = R3 representado na base canénica pela matriz:

2 3 3
M=1|1 -1 2
0 -1 8
Respostas:

(a) P(A) = =23+ A2 — 9\ — 3T;
(b) P(\) = =A% 4+ 6)% + X\ — 22;
(c) P(A) = —A3 +9)\% — \ —4T;
(d) P(\) = =3 +2X\2 4+ 2\ — 51;
(e) P(\) = —X3+7\%2 — X\ —31.
Questao 11. Seja V um espago vetorial com produto escalar, e {v1,...,v,}
uma base de V', com a propriedade que (v;,v;) =0 quando i # j, e ||v;|| = 2

para todo i. Sev =Y \v;, com N\; € R para todo i, qual € o valor de
A ?

Respostas:
(a) A\ = 2(v,v1);
(b) A1 = (v, v1)/4;
() A1 = (v,v1);
(d) A= (v,v1)/2;
(e) A\ =4{v,v1)
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Questao 12. Em R* munido do produto escalar candnico, determine o
subespaco ortogonal V£, onde V. C R* € o subespaco gerado por vi =
(2,1,-1,0), v = (1,0,1,0) e v3 = (0,0,0,1).

Respostas:

(a) V- ={(-a,3a,a,b) : a,b € R};
(b) V+ ={(-a,3a,a,0): a € R};
(c) Vt ={(-a,3a,a,a) : a € R};
a v {(c 3a,a,b) : a,b,c € R};
(e) V=-=R-(1,-3,-1,0).

Questao 13. Seja V = R? munido do produto escalar canénico. Determine
a projecao ortogonal Py (v) do vetor v = (3,2,1) no subespaco W gerado
pelos vetores (0,—1,1) e (1,1,—1).

Respostas:
(a) P(v) = (3:3,3);
(b) P(v) = (~3,3:3);
(c) P(v) = (3.—3:3);
(d) P(v)=(-1,3,3);
(¢) P(v)=(3,3.~3)

Questao 14. Sejam V e W dois espagos vetoriais, e T:V — W uma
transformacao linear. Qual é o enunciado correto do Teorema do Nicleo e

da Imdgem?

Respostas:
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Questao 15. Considere a transformacdo linear T: R3 — R3 definida por:
T(x,y,2z) = (—x — 2y + z,x + 2y — 2,2z + 4y — 22).

Determine uma base de Ker(T').

Respostas:
(a) {(2,-1,0),(1,1,1)} ;
() {(1 ,—2 ’ )}
(c){(,,,101)}
(d) {(2,-1,0),(1,0,1)} ;
(e) {(1,2, }

Questao 16. Considere o operador linear T: R — R? dado por T(x,y, z) =
(z,z,2), e seja B = {v1,v2,v3} a base de R? dada por vi = (0,1,0),
vy = (1,1,1) e v3 = (0,0,1). Determine a matriz M associada a T re-
lativamente a base B.

Respostas:

—
o
S~—
Il
OO OFHF OO0 OO+ OO0
O, O OFRF R KFHEFRFE OFRKF OFRO
OO0 PO HFOO HFOO OO0
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Questao 17. FEscolha entre as afirmagoes abaizo sobre a matriz

2 1
A= )
1 2
qual apresenta o raciocinio correto, e que leva a conclusao correta.

(I) Matrizes que possuem apenas um autovalor ou sao diagonais, ou nao
sdo diagonalizdveis. Assim, a matriz A nao é diagonalizavel, pois ela
possui um uinico autovalor A = 2 e A néo é diagonal.

(IT) A matriz A nao é diagonalizavel, pois seu polindémio carateristico
possui raizes complexas.

(ITIT) A matriz A é diagonalizével, pois seu polindémio carateristico possui
duas raizes reais distintas

(IV) A matriz A nao é diagonalizavel, pois seus autovalores sao menores
que o determinante de A2.

Respostas:

(a) apenas a (IV) é correta;

(b) todos os raciocinios sao falsos;

(c) apenas a (II) é correta;
)
)

(d
(e

apenas a (I) é correta;

apenas a (III) é correta.
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Questao 18. Calcule a matriz A™! inversa da matriz A= |1 0 2
01 2
Respostas:
3 2 2
5 5 5
wai_|3 31
5 5 5
i1 2
5 5 5
503 1
5 5 5
mat=|2 2 1
5 5 5
3 1 2
5 5 5
2 3 _4
5 5 5
@ at=|2 2 1
5 5 5
1 1 2
5 5 5
2 1 2
5 5 5
@at=|2 2 1
5 5 5
4 2 1
5 5 5

(e) A nao é inversivel.

Questao 19. No espaco vetorial Ps(x) de todos os polindmios reais de grau
menor ou tgual a 3 na varidvel x, considere o produto escalar definido por:

1
(p,q) = /0 p(x) q(z) dx.

Determine a € R de forma tal que o polinomio p(x) = x seja ortogonal ao
polinémio q(z) = x + 2az>.

(O espago P3(x) com o mesmo produto escalar é considerado também na
Questao 8)

Respostas:

QL L 2 2
Il
|
WIND T NI Wi [—= ol
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Questao 20. Considere os dados da Quesdo 3. Determine a dimensao e
uma base de Im(T).

Respostas:
(a) dim(Im(T)) = 1, base: u = 2v1 — vy;
(b) dim(Im(T)) = 2, base: uy = vy + v2, up = vs;
(¢) dim(Im(7T)) = 2, base: u; = 2v1 — va, up = vs;
(d) dim(Im(7)) =1, base: u = vs;
(e) dim Im(T)) 2, base: u; = v1 — v, Uz = v3.
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Nome:

Ntmero USP:

Assinatura:

Folha de Respostas @

Turma:
1 |a|blc|d]e
2 la|blc|d]e
3 lalbjc|d]|e
4 |a|bjc|d]e
5 la|blc|d]e
6 (a|lbjc|d]e
7 la|blc|d]e
8 |a|lbjc|d]e
9 |a|lbjc|d]e
10ja|bjc|d]e
11ja|bjc|d]e
12| a|b|c|d]e
13|a|bjc|d]e
14| a|bjc|d]e
15|a|bjc|d]e
16 |a|b|c|d]e
17|a|blc|d]e
18 | a|bjc|d]e
19|a|bjc|d]e
20| a|bjc|d]e

Deixe em branco.

Corretas

Erradas

Nota




