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Nesse texto, n denota o vetor normal unitario exterior a superficie S em questao, e estao
supostas as hipoteses de continuidade e diferenciabilidade necessarias para que sejam exequiveis
os calculos propostos.

1 Parte I: Integrais de Superficie

Questao 1. Cualcule as integrais de superficie abaizo, atentando para a simetria das superficies
S; quando possivel.

(i) [ [g, 2dS1, Sv={(z,y,2) € R®: 2 = \/r? — 2% — 42}, parar >0
(i) [ [q,(x+y+2)dSy, Sy ={(z,y,2) € R*:a? +y* +2° =1}
(iii) [ [g 2dS3, Sz ={(2,y,2) ER®: 2 = 2> +¢* 2 +y* < 1}

Questao 2. Seja S uma superficie definida implicitamente por F(x,y,z) = 0, para (z,y) €

D C R?. Mostre que
2
F
3|5 - //\/ 0y) +<%Z) ey

Questao 3. Calcule a drea do pedago do cone x* + y* = 22,2 > 0, que estd dentro da esfera
2?2+ y? + 22 = 2az, com a > 0. Ademais, calcule a drea do pedago da esfera que estd dentro do
cone.

Questao 4. Sejam f : D C R?* — R wuma fungio de classe C' e S = {(z,y,2) € R3 :
(x,y) € D,z = f(z,y)}. Se F = (Fy, Fy, F3) € um campo vetorial continuo em R?, mostre que

S J(Fom)dS = [ [, (=R = B3L+ Fy) dedy.

Questao 5. Se 7(z,y,2) € a temperatura num ponto (x,y,z) € R, define-se o fluzo de calor
através da superficie S pela integral [ [(T,n)dS, onde T ¢ de classe C' e T = —kVT, com
k > 0 constante. Se T(x,y,2) = 322 + 322, calcule o fluro de calor através de S = {(z,y,z) €
R3:22+22=20<y<2}, comr=1.



(;:uestéo 6. Calcule [ [((F,n)dS, onde F(x,y,z) = (2*,0,0) e S = {(z,y,2) € R*: 2—2 T Z—j +
% =1,2>0}, coma,b,c>0.

Questao 7. Sejam S = {(z,y,2) € R® : 2> +y?> + 22 = 1,2 > 0} com a orientagao dada
pelo vetor normal exterior, C = {(x,y,z) € R3 : 22 + y* = 1,2 = 0} percorrido no sentido
anti-horario, F(x,y,z) = (z,9,0) e G(x,y, z) = (y,z,0). Calcule:

(i) [ [(F,n)dS

(ii) | J5(G.n)ds
(iii) [ [{(V x F,n)dS
(iv) [, FdC

(v) [ [V x G,n)dS
(vi) [ Jo GdC

Questao 8 (Apostol', 12.15 ex 12). Mostre que, sendo T(t) o vetor tangente unitdrio a C,
curva nas hipdteses do Teorema de Green, tem-se [ [(V x V,k)dzdy = §,(V,T)ds.

2 Parte II: Teorema de Stokes e Teorema de GGauf

Questao 9. Considere a superficie S = {(z,y,2) e R® : 22+ 2 =22 +1,-1 <2< 3} eo
campo vetorial F(z,y,z) = (x,y,2z2). Calcule o fluro de F' através de S, considerando a normal
de sua escolha, através da definicao de fluxo e pelo Teorema de Gauf3.

Questao 10. Considere a superficie S = {(z,y,2) € R® : 2?2 +y*> = 2,1 < z < 4} e 0 campo
vetorial F(z,y,z) = (x22,y22,23). Calcule o fluvo de F através de S, considerando a normal
com terceira componente negativa, pelo Teorema de Gauf e o fluxo de V X F' através do Teorema
de Stokes, usando a mesma normal.

Questao 11. O filtro de uma mdquina de lavar louga tem a forma do conjunto D = {(x,y, z) €
R3 : /2?2 +y% < z < 3} e estd imerso numa corrente de dgua cujo campo de velocidades é
dado por F(x,y,z) = (2yz cosy?,2xzcosz? 1). Mostre que a quantidade de dgua no interior
do filtro se mantém constante, supondo a densidade da dgua constante e igual a 1. Usando o
Teorema de Stokes, calcule o fluzo de dgua que entra no filtro através de sua parede curva.

Questao 12. Seja C C R® uma curva fechada que é fronteira de uma superficie S C R? e
suponha f,g : R® — R fungées de classe C*. Mostre que [, fVgds = [ [((Vf x Vg,n)dS e
Jo(fVg+gVf)ds =0.

Questao 13. Considere a superficie S = {(z,y,2) € R* : 2> +y* +22 = 1,2 > 0} e o
campo vetorial F(x,y,2) = (—y,x,zz + y). Calcule o fluzo do rotacional de F através de
S, considerando a mnormal com terceira componente negativa, pelo Teorema de Gauf e pelo
Teorema de Stokes.
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Questao 14. Considere um filtro de ar com a forma do conjunto D = {(x,y,z) € R?® :
22 +y% < 2 < 4} imerso numa corrente de ar cujo campo de velocidades é dado por F(x,y,2) =
(2y26y2, 2rze”, xy—2). Mostre que a quantidade de ar no interior do filtro se mantém constante
supondo a densidade do ar constante e iqual a 1. Usando o Teorema de Stokes, calcule o fluzo

de ar que sai através da parede curva do filtro.



