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1 Parte I: Integrais de linha

Questao 1 (Guidorizzi', 36.1 ex 1c,e e Extras). Calcule a integral de linha fc,- Fd; dos campos
vetoriais F; nos caminhos C; dados pelas curvas diferencidveis y; abaixo, assumindo as hipoteses
necessarias e usando parametrizacoes adequadas.

(i) Fi(z,y) = (z+y,z—y),C1 a elipse dada por 2—;—1—7;—3 =1,a,b € R, percorrida no sentido
anti-hordrio

(”) F2<I7y) = xgja 72<t) = (t273>7 —1 <t< 1
(iii) Fy(xz,y,2) = 2% + y*] + 2%k, v3(t) = (2cost,3sint, ¢),0 <t <

(i) Fy(x,y,2) = (y,2,1),C4 aintersecio das superficies v+y =2 e x> +y*+ 2% = 2(z +y),
de modo que a projecao no plano xOy seja percorrida no sentido anti-hordrio

Questao 2 (Guidorizzi, 36.2 ex 1,34). Calcule as sequintes integrais de linha, nas mesmas
condicoes da questao anterior.

(i) [, xde +ydy, v dada por x = > ey =sint, 0 <t < 7§

1 xdr + ydy + zdz, v o segmento de extremos A = (0,0,0) e B = (1,2,1), percorrido de
- gl
B para A
11 xdr+dy+2dz, v a intersecio de z = x*+y? e z = 20+ 2y —1, de modo que a projecio
v

no plano xOy seja percorrida no sentido anti-hordrio

Questao 3. Mostre que a integral da fungao f(x,y) relativa ao comprimento de arco (f,y fds)
ao longo do caminho dado em coordenadas polares por r =r(f), 61 < 6 < 0y € dada por

2 dr\>
f(rcosf,rsinf)y/r2 + (—) de
0 do
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Questao 4. Calcule fv fds, onde f(z,y,2z) =z e~y(t) = (tcost,tsint, t),0 <t <ty e esboce a
curva no R3.

Questao 5. Sejam F : R?* — R3 um campo vetorial continuo e v : I — R3 um caminho C*
por partes.

(i) Supondo que F € ortogonal a v em ~(t) para todo t € I, i.e. F(vy) L~ ,Vt € I, mostre
que f7 Fdy = 0.

(ii) Supondo que F € paralelo a ~', i.e. IN: 1 — Ry, tal que F(y(t)) = At)Y'(¢t),Vt € I,
mostre que [ Fdy = [ [|F||ds.

(111) Supondo que o comprimento de arco de v é 1, mostre que se ||F(v(t))|| < M,Vt € I,
entao ‘fv de’ < MI.

Questao 6. Seja v : [a,b] — R uma curva com ~'(t) # 0,Vt € [a,b] (nesse caso, v € dita
regular). Considere S(t) = f; 1Y/ (7)]|dr.

(i) Calcule %2,

(i1) Mostre que S : [a,b] — [0,1], onde | é o comprimento de arco de vy, tem inversa difer-
enciavel T : [0,1] — [a,b], com SoT(s) = s,ToS(t) =t (Dica: Teorema da fun¢io
inversa para fungoes de uma varidvel),

(iii) Calcule SE,

(iv) Mostre que a reparametrizacio de v dada por n(s) = y(T'(s)) tem rapidez unitdria, i.e.
[ (0)]] = 1, vt € [0,1].

Questao 7. Calcule a massa do fio formado pela intersecio da esfera x*> +y*> +22 =1 e o

plano z + vy + 2z = 0, se a densidade no ponto (x,y,z) € dada por o(x,y, z) = z*.

2 Parte II: Trabalho de forcas e Campos conservativos

Questao 8. Suponha f: R®> — R continuamente diferencidvel (classe C'), com V f(x,y,z) =
(2zyze™ , ze*" ye®) e £(0,0,0) = 5. Mostre que NV f € irrotacional e calcule f(1,1,2). (Dica:
Encontre uma expressao para f(x,y,z) a partir das informagoes dadas)

OBS: Nesse caso, f € uma funcao potencial, a ser reconstruida a partir do campo conser-
vativo (irrotacional) Vf : R® — R3.

Questao 9. Considere o campo gravitacional F(p) = r=3p, onde p = (z,y,z) € R3\ {0} e
r = ||p||. Mostre que o trabalho realizado pela for¢a gravitacional ao movimentar uma particula
de p1 a py depende apenas de r(py) e r(p2), interprete geometricamente.



Questao 10 (Apostol?, 5.3 ex 10). Seja f : R? — R? um campo bidimensional dado por
flz,y) = cxy;%— xﬁyzj, com ¢ € Ri. Sabendo que a for¢a age sobre uma particula que
deve mover-se de (0,0) até a linha vertical x = 1 ao longo de uma curva da forma y(t) =
(t,at®),a,b > 0, encontre a (em termos de c) de modo que a forca nio dependa de b.

Questao 11 (Apostol, 5.9 ex 2). Seja f : R® — R3 um campo tridimensional dado por
flz,y,2z) = y;%— zf+ yzk. Verifigue se f é conservativo e calcule o trabalho para mover
uma particula ao longo da curva r(t) = cos ti +sintj + ek, para t € 0, 7.

Questao 12 (Apostol, 5.9 ex 5). Seja o campo radial bidimensional F(z,y) = f(r)r, onde
r=uxi+yj er=]||r]|. Mostre que F' € conservativo.

Questao 13. Se um campo vetorial central (ou radial) definido em R"™ \ {0} pode ser escrito
como f(x) =rPz,p € R, mostre que f é conservativo encontrando um potencial p : R™\ {0} —
R, com Vo = f. (Dica: Tratar separadamente o caso p = —2)

3 Teorema de Green

Questao 14. Seja D uma regido satisfazendo as hipdteses do Teorema de Green. Suponha
f:R* — R harménica, i.e. V*f =0. Mostre que [, (%dw - %dy) =0.

Questao 15. Seja R uma regiago limitada pela curva dada em coordenadas polares por r =

r(),6 € [0, 61]. Mostre que a drea de R € § feil r2do.

Questao 16. Analogamente a relacao ff f@®)g' (t)dt = f(t) f f'(W)g(t)dt, para inte-
grais de fungoes f,g: R — R de classe C*, demonstre as segumtes relagoes uscmdo o Teorema
de Green, se R é uma regiao do plano satisfazendo as hipdteses desse teorema e f,g: R?> — R
sdo de classe C?:

(i)

of dg d%g
//82gdxdy_/33(8:cg_f8x)dy+//3f8x2dxdy
92 ) &
[ [ poeav= [ (15— Gyo) e [ [ 55 e
R R
= [ s Ghoas [ [ 155
//aza gdrdy = | J5p3+ 5,90+ || J ooyt

Questao 17. Calcule [,,((y* + 2*)dx + 2*dy), onde R = [0,1] x [0,1], e OR estd orientado no
sentido anti-hordrio.

(ii)

(iii)
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Derivadas normais: Seja 7 : [a,b] — R? uma curva regular. Se v(t) = (z(t), y(t)), entdo
o vetor normal unitario exterior n a v em ¢ é dado por

_ y'(t) —v()
U(t) <\/x’(t)2 + y’(t)Q’ \/l'/(t)2 + y/<t)2)

Assim tem-se imediatamente ||n(t)|| = 1 e (v/(¢),n(t)) = 0,Vt € [a,b]. Se ¢ é diferencidvel
em R?, define-se a derivada normal de ¢ ao longo de v como a derivada direcional de ¢ na
direcao de 7, i.e. g—ﬁ = (Vo,n).

Questao 18. Se F' = (Q,—P), mostre que fv(de + Qdy) = f7<F’ n)ds.

Questao 19. Sejam f,g: R? — R funcoes de classe C?, e R C R? uma regido que tem ~y como
fronteira, sendo v curva de Jordan regular. Mostre que

(i)
/ 99 4 — / /R V2gdrdy

[}%ﬁw{/LUV%+WmeMMy

[ (15e-a5)as= [ [[reta—gv2nyasay

OBS: O item (iii) € tido como a formula original de Green.

(i)

(iii)

Questao 20. Se f, g sao harmonicas, i.e., tem laplaciano nulo, mostre que f fagds = f gaf ds.



