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1 Parte I: Divergente e Rotacional de campos do R’

Questao 1 (Apostol!, 5.21 ex 1 ¢,d,e). Calcular o divergente (V.) e o rotacional (Vx) dos
sequintes campos vetoriais de classe C:

-

(i) F(x,y,2) = (z+siny)i — (z — zcosy)j
(ii) G(z,y,z) = i+ coszyj + cos 22k
(iii) H(z,y,z) = (x?siny, y*sinzz, vy sin(cos z))
Questao 2 (Apostol, 5.21 ex 2,3,4). Sejam 7(x,y, 2) = xi +yj + zk,r = ||7]] € T = (20, Y0, 20)-
(a) Calcule V x (p(r)7), onde ¢ : R® — R é um campo escalar de classe C'.
(b) Mostre que V X (¥ X ) = 20.
(¢) Calcule todos os valores de n € 7 tais que V.(r"r) = 0.

Questao 3 (Apostol, 5.21 ex 9). Uma condi¢io necessdria e suficiente para que F : U C R3 —
R? seja um gradiente, i.e. Jp : U C R®* — R,CY', Vo = F é V x F = 0. Todavia, pode
existir um campo escalar nao-nulo p : R® — R, tal que pF = Vo para algum ¢ : U C R3 —
R, C'. Mostre que se existe tal campo escalar ju, F € sempre ortogonal a seu rotacional, i.e.

(F(2,y,2),V x F(z,y,2)) = 0,Y(z,y,2) € U.

OBS: No caso bidimensional F = Pi+ Q;’, 1sso garante condi¢do necessdria para que a Equacdo
Diferencial Ordindria (EDO) Pdx + Qdy = 0 admita um fator integrante u, i.e., tal que
uPdx+ pQdy = 0 seja uma EDO exata. Nesse caso, pode-se reconstruir o campo F = (Fy, F3),
onde % = uP,aa—I;Q = uQ, e as solugoes da EDO serao dadas implicitamente pela equacao
F(z,y(z)) =ceR.
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Extra 1 (Resolu¢ao de uma EDO com fator integrante). Uma solu¢ao da EDO F(z,y)dx +
_ Fi(zy)
T F(zy)
2%y — x, correspondendo ¢ EDO ydx + (z*y — x)dy = 0. Entdo, para resolver tal EDO, siga o0s

itens abaizo:

Fy(z,y)dy = 0 é uma funcioy = y(z), tal que & = . Considere Fy(x,y) =y, Fy(z,y) =

(a) Considerando Fy, Fy como acima, seja F = (Fy, Fy) campo vetorial do R?. Verifique que
V x F#0, i.e. que a EDO acima nao € exata.

OF, OFy

(b) Calcule p(x) = kel *@4  onde p(z) = 2% e verifique que p € fator integrante da
EDO, i.e., que V x uF = 0.

(¢) Encontre explicitamente ¥(z,y), tal que g—f = Fl,a—;f = F,. (Dica: Faga (x,y) =
Fi(z,y)dx + f(y) e ache f(y) derivando em relagdo a y, i.e., impondo 3 aw =uky).
I = p

(d) As solugoesy = y(z) da EDO estao determinadas implicitamente nas equagoes ¢ (x,y) =
¢ € R. Para ¢ =0, encontre explicitamente y(x) e verifique que soluciona a EDO.

Questao 4. Demonstre ao menos duas das sequintes identidades, para F,G : U C R?® — R?, ¢
U CR?— R de classe C?.

(i) VX pF =Vpx F+ ¢V x F
(1)) VX (FxG)=Gx(VxF)—Fx(VxGQG)
(1)) V- (Vx F)=0

(iv) VX (VxF) =V(V-F)=V2F, onde V2F = (V2F},V2F,, VF3), V2F, = $.fi 4+ 1 O

, .. . 2 0%F, __ _0°F
Note que € necessdrio que F seja de classe C* para que 5 Oer = Dugds;”

Questao 5. Calcule o laplaciano (V?) de
(i) ¢ : R* = R, p(x,y) = e~V
(ii) ¥ : R3 — R,9(x,y,2) =sinx + zcosy
(iii) € : R* — R, &(z,y, 2, w) = 22y* + 23w3
(i) ¢ :R" = R,¢(x) = ¢ >oiq 22, onde x = (21, T2, ..., 2y)

OBS: Pode-se definir o laplaciano V*¢p : R® — R para ¢ : R® — R de classe C? como o
divergente do seu gradiente, i.e.

Vip=)Y —L
7 — Ou?



2 Parte II: Integrais Duplas

Questao 6 (Guidorizzi?, 33.6 ex 1 h,i)l). Seja A = [1,2] x [0,1] C R%. Verifique as hipdteses
do Teorema de Fubini e calcule ffA f(x,y)dxdy para as sequintes fungdes:

(i) fila,y) = o
(7’7’) fg(.%, y) = yexy

(iii) f3(x,y) = rsinmy

Questao 7 (Guidorizzi, 33.6 ex 2). Sejam f : [a,b] — R,g : [c,d] — R fungoes continuas.
Prove que, sendo A = [a,b] X [c,d], tem-se

[ [ s@awasan= ([ swa) ([ o)

Questao 8 (Apostol, 2.9 ex 1,3,6). Calcule as sequintes integrais dulas nos retangulos:
(i) [[gzy(z +y)dudy, R = [0,1] x [0, 1]
(it) [[,sin®zsin®ydady, R = [0, 7] x [0, ]

(iii) [[yy~3ev dudy, R =[0,] x [1,1]

Questao 9 (Apostol, 2.13 ex 1,3,5). Calcule as sequintes integrais duplas nas regioes Q C R?,
com 0S) de conteido nulo:

(i) [[,xcos(x+y)dxdy, Q o trigngulo de vértices (0,0), (,0), (7, )
(ii) [JqeVdrdy, Q= {(z,y) € R?: ||+ |y| < 1}

(i) [[o(x* —y?)dxdy, 2 C R? limitada por y = sinx e o intervalo [0, 7] no eizo Ox

Questao 10 (Apostol, 2.13 ex 10,12,17,18; Guidorizzi, 33.6 ex 7 d,f;s). Considere f : S C
R? — R Riemann-Integrdvel nas regioes S indicadas. Inverta a ordem de integracao:

(i) [2 % f(x,y)dady

(ii) J2 L2 ) dyds
(iii) [] fji;jf% f(a,y)dyda
(iv) i [y S (. y)dady

(v)f fmf:cydyda;
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(i) [ [0 f(ay)dyda
(vit) fle flixf(x,y)dydm

Questao 11 (Guidorizzi, 33.6 ex 9 c¢,d). Calcule a drea dos subconjuntos do R? abairo, usando
integrais duplas:

(i) A={(z,y) eR? : 2y <2, <y <z +1,2 >0}
(i) B={(z,y) €R*:2° <y <V}

Questao 12 (Apostol, 2.13 ex 8). Calcule 0s volumes dos sdlidos entre S; C R? e as superficies
z = fi(z,y) nos casos

(i) filz,y) =2 +y% S = {(z,y) € R? : 2] < L,[y| < 1}
(”) f2($7y> =3z + Y, SZ - {(l’,y) € R2 : 4332 + 9y2 < 36,1’,?] > 0}
(111) f3(x,y) =y + 2x +20,,S53 = {(x,y) € R?: 2? + 3> < 16}

Questao 13 (Apostol, 2.15 ex 1,2,4). Determinar o centréide® (z,%) das regioes limitadas pelas
curvas abaizro:

(i) y=2*0+y="2
(i) Y =x+3,y>°=5—=x

141 =sinz,y=00<z <7
Y Y

3Definigao (Centréide): O centréide da regidao S C R? corresponde ao centro de massa da regido com
densidade constante, i.e.,

(.7) = (ffsxdacdy ffsydxdy>
’ [[gdzdy " [[gdxdy
Mais geralmente, o centréide de uma regiao A C R™ é dado por (71, Z3,...,Tn) € R", T; = W
a 1...dTp
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