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1 Introducao

Introduziremos com alguns conceitos basicos necessarios durante todo o assunto
abordado.

Definicao 1. Um vetor da forma v = (y1,7%2, ** ,Vn) onde cada componente
¥i € um numero inteiro ndao-negativo é chamado de multi-indice de ordem

IV =m—++n.

Definicao 2. Seja u : U C R — R. Dado wm multi-indice v definimos a
derivada parcial da funcao u como sendo

oy

R = ———
D7u(x) TS x).

Definicao 3. Sejam U,V subconjuntos de R™, dizemos que V estd compacta-

mente contido em U, e escrevemos

VccU,

se V.C K CU, para algum K CR™ compacto.

2 Espacos de Holder

Consideremos U C R™ um conjunto aberto e 0 < v < 1. J4 conhecemos a classe
de fungoes continuas de Lipschitz v : U — R, que por definigao satisfazem

lu(z) —u(y)| < Clz —yl, (z,y €U), (1)
para alguma constante C'. Agora, consideraremos também uma classe de fungoes
u que satisfazem uma variante de

lu(z) —u(y)| < Clz —y[", (z,y € U) (2)

para alguma constante C'. Essas fungoes sao chamadas Continuas de Hoélder
com expoente 7. Denotaremos por C7(U) o espaco de todas as fungoes
continuas de Holder.



Definicao 4. Sejau: U — R uma funcdo. Para todo k > 0 inteiro, definimos
o espago das funcgoes k vezes diferencidveis como sendo

Ck(U) = {u € C*(U) : Du ¢ limitada e uniformemente continua em U,
Yyl <k},

dotado da norma
lullor @y = g@HDQUIILW(U)-

Definigao 5. A y-ésima seminorma de Hdélder de u: U — R é dada por

)

[u(z) —u(y)|
Uo7 = Sup 0 ——————— 3
| ]CO (@) syeUasy T — Y7 )

e a y-éstma norma de Héolder é

||U||con(U): Hu“c(ﬁ)Jr[u}cOw(U)- (4)
Definigao 6. Para k > 0 inteiro definimos o espa¢o de Holder
CkY(U) ={ue C*U) : D*u € CY(U), V|a| < k},

dotado da norma

lullgxr@y= Y ID*ullim@)+ D (Do @) (5)
ol <k lal=k

Entdo, o espaco C¥7(U) consiste nessas funcdes u que sdo k vezes continuas,
diferencidveis e cujas k-ésimas derivadas parciais sao Holder continuas com ex-
poente . Tais fungoes sao bem comportadas e, além disso, o préprio espaco
C*7(U) possui uma boa estrutura matemética.

Teorema 7. O espaco das funcées C*7(U) é um espaco de Banach.
A demonstragao do resultado acima encontra-se em [[3], Teorema 5.1]

Definicao 8. Dado x € R", podemos escrever x = (x',x,) com ' € R"71.
Definimos

RY = {z:z, >0}
Q = {z:|=| <1}
Ry = QNRY;
Qo = {z:z,=0]z] <1}

Dizemos que um dominio limitado U C R™ € de classe C', se para todo x € OU,
existe uma bola B = B(x) em R™ e uma aplicag¢ao bijetiva v : Q — B tal que

YveCHQ), vt eC'(B), v ' (UNB) CQq e (BNAU) C Qo.
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Definigao 9. Se ¢ € C*7(Q) e y~' € C*7(B), 0 < v < 1, dizemos que U ¢é
de classe C*7. Em particular, se ¢ € CO1(Q) ey~ € COY(B) dizemos que U
€ um aberto Lipschitz.

3 Os Espacos de Sobolev

O Espago de Holder introduzido na secao anterior, muitas vezes, nao possui con-
figuragoes adequadas para a teoria elementar de equagoes diferenciais parciais,
0 que torna necessario outros tipos de espacos contendo fungoes menos suaves.
Iniciaremos enfraquecendo substancialmente a definicao de derivadas parciais.

Vamos considerar U C R" aberto.

Notacao: Seja C°(U) o espaco das fungoes infinitamente diferencidveis ¢ :
U — R, com suporte compacto em U. Chamaremos uma fungao ¢ perten-
cente a C°(U) de fungao teste.

Definigao 10. Sejam u,v € LIIOC(U), e a um multi-indice. Dizemos que v € a
o'’ derivada fraca de u, e escrevemos

D%y =, (6)
quando
/ uD%pdx = (—1)‘04/ vpdr (7
U U
para toda fungdo teste ¢ € C°(U).

. z, se O0<x<l1
Exemplo 11. Considere n =1, U = (0,2) eu(x)—{ 1 se l<z<2
1, se O0<a<l1
0, se 1<x<?2

De fato, para qualquer ¢ € CX(U) temos:

Definindo v(z) = { teremos u' = v no sentido fraco.

2 1 2 1
/ _ / / . 1 _ — =
/0 ugp'dr = /o z¢'dx +/1 ¢'dr =x¢ g /0 ddx + ¢(2) — (1)

:¢<1>—/1¢dz+¢<2>—¢<1>=—/01¢dx=—fwdz

0



z, se 0<zx<1
2, se 1l<xz<2
nao possui derivada de ordem 1 no sentido fraco. Para verificarmos isso deve-

mos mostrar que nao existe nenhuma fungdo v € Llloc(U) satisfazendo

/02 ud'dr = /02 vodx (8)

para toda ¢ € C°(U). Suponha, por contradicdo, que seja valido para algum
v e todo ¢. Entao

/()2U¢dx/02u¢’dz/01x¢’dx+2/12¢’d:r/Olcf)dIQS(l)- (9)

Tomemos uma sequéncia (¢m)men de fungdes suaves satisfazendo

Exemplo 12. Considerandon =1 eU = (0,2), a fun¢io u(x) = {

0<¢m <1 dn(l)=1; ¢ — 0 Vo # 1.

Substituindo ¢ por ¢., em @ e fazendo m — oo obtemos

2 1
1= lim ¢,(1) = lim [/ Vo dx —/ dmdx] = 0.
0 0

m—r o0 m—r0o0
Portanto, u ndo possui primeira derivada no sentido fraco.

Seja 1 < p < oo e seja k > 0 inteiro. Definimos agora determinados espagos de
fungoes, cujos membros tem derivadas fracas de varias ordens em vérios espagos
LP.

Definicao 13. O espaco de Sobolev W*P(U) consiste de todas as funcdes u :
U — R, de modo que, para cada multi-indice o com |a| <, D%u existe no
sentido fraco e pertence a LP(U). Podemos escrevé-lo da sequinte formas:

WkEP(U) = {u € LP(U); D*u € LP(U) para todo |a| < k}.
Esses espacos, sao espagos normados munidos da seguinte normas:

S ([ 10mar) = X 10t ulae,
|

”U”W’C’P(U) =
la|<k al<k

Observagoes:

e Note que WoP(U) = LP(U);

e Para p = 2, a norma anteriormente definida é induzida pelo produto in-
terno

(u,v) = Z /UD“u(x)D“v(x)dx;

lo| <k



e W2 & um espaco de Hilbert e o denotamos por

HE(U) = WH2(U);

e Definimos WP (U) = C°(U). Em particular WP (R") = Wk»(R™).

Vejamos agora algumas propriedades das derivadas fracas e dos espagos de So-
bolev. A demonstracao dessas propriedades encontra-se em [[3], Teorema 5.3.2.1
e Teorema 5.3.2.2].

Teorema 14. Suponhamos u,v € WkP(U), |a| < k. Entdo:

1.

. Se & € C2(U), entio {u € WEP(U) e D*(€u) = » (

DB(D*u) = D*(DPu) = D*tPu para todos os multi-indices o, 3 com
la|+|8] < k e D € Wr=lel2(1);

Para cada A\, p € R, D¥(Au+ pv) = AD% + uD%, o] <k e Au+ pv €
Whe(U);

Se V' é um subconjunto aberto de U, entio u € W*P(V);

g )D%Da*ﬁu,

Bla

«a al
onde < 3 ) = o

Teorema 15. Para todo k inteiro positivo e 1 < p < oo, WEP(Q) é um espaco
de Banach.

4 Resultados Prévios

Nosso objetivo principal é apresentar e demonstrar os teoremas de imersoes
continuas e compactas dos espagos de Sobolev. Para isso, necessitaremos de
alguns resultados que enunciaremos nesta secdo. As demonstragoes desses re-
sultados encontram-se em [2].

Definicao 16. Seja E um subespaco de um espago normado F. Seja

i:E—F,

a aplica¢do inclusdo. Se existe C' > 0 tal que

lzl|r < Cllzl|e,

ou seja, se i for continua, dizemos que a inclusio E C F ¢ uma imersao
continua. Denotamos isto por:

FE — F.



Definicao 17. Uma imersao E — F é compacta, se toda sequéncia limitada
em E possui uma subsequéncia convergente em F'. Denotamos por

E —» F.

Teorema 18 (Teorema de extensdo). Seja 1 < p < co. Seja U C R™aberto
e limitado e assumindo a fronteira de U é C'. Seja V. C R™ aberto tal que
V cc U. Entao existe um operador linear e limitado

E: WY (U) — WLP(R")
tal que para todo u € WHP(U) :
(1) BEu=wuqtpemU,
(2) supp Eu C 'V,

(3) 1 E()|[wreeny < Clp kU, V)|lullwrrw)-
Definigao 19. Seja 1 < p < n. O conjugado de Sobolev de p é

* np
P =t

Notequep—l*:%—%ep*>p.

Teorema 20. Seja U C R™ um aberto limitado e suponha OU € C'. Suponha
1<p<neuc W' (U). Entiou e L (U) com a estimativa
[l Lo () < Cllullwre @y, (10)

onde a contante C depende de n, p e U. Em particular, temos para todo 1 <
q<p*
lull La@n < Cllullwrew)- (11)

Definigao 21. Dizemos que u* € uma versao de uma determinada func¢do u
definida em U quando

u=u" em quase todo ponto de U.

Teorema 22. Seja U C R" aberto, limitado e suponha OU € C'. Considere
u € WHP(U), n < p < co. Entio u possui uma versio u* € C%V(U) para
y=1- %, com a estimativa

la*ll o 2y < Clullwron - (12)

5 Imersoes de Sobolev

Teorema 23 (Teorema de Imersdes Continuas). Seja U C R™ um aberto e
limitado com fronteira C*. Suponha u € WFP(U), 1< p < oo.



com

(i) Sek<%, entao u € L1(U), onde%: %

1
P

lulza@y < Cllullwre @), (13)
onde a constante C depende apenas de k,p,n e U.

(ii) Se k > %, entdo u € C™Y(U), comm =k — L%J —le

2] +1—-2, seZ¢Z
_ p p p
v {77, se%EZ, (14)

onde 1 representa qualquer numero positivo menor que 1.
Temos a estimativa

lull oo @y < Cliullwen ). (15)

Demonstracdo: Caso i: Consideremos k < % e seja u € WEP(U). Note que se

u € WFP(U) entdo DPu € WHP(U) para todo | B [< k — 1.
De fato, pelas propriedades das derivadas fracas temos

uwe WhP(U) = DPu e WEIBLP(U) com |B] < k.

Pela inclusdo dos espagos de Sobolev (WF=I18lr(1) € WP (U) Vk—|3| > 1)
temos que
k=|B1z1=—[Bz21-k=|B|<k-1

Portanto,
DPue WP(U)V |B|<k—1.

Temos também que
1D ullwrew) < lullwesw), ¥V [ B1<k—1. (16)

Note que DPu satisfaz as condicoes do Teorema para todo | 8 |< k—1. Logo
DPu e LY (U) e existe uma constante C' que depende apenas de n,p, U tal que

1D%ul| 1o+ 11y < CIDP ullwrn - (17)

Juntando a desigualdade acima com a desigualdade obtemos
HDBUHLP*(U)S CHDBUHWLP(U)S C||u||kaP(U)' (18)

Lembrando que p* é o conjugado de Sobolev de p, que é dado por

1

1 X np

1
P p n n—p

Lembre que

HUHW’V*LP*(U): Z ”Dﬁu”LP*(U)
[8]<k—1



Pela desigualdade cada fator da soma finita acima é menor ou igual a
Cllullwr.» ), portanto

ullwe-r.00 @) < Cllullwsr @) (19)

Considere p* = py, logo u € W#=1P1(U). Aplicando o mesmo processo nova-
mente temos

1DPull 1t < Cllullwrony, ¥1B1< k2.

Aplicando o processo k vezes obtemos
lullLa) < Cllullwrr )

onde L =1 _ &
q P n

Caso ii: Se divide em dois subcasos:

)Con81deremosk>;ek¢Z SeJaEfL J ou seja, £ < <€+1 Como
k>fef>€temosk>€

Seja u € VV’c P(U). Pelas propriedades das derivadas fracas temos
DPu e WFIBLP(U), com | B |< k.
Das inclusoes dos espacos de Sobolev temos
WL (@U) C WEP(U) com k— | B> £ =| B|< kL.

Logo,
DPue WEP(U)Y | B < k — L.

Observemos que para todo | 8 |< k — ¢

I DPul|yyecn (0ry= Z | D*(DPu) || Lo (ory= Z DBl poery=

la|<e lal<e
€
lullwer@y= Y 1D o).
la|<k
Portanto,
IDPullwen@n < Nullweswy, V1B I1< k=L (20)

Como DAu € WhP(U) e £ < % da definicdo da fung@o maior inteiro,
podemos aplicar o caso 1 em DPu e obtermos

1 1 7
1D ul| Lo < ClID ullwenwy, V| BI<k—Le PR (21)
Da desigualdade acima temos
IDPul Loy < C( Y ID*(DPw)|l o)) = C( D ID Pullpowy) < Cllulwenw).-

la|<e || <t



Logo,
IDPull e < Cllullwew@y, V| BI< k— L. (22)

Note que

llullyr—e.q 0= Z I DPull paury.-
[BI<k—¢

Aplicando a desigualdade em cada um dos fatores da soma finita
acima temos

l[ullwe-ea@) < Cllullwsr@), VI BI<E—L (23)

Portanto, u € WF=64(U).
Usando as propriedades das derivadas fracas e as inclusoes dos espagos de
Sobolev temos que

DPue Wh(U), V| B |<k——1.

Como % = %—% e % < £+1 temos que g > n. Pelo Teoremaconcluimos
que

HDBU”cOw(ﬁ)S CHDBU”WM(U)' (24)
Mas

D ullyrany=Y_ ID*(DPu)|Lan= D 1D*Pul|paqn=

la|<1 || <1

= |D%ullpewy  + D 1D Pullpaw
—_—— —_—

la=1

indice maximo é k—/¢—1 indice maximo é k—/

Logo, || DPullw.a(y< ||[ullwr-e.ar). Portanto,

D8l o ) < CUDPullwo (1) < e, (25)

onde’yzl—%zl—(%—é):1—%+€:1—%+L%J.

Usando as inequagoes e e a defini¢ao da norma dos espacos Holder
temos

lllge-tgitogy= " 2. ID%uleqyt 3 ID™eonm) <
lof<k—[3]-1 lo=hk—|2]-1

< Cllullwr-ea@) < Cllullwrs @y

Consideremos k > % e % € Z. Seja f = % — 1, segue £ < % < k. Seja
u € WFP(U) entdo,

DPue WhP(U), ¥ | B |< k— L.



Pela definicao de norma dos espagos de Sobolev segue,
ID5ullwer @y = Y I1D*(Du)l| oy, VIBI <k — L.

lal<¢

Logo
IDPullweswy < lullwrsw) VIBI <k — €. (26)

Observe que £ < % podemos aplicar o caso do item i) em DPu € WP (U),
segue que,

1 1 ¢
||Dﬂ“|\Lq(U) < C||Dﬂu\|wfvp(u)a VBl <k—Le 5 = 5 o (27)
Aplicando as desigualdades em obtemos:
IDPull pawy < Cllullwrow), YIBI < k. (28)

Assim, DPu € L1(U), V|B| < k—{ e pela definicdo dos espacos de Sobolev
segue que, u € WF=44(U). Daf utilizando a definicdo de norma em u €
WF=44(U) e pela desigualdade , temos

S IDPulier S C Y ullweswy, VIl < k=

|BI<k—¢ |B]|<k—¢
Logo,
lullwe-eawy < Crllullwer @, (29)
onde Cy = > C.
[B|<k—¢

Por outro lado, como £ = % — 1, entdao n = ¢g. Substituindo n por ¢ temos,
u € WE=4n(U) e como |U| < oo, entdo u € W4 (U), V1 < r < n
temos,
lullwr—er @y < Callullwr—enwy- (30)
Para todo |8] < k — £ — 1 temos
Dfu e L"(U)

e
D(DPu) = DAty e L"(U), V|B+1| < k — L.

Logo DPu € W (U), V|B| < k — £ — 1, utilizando a defini¢io de norma
dos espagos de Sobolev, obtemos

IDPullwrrwy < llullwe—er@y, VIBl <k —£€—1. (31)
Aplicando o Teorema em DAy € WL (U) com r < n implica,

IDPull o 17y < Gl DPullwrrwry, VBl <k —€—1

10



com % = % — % Dali, pelas inequacoes e 7 obtemos
1D ull o (1ry < Callullwr-emy, VIBI Sk —£=1, Vr<n  (32)
onde Cy = C3.C5.

Por outro lado, como 7* = —=* observe que, se r — n entao r* — co. Dai
para qualquer n < s < 0o, podemos escolher para algum r < n tal que
s < r*, temos

DPu e L*(U), V|B| < k — g, (33)

1D u|

n
Ls(U) < CSHDBUHL’“*(U), V|8l <k — > (34)
Pela afirmacéo e a definicao do espaco de Sobolev, temos

we W S(U), Vn<s< oo

Para todo |5 < k — % — 1 temos, DPu € Wh=(U)

n
I DPullpre ) < ||u||Wk_%,S(U),V 18] <k — b 1, Vn<s<oo. (35)

Aplicando o Teorema [22|em DPu € W*(U) com n < s, temos
IDPul| o~ (U) < Col| D ||y« (U),
para todo |ﬂ\gkf%flen<s<oo,onde'yzlf%.

Logo pelas desigualdades 7 e temos,

ID%ullgor@, < Callullep.c

)
= Cs > Dl ey
o <k—2
< Ge.Cs Z HDQUHU*(U)
o <k—
S CG~CS-C4 Z ||’u,||kal,n(U)
la]<k—2
= O Z HUHW’C*Z’"(U%
ol <k—
onde 07 = 06-05 Z Cy
la|<k—2
Pela desigualdade , temos
n
ID%ull oy < Csllullwrrwy, VI8l < & — i (36)

11



onde g =C7.Crey=1-*%.
Note que se, n < s < 00, entao 0 < 1—"2 < 1 assim 0 < v < 1. Utilizando
a definigao de norma dos espagos de Holder C%7(U) temos,

HDﬁUHCow(U) = HD’BUHLw(ﬁ) + [Dﬁu]cow(ﬁ)‘

Logo

Z HDﬁUHcOw(ﬁ) = Z ||D6UHLOC(U) + Z [Dﬂu}cow(ﬁ)v
IBl<k—5 -1 IBl<k—% -1 1Bl1<k—2%—1
segue

||U|‘cmw(ﬁ) < Z ||DﬁUHCM(ﬁ)
|Bl<h—2-1

onde m = k — % — 1. Logo pela desigualdade |i obtemos a seguinte
desigualdade

ullgma@y < Y. Csllullwrsw)-
|B<k—m—1

Portanto concluimos que

[ull gmm @y < Collullwrs @), Y0 <y <1
_ —L_n_
onde Cy = Z csem==%k o 1.
|BI<k—2-1

Teorema 24 (Teorema de Imersoes Continuas). Seja U C R™ aberto e limitado
com fronteira C'. Suponha u € WFP(U), 1 < p < co. Se kp = n, entdo

WkP(U) — LI(U), Yq € [p, 00),
com
lull ey < Cllullweswy,
onde a constante C depende apenas de k,n,p,q.

Observagao 25. Antes de fazer a demonstracao do Teorema Precisamos
enunciar o sequinte Lema, pois serd essencial para o desenvolvimento da prova
do Teorema. Além disso esse Lema € uma extensao do Teorema 20| para p = n.

Lema 26. Seja U C R™ aberto e limitado com fronteira C1. Sejau € WH™(U).
Entao existe uma constante C(n,q,U) tal que

ull Loy < Cllullwrn @y

12



onde

{q:oo, se n=1,
1<g<oo, se n>1.

Demonstracao: Vamos a dividir a prova em dois casos:

e Paran=1:

Primeiro mostraremos que para qualquer v € C(R) e z € R, pelo Teorema
Fundamental do Calculo temos

S
—
&
S
I

/; Du(y)dy
@l = | [ puay

xr

o(@)] < / Duly)|dy
—00
+oo

o(@)] < / Du(y)|dy

supplo(z)] < |Dollmie
r€ER
segue
lull ey < [ Dvllzacgys Vo € CL(R). (37)

Por outro lado, seja u € WH1(U) pelo Teorema de Extensio existe
u € WhL(U) tal que u = u q.t.p em U e existe uma constante c; tal que

[@llwraw < ellullwiw)- (38)

Pelo fato, C1(R) = WH1(R), temos que existe uma sequéncia (uy)ren C
CL(R) tal que up — u em WH1(R) ou seja , para qualquer € > 0, existe
ko € N tal que [lux —@||w1.1m) < €, Yk > ko. Pela definicao de norma dos
espagos de Sobolev temos a seguinte desigualdade

||D(uk —ﬂ)HLl(R) < ||Uk —ﬂ“wl,l(R) <€, Yk > kg.

Logo
Duy, — Dt em L'(R). (39)

Mostrando que
up — w em L (R). (40)

Aplicando a desigualdade para u; € CL(R) temos,

13



urllLoe @) < |Dukllprw), Yk € N

Fazendo k£ — oo na desigualdade acima e pelas inequagoes e ,
obtemos

lull ooy < Ullpoe ) < DT L2 (R)- (41)
Logo pela defini¢do de norma do espaco W11(R) e da inequacio
aplicada em

[ell ooy < enllullwrr @

e Paran > 2:
Escolhendo n < r < oo. Estabelecendo % = % —|—% segue 1 < s < ne
r = -*" onde r é o conjugado de s. Note que |[U| < 0o e s < n, entdo
existe uma constante c tal que

[ullwrs @y < cllullwn . (42)
Aplicando o Teorema [20|em u € W1 (U) com s < n, segue que

lull e 0oy < erllullwrswy- (43)
Note que s* = r e aplicando a inequagao em segue

[[ul

) < callullwrn ). (44)

Como |U] < oo e para qualquer 1 < g < r temos ||ul|pa(ry < e3llullzr)-
Dai aplicando em a desigualdade obtemos

Hu”Lq(U) < CHUHWL"(U),

onde C = ¢3.¢9.
Observe que o r foi escolhido arbitrariamente, logo temos que para qual-
quer 1 < ¢ < 00, existe n < r < oo com g < r. Finalmente concluimos
que

lull Loy < Cllullwrnw), V1< g < oo.

Demonstragao (Teorema : A prova se divide em dois casos:

i) Para k =1 aplicando o Lema que estd demonstrado o teorema.

ii) Para k > 1 segue n > 1. Por hipéteses u € W*P?(U) implica
u € Wh=Lp(U),

logo

14



DB e WE-LP(U), V|| = 1.
Note que (k — 1)p < n, aplicando o Teorema caso 1) acima, temos que

uller @y < allullwr—1p@wy- (45)

ID%ull ey < exllullwr-roqw), VI8l = 1. (46)

com % = %— % pelo anterior, temos por definicao dos espagos de Sobolev

we WL (U) er =n. Assim u € WH(U) com n > 1 e por definigao de
norma dos espagos de Sobolev

ullwrn oy = |ul| ooy + Z || £ (0r)-
18=1

Aplicando as desigualdades e segue que

lullwin@y < eallullwr—rew) + esllullwe—1w)
= (a+e3)|ullwr-ro@)
= C4||UHW’€*1=P(U)
= callullwrrwy-
Assim,
llullwin@y < callullwrr@- (47)

Além disso, como u € W1(U) aplicando o Lema para n > 1 temos
lull Loy < cllullwrn@-
Finalmente, aplicando a inequagcao acima concluimos que

[ullLaqry < Cllullwrr@y, V1< g <oo.

Agora daremos o resultado de imersdo compacta de Sobolev para conjuntos
abertos Lipschitz. Comecamos dando contra-exemplos para o exponente critico
ou também chamado conjugado de Sobolev em um conjunto limitado, e uma
imersao nao compacta para o caso de um conjunto ilimitado.

Exemplo 27. Seja U = B(0,1) C R™ comn > p e k = 1, entdo a imersdo
WEHU) < LY(U) ndo é compacta para q = ——

n—p"°

Seja uma funcdo f € C* em R™ com suporte compacto em U, f identicamente
nao nula e defina

fr(x) = k"1 f(kx),Vk € N.
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Note que, f € WHL(U). Por outro lado

Ofk, v ,n0f
o2, (x) =k D2, (kz), Yk € N.

Segue que fr, € WHH(U),Vk € N. Seja x € U, temos que a sequéncia (fr(z))ren
converge a zero em quase todo ponto e em L*(U). Daf,

I feller@wy = £ 111l w), Vk € N

Logo (fi(x))ken € limitada em L*(U). Além disso, seu gradiente é limitado em
LY(U). De fato

”kaHLl(U) = %HVfHLl(U),Vk e N.

Segue que o gradiente de (Vfx)ren € limitado em L*(U). Entio (fx)ren €
limitada em WH(U), logo aplicando o Teorema item i) seque que, (fi)ren C
L7=1(U).

Agora assumindo que (fi)ren possui uma subsequéncia tal que fr,, — 0 em

L#=1(U). Note que

LTLQI(U),V]C eN.

Il f|

Ly = I

Logo kamHLﬁ(U) = ”fHLﬁ(U) — 0. Isso implica que f € nula, o que € uma

contradig¢ao.

Exemplo 28. A imersio WH1(R) — LY(R) ndo é compacta. Seja uma fungio
f € C' em R com suporte compacto em R, f identicamente ndo nula e seja
uma sequéncia (zy)ken — 00. Defina

fr(x) = f(xz — x1),Vk € N.

Note que f € WHL(R), seque que fr, € WHH(R),Vk € N. Seja x € R, temos que
a sequéncia (fi(7))ren converge a zero em quase todo ponto em L'(R). Daf,

I fellwrr@®y = | fllwr(r), ¥k € N.

Logo (fx(z))ken € limitada em W11 (R). Agora suponha que (fi)ren possui uma
subsequéncia tal que fx, — 0 em L'(R). Logo

I frmllzr ) = I fllLr®) — 0.
Isto implica que f € nula, o que € uma contradi¢do.

A prova do seguinte Teorema pode ser consultada em [[I] Teorema 2.80 e Teo-
rema 2.84].

16



Teorema 29 (Teorema da imersdo compacta de Sobolev). Seja U C R™ aberto,
Lipschitz e limitado. Sejam k > 0 inteiro e 1 < p < oo.

1. Se kp < n, entdo WkP(U) —» L4(U) para todo q < s
2. Se kp =n, entdo W*P(U) —» LI(U) para todo q < oo;

3. Para kp > n, temos:

e Se % ¢ N, entdo WrEP(U) —» C’h%*l)\(ﬁ) para todo \ < [%]—H—%;
e Se 3, €N, entdo WEP(U) < C*~» "N (U) para todo X < 1.
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