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Caṕıtulo 1. Geometria de Incid̂encia ................................................. 1

1.1. Postulados da Geometria de de Incidência............................ 1

1.2. O Plano Projetivo .................................................................. 4
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Prefácio

1 O objetivo desta disciplináe discutir os fundamentos da geometria euclideana
(o qûe e oporquedas construç̃oes geoḿetricas estudadas). Vamos fazer isto intro-
duzindo definiç̃oes dos v́arios objetos a serem estudados epostulados, que ṽao
definir e restringir as propriedades de tais objetos e “regulamentar” as construções
geoḿetricas permitidas. Vai ser muito importante o estudo doPostulado das Para-
lelas(que diz que dada uma linha` e um pontoP fora dela, ent̃ao existe umáunica
linha passando porP e paralela à). Desde os tempos de Euclides (em torno de
300 AC) at́e o śeculo XIX, diversos mateḿaticos tentaramprovar este postulado
a partir dos outros. Estas tentativas foram extremamente frutı́feras no sentido de
se descobrirem v́arias construç̃oes geoḿetricas importantes, bem como novas geo-
metrias em que ñao vale o postulado. Estas novas geometriasé que permitiram
Einstein formular a Teoria da Relatividade Geral (como ele mesmo reconheceu).

Neste texto estão inclúıdos v́arios exerćıcios. Os desenhos explicativos irão
surgir numa ediç̃ao posterior deste texto. Convido os leitores a fazerem seus
próprios desenhos, tentando entender o que está escrito.

1Pref́acio redigida para a primeira edição das notas redigidas pelo Prof. Bianconi.
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Introduç ão: o método axioḿatico na Geometria

O método axioḿatico2 na Mateḿatica foi introduzido na Teoria Geométrica de
Euclides. Apesar do fato que a Matemática dos gregos não foi desenvolvida ou ap-
resentada exclusivamente na forma rı́gida de postulados, o enorme impacto que ela
teve no desenvolvimento subsequente foi tão grande que ela virou o modelo para
toda demostraç̃ao rigorosa em Mateḿatica. Temb́em filósofos, como Espinoza na
sua obraEthica, more geometrica demonstrata, tentaram uma apresentação dos
seus argomentos em forma de teoremas deduzidos de definições e axiomas. Na
Mateḿatica moderna, começando com a tradição euclideana nos séculos XVII
e XVIII, o método axioḿatico se impous em todas asáreas. Um dos mais re-
centes resultados dessa metologia foi a criação de uma nova disciplina: a Lógica
Mateḿatica.

Em termos gerais, o ḿetodo axioḿatico pode ser descrito da seguinte maneira:
provar um teorema no sistema dedutivo significa mostrar que o resultadoé uma
conseq̈uência ĺogica de algum resultado provado anteriormente. Esses outros re-
sultados devem ter sido provados da mesma forma, ou seja, como conseqüência
de resultados anteriores, e assim vai. O processo de uma prova matemática seria
portanto uma tarefa impossı́vel de regresso infinito, a não ser que fosse permi-
tido de puder parar em algum ponto da regressão. Devem portanto existir algumas
afirmaç̃oes, chamadas depostuladosou axiomas, que sejam consideradas “ver-
dadeiras” sem necessidade de demonstração. Partindo desses axiomas, podemos
tentar deduzir todos os outros teoremas usando apenas argomentos de lógica. Se
todos os resultados de uma teoria cientı́fica podem ser deduzidos de um número de
axiomas, possivelmente poucos, simples e plausı́veis, ent̃ao se diz que a teoriáe
apresentada em forma axiomática. A escolha das proposições escolhidas como ax-
iomas da teoriáe basicamente arbitrária, poŕem, as vantagens de uma formulação
axiomática s̃ao ḿınimas se os postulados não forem simples e em número pequeno.
Al ém disso, os postulados devem serconsistentes, no sentido que dois teoremas
deduzidos por eles não podem ser contraditórios, e o sistema de axiomas deve ser
completo, ou seja, todos os teoremas da teoria devem ser deduzidos por esses. Por
motivos de economia,é tamb́em desej́avel que os postulados sejamindependentes,
no sentido que nenhum deles deve poder ser deduzido pelos outros. A questão
da consist̂encia e da completude de um sistema de axiomasé um assunto muito
delicado e muito debatido. Existem duas visões antit́eticas sobre os fundamentos
da Mateḿatica, como conseqüência de diferentes convicções filośoficas sobre as
ráızes do conhecimento humano. Se as entidades matemáticas forem consideradas
objetossubstanciaisnum reino de “intuiç̃ao pura”, independentes de definições e
de atos individuais da mente humana, então obviamente ñao existiria o problema

2Traduç̃ao livre de [1, Ch. IV, §9, 1]
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INTRODUÇÃO: O MÉTODO AXIOMÁTICO NA GEOMETRIA vii

de contradiç̃oes,, j́a que os fatos mateḿaticos seriam afirmações objetivamente ver-
dadeiras que descrevem a realidade. Nessa visão “Kanteana” ñao teria portanto o
problema da “consistência” para um sistema de axiomas. Infelizmente, o corpo
da Mateḿatica atual ñao pode ser reduzido a um sistema filosófico t̃ao simples.
As teorias intuicionistas matemáticas modernas não s̃ao baseadas no conecito de
intuição pura no amplo sentido Kanteano. Nessas teorias o infinito enumerável é
aceito como criatura legı́tima da intuiç̃ao, e nelas s̃ao aceitas apenas propriedades
construtivas; portanto, alguns conceitos básicos como ocont́ınuoseriam banidos,
algumas partes importantes da Matemática atual seriam desconsideradas, e muitas
outras partes seriam seriamente complicadas.

A visão adoptada pelo “formalistas”é bastante diferente. Eles não atribuem
uma realidade intuitiva aos objetos matemáticos, nem eles afirmam que um sis-
temas de axiomas expresse realidades obvias da intuição; a preocupação deleśe
apenas no procedimento lógico formal baseado nos postulados. Essa atitude tém
uma primeira grande vantagem sobre o intuicionismo: ela garanteà Mateḿatica
toda a liberdade necessária para teoria e aplicações. Por outro lado, essa ati-
tude imp̃oe ao formalista a necessidade de “provar” que seus axiomas, que agora
aparecem como mera criação da mente humana, não levem a contradição. Nas
últimas d́ecadas forma realizados grandes esforços para produzior provas da con-
sist̂encia de um sistema de axiomas, pelo menos para os axiomas da Aritmética e
daÁlgebra, e para a hiṕotese do contı́nuo. Os resultados obtidos são significativos,
mas o sucesso total aindaé longe. Pois, alguns resultados recentes indicam que
tais esforços ñao podem ser totalmente sucedidos, no sentido que demostrações
de consit̂encia e de completude podem não existir dentro de um sistema de ax-
iomas estritamente fechado. Surpreendentemente, todos esses argumentos sobre
os fundamentos procedem por métodos que s̃ao construtivos, e direcionados por
esquemas intuitivos.

Acentuado pelos paradoxos da Teoria dos Conjuntos,

. . .

A totalidade dos axiomas da geometria fornece adefiniç̃ao impĺıcita de to-
dos os termos geoḿetricos “indefinidos”, como os termos “linha”, “ponto”, “in-
cidência”, etc. Para as aplicação é importante que os conceitos e os axiomas da
geometria tenha uma correspondência f́acil com os fatos fisicamente verificáveis
dos objetos “reais” e “tangı́veis”. A realidade f́ısica atŕas do conceito de “ponto”
é a de um objeto “muito pequeno”, como a ponta de uma caneta, em quanto uma
“linha reta” é uma abstraç̃ao de um “fio” extenso indefinitamente, ou de um raio de
luz. Se verifica que as propriedades dos pontos e das linhas fı́sicas correspondem
mais ou menos com os axiomas formais da geometria. Nãoé absurdo imaginar que
realizando experimentos mais precisos leve a necessidade de modificar os axiomas,
se os axiomas devem dar uma descrição adequada dos fenômenos f́ısicos. Mas se
os axiomas formais ñao correspondessem mais ou menos com as propriedades dos
objetos f́ısicos, ent̃ao a geometria ñao teria um grande interesse. Portanto, também
para os formalistas, existe uma autoridade acima da mente humana que decide a
direç̃ao do pensamento matemático.





CAṔITULO 1

Geometria de Incidência

1.1. Postulados da Geometria de de Incid̂encia

Vamos começar o estudo da Geometria introduzindo as duas noções principais:
a de ponto e a de linha. Essas noções est̃ao relacionadas por uma colecção de
axiomas, oupostulados.

Uma geometria (plana) de incid̂encia é um conjuntoπ que chamamos de
plano, cujos elementos são chamados depontos, e uma faḿılia L de subconjun-
tos deπ chamados delinhas. Os postulados de incidência imp̃oem as primeiras
restriç̃oes sobre as linhas:

POSTULADO 1. Dados dois pontos distintosP eQ, existe umáunica

linha ` ∈ L contendoP eQ, que podemos denotar como
←→
PQ

POSTULADO 2. Cada linha` ∈ L cont́em pelo menos dois pontos.

POSTULADO 3. Existem pelo menos três pontos ñao colineares (ou
seja, ñao numa mesma linha).

Com isto ainda temos uma classe muito grande de possibilidades, inclusive
geometrias finitas. Por exemplo,π = {A, B, C} um plano com tr̂es pontos, tendo
como linhas̀ 1 = {A,B}, `2 = {A,C} e `3 = {B,C}. É claro que valem os três
postulados para esta geometria.

EXERCÍCIO 1.1. Dada uma geometria de incidência(π,L) e uma linhà ∈ L,
mostre que existe um pontoP fora de`. (Que postulados garantem isto?) Mais
geralmente, prove que vale a seguinte forma mais forte do Postulado 3 acima:

POSTULADO (3b). Dados dois pontosdistintosP e Q em π
existe um terceiro pontoR em π tal que P , Q e R não s̃ao
colineares.

EXERCÍCIO 1.2. O planoπ da Geometria Anaĺıtica é o conjuntoIR2 dos
pares ordenados de números reais. As linhas são as retas̀a,b,c dadas por:

`a,b,c =
{
(x, y) ∈ IR2 : ax + by = c

}
,

ondea, b, c ∈ IR e(a, b) 6= (0, 0). Mostre que estáe uma geometria de incidência.
(Sugest̃ao: Verifique se valem os postulados: para o primeiro, ache a equação da
reta que passa pelos pontosP e Q em termos de suas coordenadas, verificando
que a retáe única. Na prova da unicidade, se observe que as retas`a,b,c e `a′,b′,c′

coincidem exatamente quando(a′, b′, c′) = λ(a, b, c) por algumλ ∈ IR\{0}. Para
verificar o segundo postulado, prove que cada reta tem pelo menos dois pontos,
dando exemplos particulares; dê exemplo de tr̂es pontos ñao colineares.)

1
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FIGURA 1.1. Linha entre os pontosP eQ no plano da Geometria Hiperbólica.

EXERCÍCIO 1.3. O plano daGeometria Hiperbólica é o conjunto

H = {(x, y) ∈ IR2 : y > 0}.
As linhas s̃ao de dois tipos: verticais

`a =
{
(x, y) ∈ H : x = a

}

ou arcos de circunferência

`p,r =
{
(x, y) ∈ H : (x− p)2 + y2 = r2

}
.

Mostre que estáe uma geometria de incidência. Na Figura 1.1 mostramos como
construir a linha entre dois pontosP eQ emH que ñao sejam alinhados na direção
vertical.
(Sugest̃ao: Verifique se valem os postulados: para mostrar a existência e a unici-
dade da linha unindo dois pontosP eQ deH, separe em dois casos:

• quandoP eQ têm a mesma abscissa,
• quandoP eQ têm abscissas diferentes.

No primeiro caso,P e Q são contido numa semireta vertical; no segundo caso, a
construç̃ao da linha hiperb́olica porP e Q pode ser construida geometricamente,
como sugerido pela Figura 1.1. Para verificar o segundo postulado, verifique que
cada linha t́em pelo menos dois pontos, dando exemplos particulares; dê exemplo
de tr̂es pontos ñao colineares.)

Vamos agora introduzir outros modelos de geometria de incidência obtidos
modificando o exemplo padrão da Geometria Analı́tica.

EXERCÍCIO 1.4. O plano de Moulton é o conjuntoIR2, com linhas da forma

`a =
{
(x, y) ∈ IR2 : x = a

}
,

que s̃ao retas verticais, ou da forma

`m,b =
{
(x, y) ∈ IR2 : y = mx + b

}
,

comm < 0 (linhas retas de inclinações negativas) ou da forma

`∗m,b =
{
(x, y) ∈ IR2 : y = 2mx + b, sex < 0 ey = mx + b sex ≥ 0

}
,
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FIGURA 1.2. O plano de Moulton e suas linhas

0 1

y

x

FIGURA 1.3. O plano rasgado e suas linhas.

comm ≥ 0, (linhas quebradas e de inclinacoes positivas quando passam pelo eixo
Oy). Mostre que esta tambémé geometria de incid̂encia.

O próximo modelo de geometria de incidênciaé obtido tirando uma faixa do
plano da geometria analı́ tica, obtendo um plano que nãoéconexo.

EXERCÍCIO 1.5. O plano “rasgado” é o conjunto:

π =
{
(x, y) ∈ IR2 : x < 0 oux ≥ 1

}

e suas linhas
são da forma

`a,b,c =
{
(x, y) ∈ π : ax + by =

}
,

onndea, b, c ∈ IR e(a, b) 6= (0, 0). Mostre que estáe uma geometria de incidência.

EXERCÍCIO 1.6. A geometria esf́erica têm como plano a superfı́cie esf́erica
S2 de equaç̃ao: x2 + y2 + z2 = 1 no IR3. Suas linhas s̃ao os ćırculos ḿaximos
da superf́ıcie esf́erica, que s̃ao dados pelas interseções dos planos pela origem com
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FIGURA 1.4. Cı́rculos ḿaximos na esfera.

S2. Mostre que estanão é uma geometria de incidência.
(Sug.: Pontos antipodais são unidos por infinitos ćırculos ḿaximos distintos.)

DEFINIÇÃO. Dada uma geometria de incidência(π,L), chamamosparalelas
duas linhas̀1, `2 ∈ L tais què 1 ∩ `2 = ∅ ou tais què 1 = `2.

DEFINIÇÃO. Umageometria projetiva plana é uma geometria de incidência
que tamb́em satisfaz mais dois postulados:

POSTULADO (GP1). Cada linha tem pelo menos três pontos;

POSTULADO (GP2). Dadas duas linha distintas̀1 e `2, existe um
único ponto comum̀as duas linhas.

Observe que numa geometria projetiva plana, duas linhas são paralelas śo se
forem iguais. O exemplo mais importante de geometria projetiva plana será apre-
sentado na Seção 1.2.

EXERCÍCIO 1.7. Consideremos um plano formado por7 pontos:

π =
{
A,B, C, D, E, F, G

}
,

e com a seguinte faḿılia L de linhas:`1 = {A, B,C}, `2 = {A,D,E}, `3 =
{A,G, F}, `4 = {C,G, D}, `5 = {C, F,E}, `6 = {B, G,E} e `7 = {B,D, F}.
Mostre que(π,L) é uma geometria projetiva plana. (Verifique se valem todos os
postulados.)

OBSERVAÇÃO. Observe-se que o postulado (GP2)não é satisfeito nos mod-
elos da Geometria Analı́tica, da Geometria Hiperbólica, no plano de Moulton e
no plano rasgado. Em cada uma dessas geometrias encontre exemplos de linhas
sem pontos em comum. Também a na geometria esférica postulado (GP2)não é
satisfeito, pois todo par de linhas distintas têm exatamente dois pontos em comum.

1.2. O Plano Projetivo

Partindo da Geometria Esférica, encontrada no Exercı́cio 1.6, vamos agora
estudar um objeto geoḿetrico de grande importância: o plano projetivo.

Já observamos que na Geometria Esférica, pares de pontos antipodais são
unidos por infinitas linhas distintas, e portanto o Postulado 1 das Geometrias de
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Identifique pontos antipodais

no equador.

FIGURA 1.5. O plano projetivo

Incidência ñaoé satisfeito. Para superar o problema, vamos definir um outro con-
junto de pontos obtido “identificando” os pontos antipodais da esfera (Figura 1.5).
Para formalizar essa idéia, usaremos a noção declasses de equivalênciade uma
relaç̃ao.

Lembramos que, dado um conjuntoX, umarelação emX é um subconjunto
R do produto cartesianoX × X; escrevemosx ∼ y sex, y ∈ X são tais que
(x, y) ∈ R. A relaç̃aoR é chamadarelação de equival̂enciase valem as seguintes
três propriedades:

• (reflexiva) cada par da forma(x, x), comx ∈ X, est́a contido emR, i.e.,
x ∼ x para todox ∈ X;

• (simétrica) se(x, y) ∈ R, ent̃ao(y, x) ∈ R, i.e.,x ∼ y se e śo sey ∼ x;
• (transitiva) se(x, y), (y, z) ∈ R, ent̃ao (x, z) ∈ R, i.e.,x ∼ y e y ∼ z

implicax ∼ z.

Dada uma relaç̃ao de equival̂enciaR emX e dadox ∈ X, chamamos declasse de
equival̂encia dex o subconjuntoR[x] ⊂ X definido por:

R[x] =
{
y ∈ X : (x, y) ∈ R}

;

mais em geral, dado um subconjuntoA ⊂ X, denotamos comR[A] o conjunto:

R[A] =
{
y ∈ X : y ∼ x por algumx ∈ A

}
.

Usando as propriedades das relações de equivalência,é un f́acil exerćıcio verificar
as seguintes afirmações:

(1) x ∈ R[x] para todox; em particularR[x] 6= ∅.
(2) x ∈ R[y] implicay ∈ R[x].
(3) As classes de equivalência deR formam uma partiç̃ao deX em sub-

conjuntosdisjuntos, i.e., dadosx, y ∈ X, ouR[x] = R[y] ouR[x] ∩
R[y] = ∅.

Dada uma relaç̃ao de equival̂enciaR emX, oquocienteX/R é definido como
o conjunto das classes de equivalências deR, i.e., os elementos deX/R são sub-
conjuntos deX da formaR[x], por algumx ∈ X. Em outros termos, o quociente
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X/R pode ser pensado como o conjunto obtido identificando os elementos equiv-
alentes deX pela relaç̃aoR.

Com isso, estamos prontos para a definição do plano projetivo. Consideremos
o conjuntoX = S2 da superf́ıcie esf́erica de raio1 centrada na orı́gem deIR3, e
definimos a seguinte relação de equival̂encia emX: x ∼ y sex = y ou sex = −y.
Observe-se que, sex ∈ S2, −x é oponto antipodaldex. A verifica que∼ é uma
relaç̃ao de equival̂enciaé muito simples; as classes de equivalência dessa relação
consistem exatamente de dois pontos:R[x] =

{
x,−x

}
. Chamamos esta relação

derelação de antipodalidadeemS2; sex ∈ S2, definimosp(x) = {−x, x} ∈ P2.
A aplicaç̃aop : S2 → P2 é chamada deaplicaç̃ao quociente.

DEFINIÇÃO. O plano projetivoP2 é o quociente deS2 pela relaç̃ao de an-
tipodalidade. As linhas emP2 são definidas como sendo os subconjuntos deP2 da
forma:

˜̀= p(`) :=
{
p(x) : x ∈ `

}
,

onde` é uma linha da geometria esférica, ou seja,̀ é um ćırculo máximo deS2.

Observamos que dada uma linha˜̀emP2, existe umáunica linha` emS2 tal
queπ(`) = ˜̀; isso depende do fato que para toda linha` emS2,R[`] = `.

Vamos mostrar agora que o plano projetivo, munido da famı́lia de linhas de-
scrita acima,́e uma geometria projetiva plana.

Para verificar o Postulado 1, consideremos dois pontos distintos arbitráriosP
eQ no plano projetivoP2, issoé,P = {x,−x} eQ = {y,−y}, ondex, y ∈ S2, e
x 6= ±y. Comox não coincide comy nemé antipodal aoy, ent̃ao existe umáunica
linha ` da geometria esférica unindox e y emS2; segue queR(`) é uma linha em
P2 unindoP eQ. Se observe que toda linha emS2 passante porx cont́em tamb́em
−x, e toda linha pory passa por−y; dessa observação segue que, de fato,R(`) é
a única linha emP2 que cont́emP eQ.

Para verificar que na plano projetivo valem os Postulados 2 e (GP1), obser-
vamos que toda linha emS2 cont́em infinitos pontos dois a dois distintos e não
antipodais. Por exemplo, todos os pontos de um semi-cı́rculo máximo (tirando
um dos extremos) são dois a dois distintos e não antipodais. Esse fato implica
facilmente que toda linha no plano projetivo contém infinitos pontos distintos.

Deixamos como exercı́cio para o leitor a verı́fica do Postulado 3 para o plano
projetivo. Sugerimos a seguinte observação, a ser provada: sex, y, z ∈ S2 são
pontos ñao colineares, então os pontosP = {x,−x}, Q = {y,−y} eS = {z,−z}
são pontos ñao colineares emP2.

Finalmente, vamos verificar o postulado chave da geometria projetiva plana, o
Postulado (GP2). Dadas duas linhas˜̀

1 e ˜̀
2 emP2, ent̃ao existem exatamente duas

linhas`1 e `2 emS2 tais queR(`1) = ˜̀
1 eR(`2) = ˜̀

2. Se˜̀
1 6= ˜̀

2, ent̃ao`1 6= `2,
e portantò 1 ∩ `2 consiste exatamente de dois pontos antipodais:x e−x. Segue
que a interseç̃ao ˜̀

1 ∩ ˜̀
2 é dada pelo pontoP = {−x, x}.

Isso conclue a verı́ficaç̃ao dos axiomas da geometria projetiva plana.

1.3. Postulado da Ŕegua. Exemplos

Agora vamos restringir mais nossas geometrias. Vamos impor que cada linha
tem uma ŕegua graduada, ou seja, a cada ponto da linha associaremos um número
real (o ńumero que aparece na régua, logo abaixo do ponto). Mais formalmente:
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POSTULADO 4 (Postulado da Ŕegua). Para cada linhà , existe (pelo
menos) uma função f : ` → IR bijetora, chamada de régua dè (ou
seja,f é uma regra que associa a cada pontoP de` umúnico ńumero
real f(P ) e, dado um ńumero realr ∈ IR, existe uḿunico pontoQ de
` associado ar, f(Q) = r.)

É como se as linhas fossem traçadas com uma régua graduada (talvez um pouco
torta, dependendo da geometria). A ponta do lápis em cada instante estará em cima
de um ponto dè e o ńumero que aparece na régua nesse lugaré o valor associado
ao ponto.

Umageometria métrica é uma geometria com régua graduada em que fizemos
a escolha de uma régua para cada linha e usamos estas réguas para definir uma

distânciad(P,Q) = |f(P )− f(Q)|, sendof a ŕegua escolhida para a linha
←→
PQ .

IMPORTANTE. Daqui em diante, todas as geometrias consideradas serão
métricas, ou seja, as réguas j́a foram previamente escolhidas e uma distância com-
pat́ıvel determinada.

EXERCÍCIO 1.8. Consideremos na geometria analı́tica uma retà de equaç̃ao
ax + by = c, escolhemos dois pontos arbitráriosP = (x0, y0) e Q = (x1, y1)
de ` tais que

√
(x1 − x0)2 + (y1 − y0)2 = 1; qualquer outro pontoR = (x, y)

desta retáe determinado obtendo um número realt tal que(x, y) = (x0, y0) +
t(x1 − x0, y1 − y0). Neste caso, definimosf(R) como o valort obtido. No caso
deR = P , temos quet = 0 e seR = Q, t = 1. Mostre quef é uma ŕegua parà.

Verifique que a dist̂ancia entre os pontosU = (u1, v1) e V = (u2, v2) (
definida a partir da régua) nesta geometriaé

d(U, V ) = dE(U, V ) =
√

(u2 − u1)2 + (v2 − v1)2.

SOLUÇÃO. Primeiro vamos mostrar que(x2, y2) da retaax + by = c existe
um únicot tal que(x2, y2) = (x0, y0) + t(x1 − x0, y1 − y0). Com isto, obtemos
um sistema linear de duas equações a uma inćognitat

{
(x1 − x0) t = x2 − x0

(y1 − y0) t = y2 − y0

e precisamos mostrar que tem umaúnica soluç̃ao. ComoP 6= Q, ent̃ao oux1 6=
x0, ouy1 6= y0. No primeiro caso, podemos isolart da primeira equaç̃ao, obtendo
t = (x2 − x0)/(x1 − x0). Dáı, substitúımos na segunda equação para ver sée um
sistema possı́vel de resolver; usando a equação da retaax+by = c, comox1 6= x0,
a reta ñao pode ser vertical. Por isso, o coeficienteb 6= 0 e podemos isolary em
função dex, obtendoy = (c − ax)/b; assim temos quey2 = (c − ax2)/b e
y0 = (c− ax0)/b. Portanto, substituindot na segunda equação, temos

(y1−y0)t = (y1−y0)
(x2 − x0)
(x1 − x0)

= (x2−x0)
(y2 − y0)
(x1 − x0)

= −a

b
(x1−x0) = y2−y0,

ou seja, o sistemáe posśıvel e determinado e portanto tem umaúnica soluç̃ao. No
caso em quex0 = x1, devemos ter quey0 6= y1, e argumentamos de modo análogo.

Agora, dador ∈ IR, precisamos mostrar que o pontoR de coordenadas
(x3, y3) = (x0, y0) + r(x1 − x0, y1 − y0) est́a na retaax + by = c, ou seja,
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ax3 + by3 = c. Substituindox3 por x0 + r(x1 − x0) e y3 por y0 + r(y1 − y0), e
usando o fato queP eQ est̃ao nesta reta, temos:

ax3 + by3 = a[x0 + r(x1 − x0)] + b[y0 + r(y1 − y0)]

= (1− r)(ax0 + by0) + r(ax1 + by1) = (1− r)c + rc = c,

ou seja,R = (x3, y3) tamb́em est́a na reta.
Para verificar a f́ormula da dist̂ancia, sejamr = f(U) e s = f(V ) os valores

da ŕegua correspondentes. EntãoU = (u1, v1) = (x0, y0) + r(x1 − x0, y1 − y0) e
V = (v1, v2) = (x0, y0) + s(x1 − x0, y1 − y0) ed(U, V ) = |r− s|. Subtraindo as
duas equaç̃oes, obtemos(u1− v1, u2− v2) = (r− s)(x1−x0, y1− y0). Elevendo
ao quadrado cada coordenada e somando as duas, temos(u1−v1)2 +(u2−v2)2 =
(r − s)2[(x1 − x0)2 + (y1 − y0)2] = (r − s)2, pois escolhemosP e Q de modo
que(x1 − x0)2 + (y1 − y0)2 = 1; tirando as ráızes quadradas, temos

d(U, V ) = |r − s| =
√

(r − s)2 =
√

(u1 − v1)2 + (u2 − v2)2

queé o que querı́amos mostrar.

EXERCÍCIO 1.9. A Geometria do Taxistatem o plano e as linhas da geome-
tria anaĺıtica mas com as réguas definidas porf(P ) = y se` é uma reta vertical
(de equaç̃aox = a) e (a, y) são as coordenadas deP e f(P ) = (1 + |m|)x se`
for uma reta ñao vertical, de equaçãoy = mx + b, e (x, y) forem as coordenadas
deP . Verifique que nos dois casosf é realmente uma régua.

Verifique qued(P, Q) = |x1 − x0| + |y1 − y0| nesta geometria, sendoP =
(x0, y0) eQ = (x1, y1).

EXERCÍCIO 1.10. Na geometria hiperb́olica, dada uma linha da formàa =
{(x, y) ∈ H : x = a}, definof(P ) = ln(y), sendo que(a, y) é a coordenada de
P , e para uma linha da formàp,r = {(x, y) ∈ H : (x− p)2 + y2 = r2}, defino

f(P ) = ln
(

x− p + r

y

)
,

sendo(x, y) as coordenadas deP . Mostre que em ambos os casosf é uma ŕegua.
No caso dèp,r, dado o ńumero realt, o pontoP tal quef(P ) = t tem coordenadas
(x, y) comx = p + r tgh (t) ey = r sech (t), sendo que1

tgh (t) =
et − e−t

et + e−t
e sech t =

2
et + e−t

Verifique que a dist̂ancia nesta geometriaé dada pord(P, Q) = | ln(d/b)| seP tem
coordenadas(a, b) e Q tem coordenadas(a, d) (est̃ao na mesma linha vertical) e
por

d(P,Q) =
∣∣∣∣ln

(
d(a− p + r)
b(c− p + r)

)∣∣∣∣ ,

seP tem coordenadas(a, b) e Q tem coordenadas(c, d), com a 6= c (est̃ao na
mesma linhàp,r).

1Mais informaç̃oes sobre as funções hiperb́olicas s̃ao encontradas na Apéndice B.
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EXERCÍCIO 1.11. No plano de Moulton, definimosf : ` → IR porf(P ) = y
se` é uma linha vertical (de equaçãox = a) e (a, y) são as coordenadas deP , f
como na geometria analı́tica parà m,b comm < 0 e por

f(P ) =
{

a
√

1 + 4m2 se a < 0
a
√

1 + m2 se a ≥ 0,

sendo queP tem coordenadas(a, b) e est́a na linha quebrada

`∗m,b =
{
(x, y) ∈ IR2 : y = 2mx+psex < 0 ey = mx + p sex ≥ 0

}
, m ≥ 0.

Verifique quef é ŕegua e, neste caso, a distância entreP = (a, b) eQ = (c, d) é

d(P,Q) =
{

dE(P, (0, p)) + dE((0, p), Q) se ac < 0
dE(P, Q) caso contŕario,

sendo quedE é a dist̂ancia da geometria analı́tica (ou euclideana). Observe que a
condiç̃aoac < 0 significa que os pontosP eQ est̃ao em lados opostos do eixoOy.

EXERCÍCIO 1.12. No plano rasgado, definimosf : ` → IR porf(P ) = y se`
é uma linha vertical (de equaçãox = a) e (a, y) são as coordenadas deP e por

f(P ) =
{

a
√

1 + m2 se a < 0
(a− 1)

√
1 + m2 sea ≥ 1,

sendo queP tem coordenadas(a, b) e est́a na linha quebrada

{(x, y) ∈ IR2 : y = mx + p ex < 0 oux ≥ 1
}
.

Verifique quef é ŕegua e, neste caso, a distância entreP = (a, b) eQ = (c, d) é

d(P, Q) =





dE(P, (0, p)) + dE((1,m + p), Q) se a < 0 e c ≥ 1,
ou sec < 0 e a ≥ 1

dE(P,Q) caso contŕario,

sendo quedE é a dist̂ancia da geometria analı́tica (ou euclideana). Observe que as
condiç̃oesa < 0 e c ≥ 1, ouc < 0 e a ≥ 1 significam que os pontosP e Q est̃ao
em lados opostos da faixa{(x, y) ∈ IR2 : 0 ≤ x < 1}, retirada deIR2.

1.4. Relaç̃ao de Ordenaç̃ao de Pontos

Numa geometria ḿetrica, podemos estabelecer uma noção de ordem entre os
pontos de cada linha, emprestada da régua correspondente. SejamP , Qe R três
pontos de uma linhàe sejaf : ` → IR sua ŕegua. Dizemos queP − Q − R (Q
est́a entreP eR) sef(P ) < f(Q) < f(R) ouf(R) < f(Q) < f(P ).

EXERCÍCIO 1.13. Mostre que numa geometria métrica, dada uma linhàe sua
réguaf : ` → IR, ent̃ao:

(a) seA é ponto dè eg, h : ` → IR são definidas porg(P ) = f(P )−f(A) e
h(P ) = −f(P )+f(A), ent̃aog eh tamb́em s̃ao ŕeguas dè compat́ıveis
com a dist̂ancia;

(b) sek : ` → IR é uma ŕegua compatı́vel com a dist̂ancia, ent̃ao existe um
pontoA de` tal quek = g ouk = h do item anterior;

(c) seP −Q−R pela ŕeguaf ent̃aoP −Q−R por qualquer outra réguag
de` compat́ıvel com a dist̂ancia.
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SOLUÇÃO. (a) Temos que mostrar que seP eQ est̃ao em`, d(P,Q) =
|g(P )−g(Q)| = |h(P )−h(Q)|. Sabemos qued(P, Q) = |f(P )−f(Q)|.
Com isto, temos|g(P )− g(Q)| = |[f(P )− f(A)]− [f(Q)− f(A)]| =
|f(P ) − f(Q)| = d(P,Q) e |h(P ) − h(Q)| = |[−f(P ) + f(A)] −
[−f(Q)+f(A)]| = |f(P )−f(Q)| = d(P, Q), como queŕıamos mostrar.

(b) SejaA em` tal quek(A) = 0. Ent̃ao, para cada pontoP de`, d(A,P ) =
|k(P ) − k(A)| = |k(P )| = |f(P ) − f(A)|. Tirando os ḿodulos, ou
k(P ) = f(P ) − f(A) = g(P ) ou k(P ) = −[f(P ) − f(A)] = h(P ),
como queŕıamos mostrar. (O aluno deve completar esta demonstração
mostrando que se uma das fórmulas vale para um ponto distinto deA,
ent̃ao ela vale para todos os pontos.)

(c) Suponhamos quef(P ) < f(Q) < f(R). Ent̃ao, dado um pontoA de`
e subtraindo o ńumero realf(A) de cada termo, temosf(P ) − f(A) <
f(Q)−f(A) < f(R)−f(A), ou sejag(P ) < g(Q) < g(R); se multipli-
carmos por−1, invertemos as desigualdades, obtendo−f(R) + f(A) <
−f(Q) + f(A) < −f(P ) + f(A), ou sejah(R) < h(Q) < h(P ).
Em ambos os casos, permanece a relaçãoP − Q − R, como queŕıamos
mostrar.

EXERCÍCIO 1.14. DadosA e B dois pontos distintos de uma linha`, mostre
que existe uma réguaf de` tal quef(A) = 0 ef(B) > 0.

EXERCÍCIO 1.15. Mostre que seP , Q e R são pontos distintos de uma linha
`, ent̃ao:

(a) SeP −Q−R ent̃aoR−Q− P ;
(b) Exatamente um dos casos ocorre:P−Q−R, ouP−R−Q, ouQ−P−R;
(c) seP −Q−R eQ−R− S, ent̃aoP −Q− S eP −R− S;
(d) P −Q−R se, e somente se,d(P, R) = d(P, Q) + d(Q,R).

SOLUÇÃO. (a) SeP −Q−R, ent̃aof(P ) < f(Q) < f(R) ouf(R) <
f(Q) < f(P ) para a ŕegua dè . Mas isto tamb́em se aplica paraR −
Q− P .

(b) sendo os tr̂es pontos distintos, os valoresf(P ), f(Q) e f(R) são distin-
tos; estes admitem umáunica ordem emIR; sef(P ) < f(Q) < f(R)
ouf(R) < f(Q) < f(P ), ent̃ao nehuma das desigualdades restantes são
posśıveis: nemf(Q) < f(R) < f(P ), nemf(P ) < f(R) < f(Q), nem
f(R) < f(P ) < f(Q) e nemf(Q) < f(P ) < f(R).

(c) seP − Q − R e f(P ) < f(Q) < f(R), comoQ − R − S, a única
possibilidadeé f(Q) < f(R) < f(S) e portantof(P ) < f(Q) <
f(R) < f(S), donde decorre queP −Q − S e P − R − S; sef(R) <
f(Q) < f(P ), comoQ−R−S, aúnica possibilidadéef(S) < f(R) <
f(Q) e portantof(S) < f(R) < f(Q) < f(P ), donde novamente
decorre queP −Q− S eP −R− S.

(d) seP−Q−R, ent̃aof(P ) < f(Q) < f(R), donde decorrem as desigual-
dades0 < f(Q)−f(P ) < f(R)−f(P ) e0 < f(R)−f(Q), ed(P,R) =
|f(P )−f(R)| = f(R)−f(P ) = f(R)−f(Q)+f(Q)−f(P ) = |f(R)−
f(Q)|+ |f(Q)−f(P )| = d(P,Q)+d(Q,R); ouf(R) < f(Q) < f(P ),
donde decorrem as desigualdades0 < f(Q) − f(R) < f(P ) − f(R) e
0 < f(P ) − f(Q) e d(P,R) = |f(P ) − f(R)| = f(P ) − f(R) =
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f(P ) − f(Q) + f(Q) − f(R) = |f(P ) − f(Q)| + |f(Q) − f(R)| =
d(P, Q) + d(Q, R), como queŕıamos mostrar.

Para a rećıproca, suponhamos qued(P, R) = d(P,Q) + d(Q,R).
Como os tr̂es pontos s̃ao distintos, aśunicas ordens comp-atı́veis com tal
fórmula s̃aof(P ) < f(Q) < f(R) ou f(R) < f(Q) < f(P ), pois, por
exemplo, sef(R) < f(P ) < f(Q), ent̃aod(P,R) = f(P ) − f(R) <
f(Q) − f(R) = d(Q,R) < d(Q,R) + d(P, Q). (Verifique as outras
possibilidades.)

EXERCÍCIO 1.16. Mostre que dados dois pontos distintosA eB numa linhà ,
existem pontosC, D eE de` tais queC −A−D eD−B −E. (Use uma ŕegua
de` para obter tais pontos.)

EXERCÍCIO 1.17. Verifique que seP = (−3, 3), Q = (1, 5) e R = (4, 4)
est̃ao emH, ent̃aoP −Q−R na geometria hiperb́olica.

EXERCÍCIO 1.18. Verifique que seP = (−1,−3), Q = (0,−1) eR = (1, 0)
ent̃aoP −Q−R no plano de Moulton. (Achem > 0 eb ∈ IR tais que estes pontos
estejam na linhà∗m,b.)

Dados dois pontos distintosA e B, seja` a linha que os contém. Definimos
a semi-reta

−−→
AB como sendo o conjunto{P ∈ ` : não valeP − A − B} e o

segmentoAB como o conjunto{P ∈ ` : P = A, ou P = B, ou A − P − B}.
Observe que

−−→
AB = {P ∈ ` : P = A, ouA−P −B, ouP = B, ouA−B−P}.

EXERCÍCIO 1.19. Mostre que seA e B são pontos distintos em uma linha`,
mostre que existe uma réguaf de` tal que

−−→
AB = {P ∈ ` : f(P ) ≥ 0}.

EXERCÍCIO 1.20. Mostre que seA eB são pontos distintos, então:

(a) AB = BA;
(b)

−−→
AB 6= −−→

BA ;
(c) AB =

−−→
AB ∩ −−→BA ;

(d) seC ∈ −−→AB eC 6= A, ent̃ao
−−→
AB =

−−→
AC ;

(e) seC −A−B ent̃ao
−−→
AB ∩ −−→AC é o pontoA.

SOLUÇÃO. (a) Observe queA − P − B é o mesmo queB − P − A.
Olhe para a definiç̃ao de segmento.

(b) Mostre que existe um pontoC em
−−→
AB mas ñao em

−−→
BA . Sabemos que

existeC tal queA−B − C (por qûe?). Mostre que talC serve.
(c) Escreva o que significaP estar emAB e o que significaP estar em cada

uma das semi-retas
−−→
AB e

−−→
BA .

(d) Escreva o que significaP estar em cada uma das semi-retas
−−→
AB e

−−→
AC e

mostre que se está em uma, tem que estar na outra, e vice-versa.
(e) Novamente, escreva o que significaP estar em cada uma das semi-retas−−→

AB e
−−→
AC .

1.5. Congrûencia de Segmentos

Outra noç̃ao importante numa geometria métricaé a decongruência de seg-
mentos: dizemos queAB ≡ CD (o segmentoAB é congruente ao segmentoCD)
sed(A,B) = d(C,D).

EXERCÍCIO 1.21. Mostre qued(A, B) ≥ 0 ed(A,B) = 0 se, e śo se,A = B.
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SOLUÇÃO. Sejaf uma ŕegua numa linhà contendoA eB. Ent̃aod(A, B) =
|f(B) − f(A)| ≥ 0 (por definiç̃ao de valor absoluto). Sed(A,B) = 0, ent̃ao
f(A) = f(B) e, comof é uma funç̃ao bijetora, isto implica queA = B. Recipro-
camente, seA = B, ent̃aof(A) = f(B) e, portantod(A,B) = 0.

EXERCÍCIO 1.22. Mostre que≡ é umarelação de equival̂enciano conjunto
de todos os segmentos, ou seja, mostre que valem as três propriedades reflexiva,
simétrica e transitiva (lembre a definição na ṕagina 5):

(a) AB ≡ AB;
(b) seAB ≡ CD ent̃aoCD ≡ AB;
(c) seAB ≡ CD eCD ≡ EF , ent̃aoAB ≡ EF .

SOLUÇÃO. Use a definiç̃ao de≡ e as propriedades da igualdade.

EXERCÍCIO 1.23. Mostre que seA eB são dois pontos distintos, então existe
um único pontoC tal queA− C − B eAC ≡ CB (isto é,C é o ponto ḿedio de
AB.

SOLUÇÃO. Basta tomar uma réguaf tal quef(A) < f(B) e tomar o pontoC

na linha
←→
AB tal quef(C) = (f(A) + f(B))/2. (Por qûe existe talf e tal ponto

C?)
EXERCÍCIO 1.24. Mostre que seA eB são dois pontos distintos, então existem

pontosC, D eE tais queA− C −D, D −E −B, eAC ≡ CD ≡ DE ≡ EB.
EXERCÍCIO 1.25. Mostre que dadosA eB distintos e um segmentoCD, ent̃ao

existe umúnico pontoP em
−−→
AB tal queAP ≡ CD.

EXERCÍCIO 1.26. Mostre que dadosA eB distintos e um segmentoCD, ent̃ao

existem exatamente dois pontosP eQ em
←→
AB tais queAP ≡ CD eAQ ≡ CD.

(Nos dois lados deA.)
EXERCÍCIO 1.27. Mostre que dadosA e B distintos e um segmentoCD,

ent̃ao:

(a) (Soma de segmentos)existe umúnico pontoP em
−−→
AB tal queA−B−P

e BP ≡ CD. (Podemos dizer queAP é a soma do segmentoAB com
CD.)

(b) (Diferença de segmentos)existe umúnico pontoP em
−−→
BA tal BP ≡

CD. (Podemos dizer queAP é a diferença entre os segmentosAB e
CD.)

(c) Mostre que dadosA eB distintos e um segmentoCD, existe uma ŕegua

f de
←→
AB tal quef(A) = 0, f(B) > 0 e f(P ) = f(B) + d(C, D),

no caso da soma dos segmentos ef(P ) = f(B) − d(C, D), no caso da
diferença dos segmentos.

SOLUÇÃO. Ache primeiro a ŕeguaf tal quef(A) = 0 ef(B) > 0 (exerćıcio
anterior) e mostre que os pontosP tais quef(P ) = f(B) + d(C, D) ou f(P ) =
f(B)− d(C, D) resolvem o problema.

Dados tr̂es pontos ñao colinearesA, B eC, definimos ôangulo∠ABC como
o conjunto

−−→
BA ∪ −−→BC . O pontoB é ovértice do ângulo.

EXERCÍCIO 1.28. Dados tr̂es pontos ñao colinearesA, B eC, mostre que

(a) ∠ABC = ∠CBA;
(b) ∠ACB 6= ∠ABC e∠BAC 6= ∠ABC;
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(c) seP est́a em
−−→
BA , P 6= B e Q em

−−→
BC , Q 6= B, ent̃ao ∠ABC =

∠PBQ.

SOLUÇÃO. (a) ∠ABC =
−−→
BA ∪ −−→BC =

−−→
BC ∪ −−→BA = ∠CAB;

(b) ∠ABC =
−−→
BA ∪ −−→BC 6= −−→

AB ∪ −−→AC = ∠BAC, etc.
(c) decorrem do fato que

−−→
BA =

−−→
BP e

−−→
BC =

−−→
BQ .

1.6. Postulado de Separaç̃ao do plano

Vamos introduzir agora mais um postulado que restringirá mais as geometrias
permitidas. Para isto precisamos definir alguns conceitos.

Um conjuntoA do planoé convexose, para todos os pares de pontosP e Q
emA, o segmentoPQ est́a todo contido emA.

EXERCÍCIO 1.29. Mostre que a interseção de dois conjuntos convexosé um
conjunto convexo.

SOLUÇÃO. SejamA e B convexos. Para mostrar queA ∩ B é convexo, pre-
cisamos tomar dois pontos arbitráriosP e Q na interseç̃aoA ∩ B e mostrar que
todos os pontos do segmentoPQ est̃ao nesta interseção.

SeP,Q ∈ A ∩ B, ent̃aoP, Q ∈ A e, portanto, todos os pontos dePQ est̃ao
emA; masP,Q ∈ B tamb́em, portanto todos os pontos do segmentoPQ est̃ao
emB. PortantoPQ est́a contido emA ∩B.

EXERCÍCIO 1.30. Mostre que s̃ao conjuntos convexos:

(a) o plano todo e o conjunto vazio;
(b) uma linhà ;
(c) uma semi reta

−−→
AB ;

(d) uma semi reta
−−→
AB menos seu v́erticeA;

(e) um segmentoAB;
(f) o interior do segmentoAB (isto é, o segmento menos os pontosA eB).

POSTULADO 5 (Postulado de Separação do plano). Dada uma linha
`, existem conjuntosH1 eH2 (chamados delados de`) tais que:

(a) H1 eH2 são convexos;
(b) H1 ∩ ` = ∅, H2 ∩ ` = ∅ e H1 ∩H2 = ∅ e cada ponto do

plano est́a emH1, ou emH2 ou em`;
(c) seP ∈ H1 e Q ∈ H2 ent̃ao o segmentoPQ intersecta a

linha ` num pontoR.

EXERCÍCIO 1.31. Mostre que numa geometria métrica satisfazendo o postu-
lado da separação do plano os conjuntosH1 eH2 não s̃ao vazios.

SOLUÇÃO. Observe que o postulado não garante queH1 e H2 não sejam
vazios; o item (c) apenas diz que se existirem pontosP ∈ H1 e Q ∈ H2 ent̃ao
etc. Para mostrarmos que existem tais pontos precisamos apelar para o postulado
3, que diz que existem pelo menos três pontos ñao colineares. Isto implica que
deve existir pelo menos um pontoA fora de`. Ent̃aoA deve estar emH1 ou H2.
Digamos que esteja emH1. Precisamos mostrar que existe pelo menos um ponto

emH2. Para isto, sejaB ∈ ` um ponto qualquer e sejaC ∈
←→
AB tal queA−B−C

(tal ponto existe pelo postulado da régua). ComoA 6∈ `, ` 6=
←→
AB e portantoC 6∈ `.
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Como o segmentoAC encontra` no pontoB e sendoH1 convexo,C 6∈ H1.
PortantoC ∈ H2, ou sejaH2 6= ∅.

EXERCÍCIO 1.32. Mostre que nas geometrias analı́tica, hiperb́olica, do taxista
e do plano de Moulton vale o postulado da separação do plano.

SOLUÇÃO. Para cada uma delas, dada uma linha`, verifique que ela separa
o plano em dois conjuntosH1 e H2; mostre que estes conjuntos são convexos;
mostre que vale sempre o item (c).

Este postulado tem conseqüências importantes. Para expô-las, definiremos al-
gumasfiguras geoḿetricas. Um triânguloé um conjunto4ABC = AB ∪AC ∪
BC, a unĩao de tr̂es segmentos determinados por três pontosA, B e C não co-
lineares, chamados devértices. Cada segmentoAB, AC e BC é um lado do
triângulo. Umquadril átero é um conjunto¤ABCD = AB ∪BC ∪ CD ∪DA,
a unĩao dos quatro segmentos determinados pelos pontosA, B, C e D (seus
vértices), três a tr̂es ñao colineares. Cada segmentoAB, BC, CD e DA é um
lado do quadriĺatero e os segmentosAC e BD são suasdiagonais. Mais geral-
mente, umpolı́gono A1A2 . . . An = A1A2 ∪ . . . An−1An ∪ AnA1, e cada um
destes segmentosé um de seus lados e cada pontoAi (1 ≤ i ≤ n) seuvértice.

EXERCÍCIO 1.33. Mostre que os trîangulos4ABC e4ACB são iguais, mas
os quadriĺateros¤ABCD e ¤ACBD não s̃ao iguais, ou seja, se o polı́gono tem
mais de tr̂es v́ertices, a ordem destes vérticesé importante ao escreverA1A2. . .An.

EXERCÍCIO 1.34. Mostre que se vale o postulado da separação do plano:

(a) dada uma linhà e dois pontos distintosA,B 6∈ `, seAB intersectà ,
i.e., seAB ∩ ` 6= ∅, ent̃aoA eB ficam em lados opostos de`.

(b) dado o4ABC, se` é uma linha que intersecta o ladoAB, masA 6∈ ` e
B 6∈ `, ent̃ao` intersecta (pelo menos) um dos outros dois lados;

(c) dado o4ABC, se` é uma linha que intersecta o ladoAB, A 6∈ `, B 6∈ `,
C 6∈ ` e ` intersectaAC ent̃ao` não intersectaBC.

SOLUÇÃO. (b) SejamH1 eH2 os lados dè. Como o segmentoAB in-
tersectà eA,B 6∈ `, ent̃aoA eB est̃ao em lados opostos de`. Podemos
ter tr̂es situaç̃oes: ouC ∈ ` e, neste casoAC intersectà , ouA eC est̃ao
em lados opostos dèe, tamb́em neste casò intersectaAC, ou A e C
est̃ao do mesmo lado dèe, portantoB eC est̃ao em lados opostos de`
e, portanto,̀ intersecta o ladoBC.

(c) Suponhamos quèintersecte os três lados do4ABC, sem passar pelos
seus v́ertices. SejamP ∈ AB, Q ∈ AC e R ∈ BC os pontos de
interseç̃ao de` com o4ABC. Podemos ter três casos,P − Q − R, ou
P − R − Q, ou Q − P − R. Vamos apenas considerar o caso em que
P−Q−R, deixando os outros como exercı́cio. Ent̃ao os pontosA, P eR

est̃ao do mesmo lado de
←→
BC , pois, seA eP estivessem de lados opostos,

o segmentoAP encontraria
←→
BC e o único ponto em que isto ocorreria

só pode serB. Mas isto implicaria queA−B − P , contradizendo o fato
de queP ∈ AB. O mesmo tipo de raciocı́nio garante queR eA tamb́em

não podem estar em lados opostos de
←→
BC . Como cada lado de

←→
BC

é convexo eP e R est̃ao do mesmo lado, o segmentoPR não poderia

encontrar a linha
←→
BC no pontoQ. Esta contradiç̃ao termina a prova.
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EXERCÍCIO 1.35. Mostre que a geometria do plano rasgado não vale o postu-
lado da separação do plano.

SOLUÇÃO. Use o exerćıcio anterior, obtendo um triângulo4ABC e uma
linha ` que ñao intersecta seus vértices, mas intersecta apenas um de seus lados.

Vamos introduzir um postulado para uma geometria métrica:

POSTULADO 6 (Postulado de Pasch). Dados uma linha` e um
tri ângulo4ABC, seD ∈ ` é um ponto tal queA −D − B, ent̃ao `
intersectaAC ou ` intersectaBC.

EXERCÍCIO 1.36. Mostre que numa geometria métrica o postulado de separa-
ção do planóeequivalenteao postulado de Pasch.

SOLUÇÃO. Já provamos que se vale o postulado da separação do plano, então
vale tamb́em o postulado de Pasch. Vamos mostrar que se vale o postulado de
Pasch, então vale tamb́em o postulado da separação do plano. Alguns detalhes
ser̃ao deixados aos leitores.

Suponha (b). SejaP 6∈ ` (que existe pelo postulado 3) e definimosH1 =
{Q : Q = P ou PQ ∩ ` = ∅} e H2 = {Q : Q 6∈ ` e PQ ∩ ` 6= ∅}. Ent̃ao
H1∩H2 = H1∩` = H2∩` = ∅, e todo ponto do plano ou está em` ou emH1 ou
emH2. Falta mostrar queH1 e H2 são convexos e que dadosA ∈ H1 e B ∈ H2,
o segmentoAB intersectà .

Vamos mostrar queH1 é convexo. Para isto, sejamA,B ∈ H1, A 6= B, e
suponhamos queA 6= P e B 6= P (os casos em queA = P ou B = P ficam
para os leitores). Queremos mostrar que todos os pontos deAB est̃ao emH1. Se

A, B e P est̃ao numa mesma linha
←→
AB , ent̃ao ouA − B − P ou A − P − B ou

B − A− P . Mostre que em nenhum destes casos,AB pode ter ponto nem deH2

e nem dè . SeA, B e P não s̃ao colineares, sejaD ∈ AB tal queA − D − B.
Sabemos què não intersecta nemAP e nemBP (por qûe?). SeD ∈ ` ent̃ao `
intersectariaAB, e por Pasch, deveria intersectarAP ou BP . PortantoD 6∈ `.
SeD ∈ H2, ent̃ao ` intersectaDP . Por Pasch, aplicado aos triângulos4ADP
e4BDP , teŕıamos què intersectariaAP ou BP (por qûe?), uma contradição.
Portanto, todos os pontos deAB est̃ao emH1.

Vamos mostrar agora queH2 é convexo. Para isto, sejamA,B ∈ H2, A 6= B.
Precisamos mostrar que todos os pontos deAB est̃ao emH2. Novamente temos
dois casos, a saber,A, B eP são colineares. Então ouA−B −P ouB −A−P .
(Mostre que ñao pode ocorrerA− P − B.) SeA− B − P , pela definiç̃ao deH2

existe um pontoR ∈ ` ∩ BP , tal queB − R − P . Como
←→
AB =

←→
BP , o único

ponto de encontro dècom
←→
AB é R. ComoA − B − R, os pontos deAB est̃ao

todos emH2 (por qûe?). Suponhamos agora queA, B e P sejam ñao colineares.
Consideremos o triângulo4ABP . Pela definiç̃ao deH2, ` intersecta ambos os
ladosAP , no pontoR e BP , no pontoS. Vamos mostrar que nenhum ponto de
AB pode estar em̀. SejaT ∈ AB, A−T −B. SeT ∈ `, podemos terR−S−T ,
R − T − S ou S − R − T . Vamos considerar o casoR − S − T , deixando os

outros dois para os leitores. Consideremos o4ART , com a linha
←→
BP ; temos que←→

BP 6=
←→
AT =

←→
AB e

←→
BP 6=

←→
AR=

←→
AP (poisA, B eP não s̃ao colineares); portanto←→

BP não encontra nemAR e nemAT (por qûe?); como encontraRT no ponto
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S, temos uma contradição ao postulado de Pasch. Aplicando Pasch aos triângulos
4ATP e4TBP , temos queTP intersectà (por qûe?) e, portantoT ∈ H2, pela
definiç̃ao deH2. PortantoH2 é convexo.

Agora sejamA ∈ H1 eB ∈ H2. Precisamos mostrar queAB intersectà num
pontoR. SeA = P , pela definiç̃ao deH2, AB = PB intersectà . SeA, B e
P não s̃ao colineares, comoBP intersectà eAP não intersectà (por qûe?), por
Pasch no trîangulo4ABP , AB intersectà num pontoR, como queŕıamos. Se
A, B eP são colineares, comoBP intersectà (pela definiç̃ao deH2), sejaR este

ponto em comum. Temos queB − R − P e, comoA ∈
←→
BP , A ∈ H1, A 6= P ,

A 6= R eA 6= B, temos que, ouP −R − A (que ñao pode ocorrer, poisA ∈ H1,
queé convexo), ouP −A−R, ouA− P −R, o que implica queAB encontrà
emR, como queŕıamos.

IMPORTANTE. Daqui em diante assumimos que as geometrias consider-
adas s̃ao geometrias ḿetricas que satisfazem o postulado da separação do plano.
Estas geometrias são chamadas deGeometrias de Pasch.

EXERCÍCIO 1.37. Dado o4ABC e pontosD e E, tais queB − C − D e

A−E−C, mostre que existe um pontoF ∈
←→
DE , tal queA−F −B eD−E−F .

EXERCÍCIO 1.38. Dado o4ABC e pontosD e F , tais queB − C − D e

A−F −B, mostre que existe um pontoE ∈
←→
DF , tal queA−E−C eD−E−F .

EXERCÍCIO 1.39. Dado o4ABC e pontosD e E, tais queB − E − C e

A−D −B, mostre que
←→
AE e

←→
CD se intersectam.

1.7. Interiores e o Teorema das Barras Cruzadas

O resultado maiśutil que é uma conseq̈uência do postulado da separação do
planoé o chamado Teorema das Barras Cruzadas. Ele permite provar que diago-
nais de quadriĺateros, ou duas medianas de um triângulo, etc, se intersectam. Para
prová-lo, precisamos de alguns conceitos e resultados preliminares.

Definimos ointerior de uma semi reta
−−→
AB como o conjuntoint (

−−→
AB ) dos

pontosP ∈ −−→AB tais queP 6= A (a semi reta menos o vértice); interior de um
segmentoAB como o conjuntoint (AB) dos pontosP ∈ AB tais queP 6= A e
P 6= B; e o interior do ângulo∠AOB como o conjuntoint (∠AOB) obtido pela

interseç̃ao H1 ∩ H1, sendoH1 o lado de
←→
OB contendoA e H1 o lado de

←→
OA

contendoB.

EXERCÍCIO 1.40. Mostre que se∠AOB = ∠CPD ent̃aoO = P e
−−→
OA =−−→

PC e
−−→
OB =

−−→
PD , ou

−−→
OA =

−−→
PD e

−−→
OB =

−−→
PC . Mostre tamb́em que, se

int (∠AOB) = int (∠CPD), ent̃ao∠AOB = ∠CPD.
EXERCÍCIO 1.41. Mostre que se∠AOB = ∠CPD ent̃ao o int (∠AOB) =

int (∠CPD).
EXERCÍCIO 1.42. SejaW um conjunto ñao vazio e convexo do plano e` uma

linha ñao encontrandoW . Mostre que todos os pontos deW est̃ao do mesmo lado
de`.

EXERCÍCIO 1.43. Mostre que, dadosA ∈ ` e B 6∈ ` dois pontos, então todos
os pontos deint (

−−→
AB ) est̃ao do mesmo lado dè.
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EXERCÍCIO 1.44. DadosA 6= B, C e D em lados opostos de
←→
AB , mostre

que
−−→
AC não intersecta

−−→
BD .

SOLUÇÃO. Todos os pontos do interior de
−−→
AC est̃ao do mesmo lado de

←→
AB

queC (por qûe?); todos os pontos ponto do interior de
−−→
BD est̃ao do mesmo lado de←→

AB queD (por qûe?), quée oposto aC. Portanto as semi retas não se encontram
(por qûe?).

EXERCÍCIO 1.45. Mostre queP ∈ int (∠AOB) se, e somente se,A eP est̃ao

do mesmo lado de
←→
OB eP eB est̃ao do mesmo lado de

←→
OA .

EXERCÍCIO 1.46. Dado o4ABC, mostre que seA − P − C, ent̃ao P ∈
int (∠ABC) e int (AB) est́a contido emint (∠ABC).

EXERCÍCIO 1.47 (O Teorema das Barras Cruzadas). SeP ∈ int (∠ABC)
ent̃ao

−−→
BP intersectaAC numúnico pontoF comA− F − C.

SOLUÇÃO. SejaE tal queE − B − C (tal ponto existe pelo postulado da

régua). A linha
←→
BP cruza o ladoEC do triângulo4ACE pelo pontoB. Portanto

deve cruzar outro lado deste triângulo. Os interiores das semi retas
−−→
BP e

−−→
AE

est̃ao em lados opostos de
←→
AB , portanto ñao se encontram. SejaQ um ponto

tal queP − B − Q. Ent̃ao A e Q est̃ao em lados opostos de
←→
BC =

←→
EC (por

quê?). Portanto as semi-retas
−−→
BQ e

−−→
EA não se encontram. Istóe, a linha

←→
BP

não intersecta o segmentoAE =
−−→
AE ∩ −−→EA . Portanto existe uḿunico ponto

F ∈ AC∩
←→
BP . Temos queF 6= A, pois

←→
BP não intersectaAB e F 6= C,

pois B, P e C não s̃ao colineares (por quê isto implica queF 6= C?). Portanto
A − F − C. Só falta mostrar queF ∈ −−→BP . Mas isto decorre do fato queP e Q

est̃ao em lados opostos de
←→
BC eA eP est̃ao do mesmo lado de

←→
BC (por qûe?).

O interior do tri ângulo4ABC é o conjuntoint (4ABC) = H1∩H1∩ H̃1,

sendo queH1 é o lado de
←→
BC contendoA, H1 é o lado de

←→
AC contendoB e

H̃1 é o lado de
←→
AB contendoC. Um quadriĺatero¤ABCD é umquadril átero

convexoseA e B est̃ao do mesmo lado de
←→
CD , B e C est̃ao do mesmo lado

de
←→
AD , C e D est̃ao do mesmo lado de

←→
AB e A e D est̃ao do mesmo lado de←→

BC . Um polı́gono convexóe definido de modo análogo (todos os outros vértices

dever̃ao estar do mesmo lado de
←→
AiAj , se1 ≤ i < j = i + 1 ≤ n ou i = n e

j = 1).

EXERCÍCIO 1.48. Dados4ABC e pontosD, E e F , tais queB − C − D,
A− E − C eB −E − F , mostre queF ∈ int (∠ACD).

EXERCÍCIO 1.49. Mostre que seA−D−B eC eE est̃ao do mesmo lado de←→
AB , ent̃ao ou

−−→
DE ∩AC 6= ∅, ou

−−→
DE ∩BC 6= ∅.

EXERCÍCIO 1.50. Dados∠ABC e um pontoP , mostre que se a interseção−−→
BP ∩ int (AC) 6= ∅, ent̃ao P ∈ int (∠ABC). (Uma rećıproca das Barras
Cruzadas.)
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EXERCÍCIO 1.51. Mostre que sè ∩ int (4ABC) 6= ∅ ent̃ao ` encontra
4ABC em exatamente dois pontos.

EXERCÍCIO 1.52. Mostre que um quadrilátero¤ABCD é convexo se, e so-
mente se, cada vértice est́a no interior dôangulo oposto. (Por exemplo,A est́a no
interior de∠BCD, etc.)

EXERCÍCIO 1.53. Mostre que as diagonais de um quadrilátero convexo se in-
tersectam.

EXERCÍCIO 1.54. Prove a rećıproca, ou seja, se as diagonais de um quadrilá-
tero se intersectam então eleé convexo.



Apêndice A

Os Elementos de Euclides

OsElementosnão t̂em qualquer prêambulo, começando o primeiro livro com
uma lista de vinte e três definiç̃oes, das quais reproduzimos algumas.

Definições.

(1) Um pontoó que ñao t́em partes.
(2) Umalinha é um comprimento sem largura.
(3) As extremidades de uma linha são pontos.
(4) Uma linha reta é uma lnha que assenta igualmente com os pontos sobre

ela.
(5) Umasuperf́ıcie ó que t́em apenas comprimento e largura.
(6) As extremidades de uma superfı́cies̃ao linhas.
(7) Uma superf́ıcie planaé uma superfı́cie que assenta igualmente com as

linhas retas sobre ela.
(8) Um ângulo planóe a inclinaç̃ao em relaç̃aoà outra de duas linhas de um

plano que se encontram e não est̃ao sobre uma linha reta.
(9) Quando as linhas que contém o ângulo s̃ao retas, ôanguloé chamado

retilı́neo.
(10) Quando uma linha reta estabelece com uma linha retaângulos adiacentes

iguais um ao outro, cada um dosângulos iguaiśe reto, e a linha reta
encontrando a outróe chamadaperpendicular reta perpendicular̀aquela
a qual encontra.

(11) Um ângulo obtusóe umângulo maior do que um̂angulo reto.
(12) Um ângulo agudóe umângulo menor do que um̂angulo reto.

. . .

(23) Linhas retasparalelassão linhas retas que, estando no mesmo plano e
sendo prolongadas indefinidamente em ambas as direções, ñao se encon-
tram em qualquer das direções.

Em seguida, Euclides fornece uma lista de cinco postulados e cinco noções co-
muns. As noç̃oes comuns parecem ter sido consideradas como hipóteses aceitáveis
a todas as ciências ou admissı́veis por qualquer pessoa inteligente, enquanto os
postulados seriam hipóteses peculaires da Geometria.
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Apêndice B

Funções hiperb́olicas

As funç̃oes hiperb́olicas s̃aoúteis no estudo da geometria do plano hiperbólico.
Lembramos que o seno hiperbólico, o cosseno hiperbólico, a tangente hiperbólica
e a secante hiperbólica s̃ao definidas pelas seguintes fórmulas:

senh(t) =
et − e−t

2
, cosh(t) =

et − e−t

2
(B.1)

tanh(t) =
senh(t)
cosh(t)

=
et − e−t

et + e−t
,(B.2)

sech(t) =
1

cosh(t)
=

2
et + e−t

.(B.3)

Observe que o doḿınio de cada uma das funções acimáe a reta real inteira.́E fácil
provar que valem as seguintes identidades para todot ∈ IR:

cosh(t)2 − senh(t)2 = 1,(B.4)

tanh(t)2 + sech(t)2 = 1.(B.5)

A equaç̃ao (B.4)é particolarmente sugestiva: em quanto as funções trigonoḿetricas
seno e cosseno satisfazem a relaçãocos(t)2 + sen(t)2 = 1, que lembra a equação
do ćırculo x2 + y2 = 1, a relaç̃ao entre as funç̃oes hiperb́olicas sugere a equação
de uma hiṕerbolax2 − y2 = 1.

y=sech x

1
y

x

x

y=tanh x

1
y

x

y=cosh x

y y

y=senh x

x

FIGURA B.1. O gŕafico das funç̃oes hiperb́olicas
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A equaç̃ao (B.5) ńos diz que, para todot ∈ IR, o ponto do plano cartesiano
com coordenadas

(
tanh(t), sech(t)

)
est́a no ćırculo unit́ario. Na Figura B.1 estão

esboçados os gráficos das funç̃oesy = cosh(x), y = senh(x), y = tanh(x) e
y = sech(x).
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