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Prefacio

1 O objetivo desta disciplinadiscutir os fundamentos da geometria euclideana
(o gue e oporquedas construiies georatricas estudadas). Vamos fazer isto intro-
duzindo definies dos @rios objetos a serem estudadopastulados que \ao
definir e restringir as propriedades de tais objetos e “regulamentar” as céestruc
geonetricas permitidas. Vai ser muito importante o estud®dstulado das Para-
lelas(que diz que dada uma linlfa um pontaP fora dela, eréio existe umanica
linha passando paP e paralela &). Desde os tempos de Euclides (em torno de
300 AC) at o £culo XIX, diversos mateaticos tentaramprovar este postulado
a partir dos outros. Estas tentativas foram extremamenféefiag no sentido de
se descobriremarias construiles georatricas importantes, bem como novas geo-
metrias em que @o vale o postulado. Estas novas geomegiagie permitiram
Einstein formular a Teoria da Relatividade Geral (como ele mesmo reconheceu).

Neste texto edib includos \arios exerios. Os desenhos explicativo&ar
surgir numa edi@o posterior deste texto. Convido os leitores a fazerem seus
proprios desenhos, tentando entender o queestrito.

Iprefacio redigida para a primeira edig das notas redigidas pelo Prof. Bianconi.
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Introduc¢ &0: 0 método axiomético na Geometria

O método axionatico? na Matenatica foi introduzido na Teoria Gedtrica de
Euclides. Apesar do fato que a Mat&tica dos gregosao foi desenvolvida ou ap-
resentada exclusivamente na forrigada de postulados, o enorme impacto que ela
teve no desenvolvimento subsequente 0l grande que ela virou o0 modelo para
toda demostraip rigorosa em Mateatica. Tembm filosofos, como Espinoza na
sua obraEthica, more geometrica demonstratantaram uma apresen@agdos
seus argomentos em forma de teoremas deduzidos de defiregcaxiomas. Na
Matematica moderna, comecando com a tradiguclideana nosesulos XVII
e XVIII, o método axionatico se impous em todas aseas. Um dos mais re-
centes resultados dessa metologia foi a @dage uma nova disciplina: agica
Matematica.

Em termos gerais, o @iodo axionatico pode ser descrito da seguinte maneira:
provar um teorema no sistema dedutivo significa mostrar que o res@tadm
consedéncia bgica de algum resultado provado anteriormente. Esses outros re-
sultados devem ter sido provados da mesma forma, ou seja, como igEmsaq
de resultados anteriores, e assim vai. O processo de uma provaatiedéeseria
portanto uma tarefa impdsel de regresso infinito, ado ser que fosse permi-
tido de puder parar em algum ponto da regiesPevem portanto existir algumas
afirma@es, chamadas deostuladosou axiomas que sejam consideradas “ver-
dadeiras” sem necessidade de demon&trag’artindo desses axiomas, podemos
tentar deduzir todos os outros teoremas usando apenas argomeriigeae $e
todos os resultados de uma teoria digcda podem ser deduzidos de uiimmero de
axiomas, possivelmente poucos, simples e ais endio se diz que a teoria
apresentada em forma axiatica. A escolha das propo8is escolhidas como ax-
iomas da teori& basicamente arbitria, poém, as vantagens de uma form@ac
axiomatica §.0 minimas se os postuladoamforem simples e entimero pequeno.
Além disso, os postulados devem sensistentesno sentido que dois teoremas
deduzidos por elesam podem ser contraditos, e o sistema de axiomas deve ser
completg ou seja, todos os teoremas da teoria devem ser deduzidos por esses. Por
motivos de economid& tamiem desedjvel que os postulados sejamlependentes
no sentido que nenhum deles deve poder ser deduzido pelos outros. Aoquest
da consigncia e da completude de um sistema de axiognam assunto muito
delicado e muito debatido. Existem duasdés antiéticas sobre os fundamentos
da Matenatica, como consé@ncia de diferentes conviges filo$ficas sobre as
raizes do conhecimento humano. Se as entidades ratitexs forem consideradas
objetossubstanciaisium reino de “intuigo pura”, independentes de defigg e
de atos individuais da mente humana,a@nbbviamente &o existiria o problema

2Tradu@o livre de [L, Ch. IV, §9, 1]
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INTRODUCAO: O METODO AXIOMATICO NA GEOMETRIA vii

de contradifes,, & que os fatos mateaticos seriam afirmd@gs objetivamente ver-
dadeiras que descrevem a realidade. Nesga Visanteana” Ao teria portanto o
problema da “consigncia” para um sistema de axiomas. Infelizmente, o corpo
da Matenatica atual Ao pode ser reduzido a um sistema filiiso o simples.

As teorias intuicionistas mateaticas modernasao €10 baseadas no conecito de
intuicdo pura no amplo sentido Kanteano. Nessas teorias o infinito eavaher
aceito como criatura légma da intui@o, e nelas@o aceitas apenas propriedades
construtivas portanto, alguns conceitos$icos como @onfnuo seriam banidos,
algumas partes importantes da Mafgira atual seriam desconsideradas, e muitas
outras partes seriam seriamente complicadas.

A visao adoptada pelo “formalistag’ bastante diferente. Ele&am atribuem
uma realidade intuitiva aos objetos matgiwos, nem eles afirmam que um sis-
temas de axiomas expresse realidades obvias dadotuicpreocupap delese
apenas no procedimentodico formal baseado nos postulados. Essa atitewte t
uma primeira grande vantagem sobre o intuicionismo: ela gagahtatenatica
toda a liberdade necesta para teoria e aplicées. Por outro lado, essa ati-
tude ime ao formalista a necessidade de “provar’ que seus axiomas, gue agora
aparecem como mera criag da mente humanaaao levem a contradép. Nas
Ultimas dcecadas forma realizados grandes esforgos para produzior provas da con-
siséncia de um sistema de axiomas, pelo menos para os axiomas datfate
daAIgebra, e para a hgese do comhuo. Os resultados obtidoassignificativos,
mas o sucesso total ainéalonge. Pois, alguns resultados recentes indicam que
tais esfor¢cos &0 podem ser totalmente sucedidos, no sentido que dentmsgrac
de consiéncia e de completude poderiaexistir dentro de um sistema de ax-
iomas estritamente fechado. Surpreendentemente, todos esses argumentos sobre
os fundamentos procedem poétndos que @ construtivos, e direcionados por
esquemas intuitivos.

Acentuado pelos paradoxos da Teoria dos Conjuntos,

A totalidade dos axiomas da geometria forneagefiniio impicita de to-
dos os termos gedagtricos “indefinidos”, como os termos “linha”, “ponto”, “in-
cidéncia”, etc. Para as aplicGgé importante que os conceitos e 0s axiomas da
geometria tenha uma correspéndia fcil com os fatos fisicamente veriieeis
dos objetos “reais” e “tarigeis”. A realidade fsica atas do conceito de “ponto”
€ a de um objeto “muito pequeno”, como a ponta de uma caneta, em quanto uma
“linha reta” & uma abstrap de um “fio” extenso indefinitamente, ou de um raio de
luz. Se verifica que as propriedades dos pontos e das litgieasf correspondem
mais ou menos com os axiomas formais da geometaaéNbsurdo imaginar que
realizando experimentos mais precisos leve a necessidade de modificar os axiomas,
se os axiomas devem dar uma deswiadequada dos fémenos fsicos. Mas se
os axiomas formaisdo correspondessem mais ou menos com as propriedades dos
objetos fsicos, erio a geometriado teria um grande interesse. Portanto, tamb
para os formalistas, existe uma autoridade acima da mente humana que decide a
diregdo do pensamento matéatico.






CAPITULO 1

Geometria de Incidéencia

1.1. Postulados da Geometria de de Inci&hcia

Vamos comecar o estudo da Geometria introduzindo as duassipgncipais:
a de ponto e a de linha. Essas Deg esio relacionadas por uma colé@ccde
axiomas ou postulados

Uma geometria (plana) de incicéncia & um conjuntor que chamamos de
plano, cujos elemento&ie chamados dpontos, e uma farilia £ de subconjun-
tos der chamados dénhas. Os postulados de indhcia imf@em as primeiras
restrigdes sobre as linhas:

PosTuLADO 1. Dados dois pontos distintdB e (), existe umainica
>
linha ¢ € £ contendaoP e @, que podemos denotar conier)

POSTULADO 2. Cada linha/ € £ coném pelo menos dois pontos.‘

PosTuLADO 3. Existem pelo menosés pontos &o colineares (ou
seja, o numa mesma linha).

Com isto ainda temos uma classe muito grande de possibilidades, inclusive
geometrias finitas. Por exemplo= { A, B, C'} um plano com #&s pontos, tendo
como linhag/; = {A, B}, ¢/, = {A,C} el3 = {B,C}. E claro que valem osés
postulados para esta geometria.

ExERciclo 1.1. Dada uma geometria de inéidcia(r, £) e umalinha € L,
mostre que existe um poni® fora del. (Que postulados garantem isto?) Mais
geralmente, prove que vale a seguinte forma mais forte do Postulado 3 acima:

PosTuLADO (3b). Dados dois pontoslistintosP e Q em
existe um terceiro pontd® em tal que P, () € R nao S0
colineares.

EXERCiCIO 1.2 O planor da Geometria Analitica & o conjunto/R? dos
pares ordenados démeros reais. As linhagie as retag, ; . dadas por:

lope= {(:U,y) € R?:ax+by = c},

ondea, b, c € IR e(a,b) # (0,0). Mostre que estd uma geometria de ind@dcia.
(Sugesio: \erifique se valem os postulados: para o primeiro, ache a aqude

reta que passa pelos pontBse () em termos de suas coordenadas, verificando
que a reta nica. Na prova da unicidade, se observe que as tgtase (o i
coincidem exatamente quangdd, V', ¢') = A(a, b, ¢) por algum\ € IR\ {0}. Para
verificar o segundo postulado, prove que cada reta tem pelo menos dois pontos,
dando exemplos particulare€ dxemplo de &s pontos &o colineare}.

1
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FIGURA 1.1. Linha entre os pontoB e () ho plano da Geometria Hipéblica.

EXERciclo 1.3. O plano daGeometria Hiperbolica & o conjunto
H = {(z,y) € R? : y > 0}.
As linhas &0 de dois tipos: verticais
lo={(z,y) eH: 2 =a}

ou arcos de circunféncia

lpr = {(x,y) CH: (z—p)2+y= rg}'

Mostre que esté uma geometria de inddcia. Na Figura 1.1 mostramos como
construir a linha entre dois pontése Q emH que r&o sejam alinhados na dies
vertical.
(Sugesio: Verifique se valem os postulados: para mostrar aé&@xisd e a unici-
dade da linha unindo dois pontbse () deH, separe em dois casos:
e quandoP e() tém a mesma abscissa,
e quandoP e() tém abscissas diferentes.
No primeiro casoP e () sdo contido numa semireta vertical; no segundo caso, a
construéo da linha hiperblica porP e () pode ser construida geometricamente,
como sugerido pela Figura 1.1. Para verificar o segundo postulado, verifique que
cada linhaém pelo menos dois pontos, dando exemplos particulaéesxemplo
de tés pontos &o colineares)
Vamos agora introduzir outros modelos de geometria de @ncid obtidos
modificando o exemplo pa@lo da Geometria Antica.
ExXERCciclo 1.4. O plano de Moulton & o conjuntalR?, com linhas da forma

lo={(z,y) € R* .z =a},
gue $0 retas verticais, ou da forma
by = {(z,y) € R%:y=mx+ b},
comm < 0 (linhas retas de inclindgs negativas) ou da forma

linp = {(z,y) e R*: y=2max +1b, sex <0ey=ma+bsex >0},
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FIGURA 1.2. O plano de Moulton e suas linhas

\

FIGURA 1.3. O plano rasgado e suas linhas.

comm > 0, (linhas quebradas e de inclinacoes positivas quando passam pelo eixo
Oy). Mostre que esta tar@mé geometria de inci&hcia.

O proximo modelo de geometria de inéidciaé obtido tirando uma faixa do
plano da geometria andica, obtendo um plano quéaé conexo

-

EXERciclo 1.5. O plano “rasgado” & o conjunto:
m={(z,y) € R*:x <0ouz >1}
e suas linhas
sao da forma
lape={(2,y) Emiaz+by =},
onndea, b, c € IRe(a,b) # (0,0). Mostre que estauma geometria de ind@dcia.

EXERciclo 1.6. A geometria esérica ttm como plano a supécfe esérica
S? de equago: 22 + 32 + 22 = 1 no IR®. Suas linhas@ os drculos maximos
da supeificie esérica, que 3o dados pelas intersigs dos planos pela origem com
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FIGURA 1.4. Circulos maximos na esfera.

S2. Mostre que estafo & uma geometria de indécia
(Sug.: Pontos antipodaisa® unidos por infinitosicculos naximos distintos)

DEFINIGAO. Dada uma geometria de inéidcia(r, £), chamamoparalelas
duas linhad, /> € L tais quel; N ¢y = () ou tais que/; = 4s.

DEFINICAO. Umageometria projetiva planaé uma geometria de ind@dcia
gue tamém satisfaz mais dois postulados:

PosTuLADO (GP1) Cada linha tem pelo menoss pontos;

PosTuLADO (GP2) Dadas duas linha distintag, e /5, existe um
Unico ponto comuras duas linhas.

Observe que numa geometria projetiva plana, duas lirdaparalelasése
forem iguais. O exemplo mais importante de geometria projetiva plabapee-
sentado na Sép 1.2.

EXERciclo 1.7. Consideremos um plano formado popontos:
m={A,B,C,D,E,F,G},

e com a seguinte faitie £ de linhas: ¢, = {A,B,C}, ls = {A,D,E}, {3 =
{A, G, F}, by = {C, G, D}, U5 = {C, F, E}, lg = {B, G, E} el = {B, D, F}
Mostre que(m, £) € uma geometria projetiva plana. (Verifique se valem todos os
postulados.)

OBSERVACAO. Observe-se que o postulado (GP2p é satisfeito nos mod-
elos da Geometria Anidica, da Geometria Hipedica, no plano de Moulton e
no plano rasgado. Em cada uma dessas geometrias encontre exemplos de linhas
sem pontos em comum. Ta#@tn a na geometria égica postulado (GP2)ao é
satisfeito, pois todo par de linhas distintésitexatamente dois pontos em comum.

1.2. O Plano Projetivo
Partindo da Geometria Esica, encontrada no Exéc®o 1.6, vamos agora
estudar um objeto geagtrico de grande impdahcia: o plano projetivo.

Ja observamos que na Geometria éE®fa, pares de pontos antipoda@os
unidos por infinitas linhas distintas, e portanto o Postulado 1 das Geometrias de
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\ Identifique pontos antipodais

no equador.

FIGURA 1.5. O plano projetivo

Incidéncia rao € satisfeito. Para superar o problema, vamos definir um outro con-
junto de pontos obtido “identificando” os pontos antipodais da esfera (Figura 1.5).
Para formalizar essaééh, usaremos a naQ declasses de equiviahciade uma
relag@o.

Lembramos que, dado um conjuntg umarela¢do em X & um subconjunto
‘R do produto cartesian& x X; escrevemog ~ y sex,y € X Sa0 tais que
(z,y) € R. ArelaggoR & chamadaelacio de equivdnciase valem as seguintes
trés propriedades:

e (reflexiva) cada par da forma;, x), comz € X, est contido enk, i.e.,
x ~ x paratodar € X;
o (simétrica) se(z,y) € R, enBo(y,z) € R,i.e.,x ~yseedsey ~ z;
e (transitiva) se(z,y), (y,2) € R,enBio(z,z2) € R,i.e,x ~yey ~ z
implicax ~ z.
Dada uma relao de equivd@nciakR em X e dadar € X, chamamos delasse de
equivaéncia dex o subconjunt®R[x] C X definido por:

Rlz]={ye X :(z,y) ER};
mais em geral, dado um subconjutac X, denotamos cor®[A] o conjunto:
R[A] = {y € X : y ~ z poralgumz € A}.

Usando as propriedades das rékes de equivé@ncia,é un facil exerdcio verificar
as seguintes afirmaes:

(1) = € R[z] para todar; em particularR[z] # 0.

(2) x € R[y] implicay € R[x].

(3) As classes de equivaicia deR formam uma part@o de X em sub-
conjuntosdisjuntos i.e., dadose,y € X, ouR[z] = Ry] ou R[z] N
Rly] = 0.

Dada uma rel&gp de equivd@inciaR em X, oquocienteX /R & definido como
0 conjunto das classes de equaradias deR, i.e., os elementos d&/R sdo sub-
conjuntos deX da formaR[z], por algumz € X. Em outros termos, o quociente
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X/R pode ser pensado como o conjunto obtido identificando os elementos equiv-
alentes deX pelarelagoR.

Com isso, estamos prontos para a defiaido plano projetivo. Consideremos
o conjuntoX = S? da supefitie esérica de raiol centrada na dgem delR?, e
definimos a seguinte relag de equiv@nciaemX: x ~ y sex = y ou sex = —y.
Observe-se que, sec S?, —z & oponto antipodabe z. A verifica que~ & uma
rela@o de equivdnciaé muito simples; as classes de equévaia dessa relag
consistem exatamente de dois pont&$z] = {z, —z}. Chamamos esta rekag
derelagio de antipodalidademS?; sex € S?, definimosp(z) = {—z, 2} € P2.
A aplicagoyp : S? — P? & chamada daplicagio quociente

DEFINICAO. O plano projetivoP? & o quociente d&? pela relado de an-
tipodalidade. As linhas eii* s3o definidas como sendo os subconjuntoBdda
forma:

C=p(0) == {p(z): z € 1},
onde/ & uma linha da geometria ésica, ou seja/ & um drculo maximo deS?.

Observamos que dada uma linham P2, existe umdinica linha? emS? tal
quer(¢) = £; isso depende do fato que para toda lidleanS?, R[¢] = /.

Vamos mostrar agora que o plano projetivo, munido délfarde linhas de-
scrita acimaé uma geometria projetiva plana.

Para verificar o Postulado 1, consideremos dois pontos distintosaadstP
e @ no plano projetivdP?, issoé, P = {z, -z} e Q = {y, —y}, ondez,y € S?, e
x # +y. Comox ndo coincide cony nemé antipodal ag, enfio existe uménica
linha ¢ da geometria eéfica unindar e y emS?; segue quék(¢) € uma linha em
P2 unindoP e ). Se observe que toda linha &hpassante par coném tamiem
—z, e toda linha poy passa por-y; dessa observap segue que, de fat®,(¢) &
a(nica linha enP? que conémP e Q.

Para verificar que na plano projetivo valem os Postulados 2 e (GP1), obser-
vamos que toda linha e®? coném infinitos pontos dois a dois distintos &m
antipodais. Por exemplo, todos os pontos de um s@tudo maximo (tirando
um dos extremos)a® dois a dois distintos €an antipodais. Esse fato implica
facilmente que toda linha no plano projetivo cemtinfinitos pontos distintos.

Deixamos como exefcio para o leitor a véfica do Postulado 3 para o plano
projetivo. Sugerimos a seguinte obse@d@gca ser provada: sgy,z € S? sAo
pontos &o colineares, edb os ponto = {z, —z}, Q = {y, -y} esS = {z,—z}
SA0 pontos &o colineares erR?.

Finalmente, vamos verificar o postulado chave da geometria projetiva plana, o
Postulado (GP2). Dadas duas Iintﬂ@ge /5 emP?, egfao eiisterp exatamente duas
linhas/; ey emS? tais qUER (1) = /1 e R(l2) = 5. Sely # I, enfioly # lo,

e portanto/; N ¢; consiste exatamente de dois pontos antipodais:-z. Segue
que a interseip ¢, N ¢, € dada pelo pont® = {—z, x}.
Isso conclue a véicagao dos axiomas da geometria projetiva plana.

1.3. Postulado da Rgua. Exemplos

Agora vamos restringir mais nhossas geometrias. Vamos impor que cada linha
tem uma eégua graduada, ou seja, a cada ponto da linha associaremadsneron
real (o mimero que aparece na@gua, logo abaixo do ponto). Mais formalmente:
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POSTULADO 4 (Postulado da &ua) Para cada linha/, existe (pelo
menos) uma furdp f : ¢ — IR bijetora, chamada deégua def (ou
seja,f € uma regra que associa a cada potitae ¢ uminico Mimero
real f(P) e, dado um aimero realr € IR, existe untinico pontaQ de
¢ associado a;, f(Q) =r.)

E como se as linhas fossem tracadas com @maa graduada (talvez um pouco
torta, dependendo da geometria). A pontagjnd em cada instante estam cima
de um ponto dé e o rimero que aparece négua nesse lugé@r o valor associado
ao ponto.

Umageometria métrica € uma geometria conegua graduada em que fizemos
a escolha de umagua para cada linha e usamos estagias para definir uma

distanciad(P, Q) = | f(P) — f(Q)], sendof a régua escolhida para a Iinﬂ%.

IMPORTANTE. Daqui em diante, todas as geometrias consideradadcser
métricas, ou seja, asaguas & foram previamente escolhidas e umaalistia com-
pativel determinada.

EXERciclo 1.8. Consideremos na geometria dtiah uma reta de equago
ax + by = ¢, escolnemos dois pontos arfiios P = (xo,y0) € Q@ = (z1,91)
de ¢ tais que\/(z1 — 20)2 + (y1 — ¥0)2 = 1; qualquer outro pont® = (z,y)
desta ret@ determinado obtendo unuimero realt tal que(z,y) = (xo,v0) +
t(z1 — zo,y1 — yo). Neste caso, definimo§ R) como o valort obtido. No caso
deR = P,temos que = 0 e seR = , t = 1. Mostre quef & uma egua pard.

Verifiqgue que a digincia entre os pontodS = (uj,v1) e V = (ug,v2) (
definida a partir daggua) nesta geometiéa

d(U, V) = dE(U, V) = \/(UQ — ’LL1)2 + (U2 — 1}1)2.

SOLUCAO. Primeiro vamos mostrar ques, y2) da retaax + by = c existe
um Gnicot tal que(zz, y2) = (w0, %0) + t(x1 — 0, y1 — o). Com isto, obtemos
um sistema linear de duas eq@ias a uma inagnitat

{(fﬁl—fvo)t = T2 — X

(yi—vo)t = y2—12

e precisamos mostrar que tem ufimaca solugo. ComoP # @, enfio oux; #
Zg, OUY; # yo. NO primeiro caso, podemos isolada primeira equap, obtendo
t = (z9 — x)/(x1 — x0). Ddl, substitimos na segunda equagpara ver sé um
sistema pogsel de resolver; usando a eqaaqa retax + by = ¢, comoz; # zo,
a reta @o pode ser vertical. Por isso, o coeficiehtg 0 e podemos isolay em
funcdo dez, obtendoy = (¢ — ax)/b; assim temos qugs = (¢ — axy)/b e
yo = (c — axp)/b. Portanto, substituindona segunda equag, temos

(y2 — yo) a

= (iz—xo)m = 5 (21-20) = 420,

(w3 — o)
(21— 20)
ou seja, 0 sistema possvel e determinado e portanto tem uln@ica solu@o. No
caso em quey = x1, devemos ter qug, # v, € argumentamos de modcédwgo.
Agora, dador € IR, precisamos mostrar que o ponfdde coordenadas
(z3,y3) = (x0,90) + r(x1 — x0,y1 — yo) €SE na retaax + by = ¢, OuU Seja,

(y1—0)t = (y1—v0)



8 1. GEOMETRIA DE INCICENCIA

axs + bys = c. Substituindars por xg + r(z1 — x¢) € y3 Poryo + r(y1 — o), €
usando o fato qu& e () estio nesta reta, temos:

axz + bys = alzg + r(z1 — z0)] + blyo + 7(y1 — Yo)]
= (1 —r)(azo + byo) + r(az1 +by1) = (1 —r)e+re=c,

ou seja,R = (z3,ys) tamkem esh na reta.

Para verificar adrmula da disincia, sejamr = f(U) es = f(V') os valores
da regua correspondentes. BatU = (u1,v1) = (20, y0) + r(x1 — 0,y1 — Y0) €
V = (v1,v2) = (z0,y0) + s(z1 — zo,y1 — yo) €d(U, V) = |r — s|. Subtraindo as
duas equdies, obtemosu; — vi,uz —ve) = (r — s)(x1 — zo, Y1 — Yo ). Elevendo
ao quadrado cada coordenada e somando as duas,(temos; )? 4 (uz —v2)? =
(r —8)2[(x1 — 20)? + (1 — w0)?] = (r — s)?, pois escolhemo® e ) de modo
que(r; — x0)? + (y1 — vo)? = 1; tirando as razes quadradas, temos

AU, V) = |r—s| =/(r—s)2 =/(u1 — v1)2 + (uy — v2)2

gueé o que quéamos mostrar.

EXERciclo 1.9. A Geometria do Taxistatem o plano e as linhas da geome-
tria analtica mas com aséguas definidas pof(P) = y se/ & uma reta vertical
(de equagox = a) e (a,y) sdo as coordenadas dee f(P) = (1 + |m|)z sel
for uma reta ao vertical, de equa@py = mx + b, e (z, y) forem as coordenadas
de P. Verifique que nos dois casgs realmente umagua.

Verifique qued(P, Q) = |z1 — xo| + |y1 — yo| Nesta geometria, sendd =
(l’o,@/()) eQ = (xlvyl)'

EXERciclo 1.10. Na geometria hipeddica, dada uma linha da fornfa =
{(z,y) € H: = = a}, definof(P) = In(y), sendo quéa,y) & a coordenada de
P, e para uma linha da forntg,,. = {(z,y) € H: (z — p)? + y* = r?}, defino

sendo(z, y) as coordenadas d@& Mostre que em ambos os cagbé uma égua.
No caso dé€,, ., dado o fimero reat, o pontoP tal quef(P) = ¢ tem coordenadas
(z,y) comz = p + rtgh (t) ey = rsech (), sendo que

et —et 2

tgh (t) = m e secht = m

Verifique que a digincia nesta geometrgadada pot (P, Q) = |In(d/b)| seP tem
coordenadasa, b) e Q tem coordenada@:, d) (eso na mesma linha vertical) e
por

)

d(P,Q) = ‘m <d(“_p”))

b(c—p+r)
se P tem coordenada:, b) e Q tem coordenadag, d), coma # ¢ (esto na
mesma linhd,, ;).

IMais informa@es sobre as fuidgs hiperblicas $i0 encontradas na &pdice B.
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EXERciclo 1.11 No plano de Moulton, definimog : ¢ — IR por f(P) =y
se/ & uma linha vertical (de equagz = a) e (a,y) S0 as coordenadas d& f
como na geometria antta para/,, , comm < 0 e por

£(P) = av1l+4m? sea <0
|l evV1+m2 sea>0,

sendo queP tem coordenadas:, b) e es na linha quebrada

* —
m,b

{(a:,y) € R?:y =2ma+psex < 0ey = mx + p sex > O}, m > 0.
Verifique quef é regua e, neste caso, a distia entreP? = (a,b) eQ = (¢, d) &

_ [ de(P,(0,p)) +de((0,p),Q) seac <0
4P Q) = { dg(P, Q) ) caso confario,

sendo quelg & a dishncia da geometria antita (ou euclideana). Observe que a

condi@oac < 0 significa que os pontaB e ) esfio em lados opostos do eikhy.
EXERciclo 1.12 No plano rasgado, definimgs: ¢ — IR por f(P) = y sel

€ uma linha vertical (de equagz = a) e (a,y) SA0 as coordenadas dee por

F(P) = av'1+m?2 sea <0
(a—1)V1+m? sea>1,

sendo qué® tem coordenada@:, b) e esk na linha quebrada
{(z,y) e R* :y=mx +pex <0ouzx > 1}.
Verifique quef é regua e, neste caso, a distia entreP? = (a,b) eQ = (¢, d) &

de(P,(0,p)) +de((1,m+p),Q) sea<0ec>1,
>
d(P,Q) = ousec<0Oea>1

dr(P,Q) caso contrio,

sendo quelp € a dishncia da geometria afita (ou euclideana). Observe que as
condigesa < 0 ec > 1,0uc < 0 ea > 1 significam que 0s pontaB e () esto
em lados opostos da faidr, y) € R?: 0 < 2 < 1}, retirada deR>.

1.4. Relago de Ordena@o de Pontos

Numa geometria &trica, podemos estabelecer umaawde ordem entre 0s
pontos de cada linha, emprestada @&gua correspondente. Sejdi Qe R trés
pontos de uma linhée sejaf : ¢ — IR sua Egua. Dizemos qu€ — @ — R (Q
estientre PeR)sef(P) < f(Q) < f(R)ou f(R) < f(Q) < f(P).

EXERCicIO 1.13 Mostre que numa geometrigétnica, dada uma linhée sua
reguaf : { — IR, enfo:

(a) seAépontodedeg, h: ¢ — IR Ao definidas pog(P) = f(P)—f(A) e
h(P) = —f(P)+ f(A), enBog e h tamkEm 10 leguas deé compatveis
com a dishncia;

(b) sek : £ — IR & uma egua compatel com a diskncia, erio existe um
ponto A de/ tal quek = g ouk = h do item anterior;

(c) seP — @ — R pela éguaf enBo P — @ — R por qualquer outraéguag
de /¢ compaivel com a disincia.
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SOLUCAO. (a) Temos que mostrar que $te @ esto em?, d(P, Q)

l9(P)—9(Q)| = [h(P)—h(Q)|. Sabemos qué&(P, Q) = | f(P)—f(Q)I.
Com isto, temosy(P) — g(Q)| = [[f(P) — f(A)] — [f(Q) — f(A)]|
[f(P) — f(Q)] = d(P,Q) e [h(P) — Q)| = [[-f(P) + f(A)] -
[=1(Q)+ f(A)]] = [f(P) = f(Q)] = d(P, @), como quelamos mostrar.

(b) Sejad em/ tal quek(A) = 0. Enfao, para cada pont® de/, d(A, P) =
|k(P) — k(A)| = |k(P)| = |f(P) — f(A)|. Tirando os mdulos, ou
k(P) = f(P) — f(A) = g(P) ouk(P) = —[f(P) — f(A)] = h(P),
como quelamos mostrar. (O aluno deve completar esta demogstrac
mostrando que se uma dasrhulas vale para um ponto distinto de
en@o ela vale para todos os pontos.)

(c) Suponhamos qué(P) < f(Q) < f(R). Ento, dado um pontel de
e subtraindo o imero realf(A) de cada termo, temgq P) — f(A) <
F(Q)—F(A) < F(R)—f(A), ousejag(P) < 9(Q) < g(R); se multipli-
carmos por-1, invertemos as desigualdades, obterd@dR) + f(A) <
—f(Q) + f(A) < —f(P) + f(A), ou sejah(R) < h(Q) < h(P).
Em ambos os casos, permanece a ggld¢ — (Q — R, como queiamos
mostrar.

EXERciclo 1.14 DadosA e B dois pontos distintos de uma liniamostre
que existe umaéguaf de/ tal quef(A) =0e f(B) >0

EXERciclo 1.15 Mostre que s&”, Q e R sao pontos distintos de uma linha
¢, engo:

(@) SeP—-Q — RenBioR — Q) — P;

(b) Exatamente um dos casos ocotfe-QQ— R, ouP—R—Q,o0uQQ—P—R;
(c)seP-Q—Re@—R—-S,enboP—-Q—-SeP—-R- 5,

(d) P—Q — Rse,esomente sé(P, R) = d(P,Q) + d(Q, R).

SOLUGAO. (@) SeP—Q—R,enBof(P) < f(Q) < f(R)ou f(R) <
f(Q) < f(P) para a egua de/. Mas isto tambm se aplica par& —
Q- P.

(b) sendo os &s pontos distintos, os valor¢sP), f(Q) e f(R) sao distin-
tos; estes admitem unimica ordem emR; se f(P) < f(Q) < f(R)
ouf(R) < f(Q) < f(P), entio nehuma das desigualdades restasdtes s
posdveis: nemf(Q) < f(R) < f(P), nemf(P) < f(R) < f(Q), nem
F(R) < f(P) < £(Q) enemf(Q) < f(P) < f(R).

(c)seP —Q — Ref(P) < f(Q) < f(R), como@ — R — S, alnica
possibilidadeg f(Q) < f(R) < f(S) e portantof(P) < f(Q) <
f(R) < f(S), donde decorrequB —Q — SeP — R— S;sef(R) <
f(Q) < f(P),como@ — R— S, alinica possibilidadé f(S) < f(R) <
f(Q) e portantof(S) < f(R) < f(Q) < f(P), donde novamente
decorreque® — @ — SeP—-R—S.

(d) seP—-Q—R,entof(P) < f(Q) < f(R), donde decorrem as desigual-
dades) < f(Q)~f(P) < f(R)—f(P)e0 < f(R)—f(Q), ed(P,R) =
[f(P)=f(R)| = f(R)=f(P) = f(R)=f(Q)+[(Q)—f(P) = [f(R)—
F@QI+1£(Q)—f(P)| = d(P,Q)+d(Q, R);0u f(R) < f(Q) < f(P),
donde decorrem as desigualdafies f(Q) — f(R) < f(P) — f(R) e
0 < f(P) = f(Q) ed(P,R) = [f(P) = f(R)| = f(P) - f(R) =
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F(P) = £(Q) + f(Q) — F(R) = |f(P) — f(Q) + |f(Q) — f(R)] =
d(P,Q) + d(Q, R), como quelamos mostrar.

Para a reiproca, suponhamos quiP, R) = d(P,Q) + d(Q, R).
Como os tés pontos %o distintos, aginicas ordens compiaeis com tal
formula §i0 f(P) < f(Q) < f(R) ou f(R) < f(Q) < f(P), pois, por
exemplo, sef(R) < f(P) < f(Q), enBod(P,R) = f(P)— f(R) <
f(Q)— f(R) = d(Q,R) < d(Q,R) + d(P,Q). (Verifique as outras
possibilidades.)

EXERCicIO 1.16. Mostre que dados dois pontos distintbe B numa linha/,
existem ponto§’, D e E de/taisqueC — A— DeD — B — E. (Use umaggua
de/ para obter tais pontos.)

EXERciclo 1.17. Verifique que s&” = (—3,3), Q = (1,5) e R = (4,4)
esto emH, enfo P — Q — R na geometria hipedica.

ExERciclo 1.18 Verifique que s&” = (—1,-3),Q = (0,—1) e R = (1,0)
enfio P — @ — R no plano de Moulton. (Ache: > 0 eb € IR tais que estes pontos
estejam na linhd;, ,.)

Dados dois pontos distinto$ e B, sejal a linha que os codm. Definimos
a semi-reta AB como sendo o conjuntdP € ¢ : nao valeP — A — B} eo
segmentoAB como o conjuntdP € £ : P = A,ouP = B,ouA — P — B}.
Observeque?ﬁ ={Pe€l{:P=A0uA—P—-B,0uP = B,0uA— B — P}.

EXERciclo 1.19. Mostre que sed e B s3o pontos distintos em uma linlia
mostre que existe uméguaf de/ tal quezﬁ> ={Pel: f(P)>0}.

EXERcicIO 1.20. Mostre que sel e B s3o0 pontos distintos, eab:

(@) 4B = B4;
(b) AB # BA;
(c) AB = AB N BA;
(d) seC e AB eC £ A, enfioAB = ﬁ;
(e)seC—-A-B entioAB NAC éo pontoA.
SOLUCAO. (a) Observe qued — P — B € o mesmo quds — P — A.
Olhe para a defin#p de segmento.

(b) Mostre que existe um pont@ emAB mas o emBA . Sabemos que
existeC' tal queA — B — C (por q&?). Mostre que tal’ serve.

(c) Escreva o que significR estar em4 B e o que significa® estar em cada
uma das semi-retasB e BA . L

(d) Escreva o que significR estar em cada uma das semi-retds e AC e
mostre que se €em uma, tem que estar na outra, e vice-versa.

(e) @amﬁrﬁe, escreva o que signifieaestar em cada uma das semi-retas
AB e AC' .

1.5. Congrwencia de Segmentos

Outra no@o importante numa geometrieétricaé a decongruéncia de seg-
mentos dizemos quelB = CD (o segmentol B & congruente ao segmerdd)
sed(A,B) =d(C, D).

EXERCiclO 1.21 Mostre quei(A, B) > 0ed(A,B) =0se, e §se,A = B.
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SoLUGAO. Sejaf uma Egua numa linh&contendoA e B. Eniod(A, B) =
|f(B) — f(A)] > 0 (por defini@o de valor absoluto). S& A, B) = 0, ento
f(A) = f(B) e, comof & uma fun@o bijetora, isto implica qud = B. Recipro-
camente, sel = B, enfio f(A) = f(B) e, portantai(A, B) = 0.

EXERciclo 1.22 Mostre que= & umarelacio de equivaénciano conjunto
de todos os segmentos, ou seja, mostre que valergéapropriedades reflexiva,
simétrica e transitiva (lembre a defi@ig na jagina 5):

(a) AB = AB;
(b) seAB = CD entioCD = AB,;
(c) seAB=CDeCD = EF,enfi0AB = EF.
SoLUcAO. Use a definigio de= e as propriedades da igualdade.

EXERCiCIO 1.23 Mostre que sel e B sao dois pontos distintos, & existe
um Gnico pontoC tal queA — C — Be AC = CB (istoé,C € o ponto raédio de
AB.

SOLUCAO. Basta tomar umagguaf tal quef(A) < f(B) e tomar o pont@

>

na linha AB tal quef(C) = (f(A) + f(B))/2. (Por q& existe talf e tal ponto
C?)
EXERCICIO 1.24 Mostre que sel e B s3o dois pontos distintos, & existem
pontosC, DeFEtaisqueA—-C —-D,D—-—FE—-B,eAC=CD =DFE = EB.
EXERCicl0 1.25 Mostre que dadod e B distintos e um segment@D, enfio
- o
existe uminico pontoP emAB tal queAP = CD.

EXERCicIO 1.26. Mostre que dadod e B distintos e um segment@D, enfio

>

existem exatamente dois pontBs Q em AB tais queAP = CD e AQ = CD.
(Nos dois lados del.)

EXERCiclO 1.27. Mostre que dadosi e B distintos e um segment6'D,
enfo:

(a) (Soma de segmentogXxiste uniinico pontal emARB tal queA—B-P
e BP = C'D. (Podemos dizer quéP & a soma do segmentb3 com
CD.)

(b) (Diferenca de segmentosgxiste uminico pontoP em BA tal BP =
CD. (Podemos dizer qud P & a diferenca entre os segmentbB e
cD.)

(c) Mostre que dadod e B distintos e um segmentdD, existe uma&gua

f de AB tal quef(A) = 0, f(B) > 0 e f(P) = f(B) +d(C,D),
no caso da soma dos segmentg§ £) = f(B) — d(C, D), no caso da
diferenca dos segmentos.

SoLucAo. Ache primeiro agguaf tal quef(A) = 0 e f(B) > 0 (exerdcio
anterior) e mostre que os pontBstais quef(P) = f(B) + d(C,D) ou f(P) =
f(B) —d(C, D) resolvem o problema.

Dados tés pontos &o colineares!, B e C, definimos ddngulo ZABC como

—_— =
o conjuntoBA U BC' . O pontoB é overtice doangulo.

EXERCiclo 1.28 Dados tés pontos &o colinearesi, B e C, mostre que
(a) ZABC = ZCBA;
(b) LACB # LABC e /BAC # L/ABC;,
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(c) se P esh emﬁ, P # BeQ emﬁ, Q # B, enfoZABC =
/ZPBQ.
SOLUCAO. (@) ZABC = BA UBC = BC UBA = /CAB;
(b) ZABC = BA UBC # AB UAC = /BAC, etc.
(c) decorrem do fato quB8A = BP e BC = BQ.

1.6. Postulado de Separaip do plano

Vamos introduzir agora mais um postulado que restr@ngiais as geometrias
permitidas. Para isto precisamos definir alguns conceitos.

Um conjuntoA do planoé convexose, para todos os pares de ponfos @
em A, o segmentdPQ esh todo contido en.

EXERCicIO 1.29. Mostre que a inters@p de dois conjuntos convexésum
conjunto convexo.

SoLUGAO. SejamA e B convexos. Para mostrar quen B & convexo, pre-
cisamos tomar dois pontos arbitios P e ) na intersego A N B e mostrar que
todos os pontos do segmenRs) estio nesta inters@p.

SeP,Q € AN B, enfoP,Q € A e, portanto, todos os pontos &&) esfio
emA; masP,(Q € B tamkem, portanto todos os pontos do segmeR esto
em B. PortantoP(Q esh contido em4 N B.

EXERciclo 1.30 Mostre que &0 conjuntos convexos:
(a) o plano todo e o conjunto vazio;
(b) uma linhas; .
(c) uma semi retqﬁl_B_};
(d) uma semiretal B menos seuértice A;
(e) um segmentol B;
(f) ointerior do segmentd B (isto &, 0 segmento menos os pontbs B).

PosTuLADO 5 (Postulado de Sepaiés do plano) Dada uma linha

£, existem conjunto&l/; e H, (chamados déados de’) tais que:
() Hy e Hy S0 convexos;

(b) HHNnt¢=2,H,N{ =@ eH NHy, =@ e cada ponto dp

plano esh emHy, ou emH, ou emy;

(c) seP € H, eQ € H, enfio 0 segmentd(Q intersecta a

linha ¢ num pontaR.

EXERciclo 1.31 Mostre que numa geometriaétnica satisfazendo o postu-
lado da separ&@p do plano os conjuntd$; e H, nao 10 vazios.

SoLucAo. Observe que o postulad@m garante quél; e H, ndo sejam
vazios; o item (c) apenas diz que se existirem potos H, e Q € Hs enBo
etc. Para mostrarmos que existem tais pontos precisamos apelar para o postulado
3, que diz que existem pelo menoddrpontos &o colineares. Isto implica que
deve existir pelo menos um pontbfora de/. Enfio A deve estar eni/; ou Ho.
Digamos que esteja elff;. Precisamos mostrar que existe pelo menos um ponto

>

em H,. Paraisto, sej® € ¢ um ponto qualquer e sefa € AB talqueA— B—-C
>
(tal ponto existe pelo postulado degua). ComA ¢ ¢, ¢ # AB e portantcC' ¢ /.
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Como o segmentolC encontra/ no pontoB e sendoH; convexo,C' ¢ Hj.
PortantoC' € H,, ou sejaH # @.

EXERCIicIO 1.32 Mostre que nas geometrias dtiah, hiperlblica, do taxista
e do plano de Moulton vale o postulado da sep@Ewadp plano.

SoLucAo. Para cada uma delas, dada uma lidheerifique que ela separa
0 plano em dois conjunto&; e H,; mostre que estes conjunto&osconvexos;
mostre que vale sempre o item (c).

Este postulado tem cond#ncias importantes. Para éxfas, definiremos al-
gumasfiguras geonetricas. Um trianguloé um conjuntdN ABC = AB U AC U
BC, a unio de tés segmentos determinados p@stpontos4, B e C nao co-
lineares, chamados deértices Cada segmentd B, AC e BC & umlado do
triangulo. Umquadril atero & um conjuntdJABCD = AB U BC UCD U DA,
a uniBo dos quatro segmentos determinados pelos pafitaB, C' e D (seus
veértices), trés a tés réo colineares. Cada segmemid, BC, CD e DA & um
lado do quadriitero e os segmentosC' e BD sio suagliagonais Mais geral-
mente, umpoligono A1A4,... A, = AjA, U ... A, 1A, U A, A, e cada um
destes segment@sum de seus lados e cada poAtq(1 < i < n) seuvertice.

EXERCiclo 1.33 Mostre que os téingulosA ABC e AAC B sao iguais, mas
0s quadriateros JABC'D e JACBD nao €0 iguais, ou seja, se o pgbno tem
mais de tés \ertices, a ordem desteérticesé importante ao escrevehiA,. . . A,,.

EXERCicIO 1.34 Mostre que se vale o postulado da sepaoagdo plano:

(a) dada uma linhd e dois pontos distintod, B ¢ ¢, se AB intersect/,
i.e., seAB N/ # (), enfio A e B ficam em lados opostos de

(b) dado 0AABC, sel &€ uma linha que intersecta o ladd3, masA ¢ ( e
B ¢ ¢, enfio/ intersecta (pelo menos) um dos outros dois lados;

(c) dado 0AABC, sel & uma linha que intersecta o ladd, A ¢ ¢, B & ¢,
C ¢ ¢ e/ intersectadC enfio/ nao intersectaBC.

SOLUGAO. (b) SejamH,; e H> os lados dé. Como o segmentd B in-
tersectéd e A, B ¢ ¢, enfio A e B estio em lados opostos dePodemos
ter tiés situades: ouC € ¢ e, neste casd(C intersecta, ouA e C esfio
em lados opostos dee, tami&ém neste caséintersectadC, ou A e C
esfio do mesmo lado dée, portantoB e C esto em lados opostos de
e, portanto/ intersecta o lad@C.

(c) Suponhamos quéintersecte os &s lados ddA ABC, sem passar pelos
seus ertices. SejamP € AB, Q € AC e R € BC os pontos de
interse@o def com o AABC. Podemos ter &s casosP — Q — R, ou
P—R—Q,ouQ — P — R. Vamos apenas considerar 0 caso em que
P—(Q— R, deixando os outros como ex@io. Enfio os pontosl, Pe R

>

esBio do mesmo lado dBC, pois, sed e P estivessem de lados opostos,
>

0 segmentad P encontrariaBC' e o (inico ponto em que isto ocorreria

sO pode sei3. Mas isto implicaria quel — B — P, contradizendo o fato

de queP € AB. O mesmo tipo de raci@gio garante qué: e A tamkem
«—>

—

nao podem estar em lados opostos @€'. Como cada lado d&BC

e convexo eP e R estio do mesmo lado, o segmenf&R nao poderia
—

encontrar a linhaBC' no pontoQ. Esta contrad@o termina a prova.
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EXERciclo 1.35 Mostre que a geometria do plano rasgado wale o postu-
lado da separ&p do plano.

SoLUgAO. Use o exerftio anterior, obtendo um &ihgulo AABC e uma
linha ¢ que rao intersecta seugxtices, mas intersecta apenas um de seus lados.

Vamos introduzir um postulado para uma geometédrita:

PosTtuLADO 6 (Postulado de PaschpPados uma linhal e um
trianguloAABC, seD € ¢ & um ponto tal quel — D — B, en@io/
intersectaAC' ou/ intersectaBC'.

EXERciclo 1.36 Mostre que numa geometriagtnica o postulado de separa-
cao do plane equivalenteao postulado de Pasch.

SoLUCAO. Ja provamos gue se vale o postulado da separdg plano, efio
vale tamiém o postulado de Pasch. Vamos mostrar que se vale o postulado de
Pasch, efdto vale tambm o postulado da sepaga;do plano. Alguns detalhes
selo deixados aos leitores.

Suponha (b). Sej® ¢ /¢ (que existe pelo postulado 3) e definimbs =
{Q:Q=PouPQni{=0o}eH, ={Q :Q ¢ lePQn{ +# @}. Eno
HiNHy, = HiN{ = HyN{ = &, e todo ponto do plano ou @tm¢ ou emH; ou
em Hs. Falta mostrar quél; e H» SA0 convexos e que daddse H, e B € Ho,

0 segmentol B intersectd.

Vamos mostrar quéf; & convexo. Para isto, sejah B € H1, A # B, e
suponhamos qud # P e B # P (0s casos em qud = P ou B = P ficam
para os leitores). Queremos mostrar que todos os pontds3destio emH;. Se

—>

A, B e P esBo numa mesma linhdB,enBiooud - B—-PouAd - P - Bou
B — A — P. Mostre que em nenhum destes casbB, pode ter ponto nem d&
e nem de/. SeA, B e P nao €0 colineares, sejR € AB tal queA — D — B.
Sabemos qué nao intersecta nem P e nemBP (por qa?). SeD € ¢ ento/
intersectariad B, e por Pasch, deveria intersecthP ou BP. PortantoD ¢ /.
SeD € H,, enBo/ intersectaD P. Por Pasch, aplicado aosangulosAAD P
e ABDP, tefiamos qué¢ intersectariadP ou BP (por q&?), uma contradap.
Portanto, todos os pontos de3 estio emH;.

Vamos mostrar agora qué; é convexo. Para isto, seja) B € Hy, A # B.
Precisamos mostrar que todos os pontosidkeestio emH,. Novamente temos
dois casos, a sabet, B e P sao colineares. Eaboud - B—- PouB - A— P.
(Mostre que &o pode ocorred — P — B.) SeA — B — P, pela defini§o deH-

—> >

existe um pontaR € ¢ N BP, tal queB — R — P. Como AB=BP, o Unico
>

ponto de encontro décom AB & R. ComoA — B — R, os pontos del B esio
todos emH> (por qLe?). Suponhamos agora gde B e P sejam @o colineares.
Consideremos o @inguloAABP. Pela definigo deHs, ¢ intersecta ambos os
lados AP, no pontoR e BP, no pontoS. Vamos mostrar que nenhum ponto de
AB pode estar e Sejal’ € AB, A—T — B. SeT < ¢, podemos teR— S —T,
R—T—-So0ouS — R—T. Vamos considerar o cas® — S —(T_,)deixando 0s

outros dois para os leitores. ConsideremdsART, com a linhaBP ; temos que
BP#AT=AB e BP#AR= AP (poisA, B e P nao fi0 colineares); portanto
«— I - R

BP nao encontra neml R e nemAT (por q&?); como encontr&1 no ponto
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S, temos uma contradip ao postulado de Pasch. Aplicando Pasch amsgulos
NATP e ATBP, temos qud P intersectd (por q&?) e, portantd@ € H,, pela
definicdo deH,. PortantoH, &€ convexo.

Agora sejamd € H; e B € H,. Precisamos mostrar quiB intersectal num
pontoR. SeA = P, pela defini@o deH,, AB = PB intersect&d. SeA, B e
P nao $o colineares, comB P intersectal e AP nao intersectd (por qu&?), por
Pasch no tdnguloAABP, AB intersect& num pontoR, como queilamos. Se
A, B e P 530 colineares, comB P intersectd (pela defini§o deH,), sejaR este

—

ponto em comum. Temos qué — R — P e, comoA € BP, A € Hy, A # P,
A # ReA # B, temos que, ol — R — A (que rao pode ocorrer, poid € Hy,
queé convexo), ol® — A — R, ouA — P — R, o que implica quelB encontra/
em R, como queiamos.

IMPORTANTE. Daqui em diante assumimos que as geometrias consider-
adas o0 geometrias &tricas que satisfazem o postulado da sepacago plano.
Estas geometriasi® chamadas d&eometrias de Pasch

EXERciclo 1.37. Dado 0AABC e pontosD e E, tais queB — C — D e
A— E —C, mostre que existe um ponfo eﬁ, talqueA-F—-BeD—-E—F.
EXERciclo 1.38 Dado 0AABC e pontosD e F, tais queB — C — D e
A— F — B, mostre que existe um pontbeﬁ, talqueA—E—-CeD—-E—F.
EXERciclo 1.39 Dado oAABC e pontosD e E, tais queB — E — C e

—

A — D — B, mostre queAFE e CD se intersectam.

1.7. Interiores e o Teorema das Barras Cruzadas

O resultado maiséitil que & uma consaigncia do postulado da sepaiagdo
planoé o chamado Teorema das Barras Cruzadas. Ele permite provar que diago-
nais de quadrdteros, ou duas medianas de urarigulo, etc, se intersectam. Para
prova-lo, precisamos de alguns conceitos e resultados preliminares.

Definimos ointerior de uma semi reta AB como o conjuntont (ﬁ) dos
pontosP € AB tais queP # A (a semireta menos cévtice);interior de um
segmentoA B como o conjuntdnt (AB) dos pontos” € AB tais queP # A e
P # B; e ointerior do angulo ZAO B como o conjuntant (ZAOB) obtido pela

> «—

interse@o H, N H, sendoH; o lado deOB contendoA e H; o lado deOA
contendaB.

EXERciclo 1.40. Mostre que s AOB = Z/CPD en@oO = P eOA =
PC eOB = PD,ou0OA = PD eOB = PC. Mostre tambkm que, se
int (LAOB) = int (LCPD),en80/ZAOB = ZCPD.

EXERCiclO 1.41 Mostre que s/ AOB = ZCPD enfo oint (LAOB) =
int (ZCPD).

EXERCICIO 1.42 Sejal// um conjunto &o vazio e convexo do plano/eima

linha rao encontrand®”. Mostre que todos os pontos Hé estio do mesmo lado
de’.

EXERCicIO 1.43 Mostre que, dadod € ¢ e B ¢ / dois pontos, efdo todos
—
os pontos dént (AB ) es&io do mesmo lado de
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EXERCICIO 1.44 DadosA # B, C e D em lados opostos dd B, mostre
—_— . —
que AC nao intersectaB D .

—

SoLugAo. Todos os pontos do interior déC' esio do mesmo lado de B
R
queC (por g&?); todos os pontos ponto do interiori@® esto do mesmo lado de
—>

AB queD (por qu&?), quee oposto & '. Portanto as semi retadimse encontram
(por qe?).

EXERciclO 1.45 Mostre queP € int (ZAOB) se, e somente sé, e P esto
—

—>
do mesmo lado d&®B e P e B estio do mesmo lado d@ A .

EXERCICIO 1.A£Dado O0AABC, mostre que sel — P — C, enfio P €
int (LABC) eint (AB) esh contido enint (LABC).

EXERciclo 1.47 © Teorema das Barras Cruzaday SeP € int (Z/ABC)
enfio BP intersectaAC' numUnico pontoF comA — F — C.
SoLUCAO. SejaF tal queE — B — C (tal ponto existe pelo postulado da

—> .
regua). AlinhaBP cruza o laddZC do trianguloA ACE pelo pontoB. Portanto
— —
deve cruzar outro lado desteédmnigulo. Os interiores das semi retd® e AFE

>

esBo em lados opostos ddB, portanto @o se encontram. Sef@d um ponto

—

tal queP — B — Q. Enao A e () esio em lados opostos dBC'=FEC (por
—>

gué?). Portanto as semi-retd) e EA nao se encontram. Is@ a linhaBP
. — 4 —— . L.
nao intersecta o segmentby = AE N FA. Portanto existe unanico ponto

— >

F € ACn BP. Temos quel’ # A, pois BP nao intersectadB e F' # C,
pois B, P e C' ndo K10 colineares (por @uisto implica queF' # C?). Portanto
—_—

A — F — (C. $b falta mostrar qué” € BP . Mas isto decorre do fato que e Q)

> —>

esBio em lados opostos deC' e A e P esfio do mesmo lado dBC' (por qLe?).
O interior do tri Angulo AABC & o conjuntdnt (AABC) = HiNH, N Hj,
>

—

sendo qued; é o lado deBC contendoA, H; & o lado deAC contendoB e

- —>

H, € o lado deAB contendoC. Um quadriateroC]1ABC D & umquadril atero
—

convexose A e B esto do mesmo lado d&'D, B e C es@io do mesmo lado

— —

de AD, C e D estio do mesmo lado delB e A e D estio do mesmo lado de

—

BC'. Um poligono convexcé definido de modo axogo (todos 0s outrosvtices

—

devedo estar do mesmo lado dgA;,sel <i < j=i+1<noui=ne
j=1).

EXERciclo 1.48 DadosAABC e pontosD, E e F, tais queB — C — D,
A—FE—-CeB— E— F,mostre qué” € int (LACD).
EXERCiclO 1.49. Mostre que sel — D — B eC e E estio do mesmo lado de

—

y -
AB,enfoouDE NAC # @,0uDE N BC # @.
EXERciclo 1.50. DadosZABC e um pontoP, mostre que se a interses;

BP Nint (AC) # @, enfio P € int(LABC). (Uma regproca das Barras
Cruzadas.)
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EXERciclo 1.51 Mostre que s€& N int (AABC) # @ enfio / encontra
ANABC em exatamente dois pontos.

EXERCiclO 1.52 Mostre que um quadéteroldJABC D & convexo se, e so-
mente se, cadaévtice esh no interior dangulo oposto. (Por exempld, est no
interior deZBCD, etc.)

EXERciclo 1.53 Mostre que as diagonais de um quaatelo convexo se in-
tersectam.

EXERciclo 1.54 Prove a refproca, ou seja, se as diagonais de um quadril
tero se intersectam &t eleé convexo.



Apéndice A

Os Elementos de Euclides

Os Elementosiao £m qualquer pi@mbulo, comec¢ando o primeiro livro com
uma lista de vinte e &s definifes, das quais reproduzimos algumas.

Definicoes.

(1) Um pontod que r@o &m partes.
(2) Umalinha & um comprimento sem largura.
(3) As extremidades de uma linhaspontos.
(4) Umalinha retaé uma Inha que assenta igualmente com os pontos sobre
ela.
(5) Umasuperfcie 6 que €m apenas comprimento e largura.
(6) As extremidades de uma sugeitsao linhas.
(7) Uma superfcie planaé uma supeftie que assenta igualmente com as
linhas retas sobre ela.
(8) Um angulo plancé a inclinago em relagoa outra de duas linhas de um
plano que se encontram ames&o sobre uma linha reta.
(9) Quando as linhas que c@&m oangulo o retas, canguloé chamado
retilinea
(10) Quando uma linha reta estabelece com uma linhcaregalos adiacentes
iguais um ao outro, cada um dasgulos iguais reto, e a linha reta
encontrando a outre chamadgerpendicular reta perpendiculaquela
a qual encontra.
(11) Um angulo obtus@ umangulo maior do que ur@ngulo reto.
(12) Um angulo aguda umangulo menor do que uémgulo reto.

(23) Linhas retagaralelassao linhas retas que, estando no mesmo plano e
sendo prolongadas indefinidamente em ambas aese@o se encon-
tram em qualquer das dirées.

Em seguida, Euclides fornece uma lista de cinco postulados e cingesog-
muns. As noges comuns parecem ter sido consideradas contdsips acéitveis
a todas as éncias ou admisgeis por qualquer pessoa inteligente, enquanto os
postulados seriam hipeses peculaires da Geometria.
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Apéndice B

Funcdes hiperltblicas

As fungdes hiperblicas §iolteis no estudo da geometria do plano hipédo.
Lembramos que o seno hipétlto, o cosseno hipedtico, a tangente hipedtica
e a secante hipedtica a0 definidas pelas seguintésrhulas:

t —t t —t

(B.1) senh(t) = _26 . cosh(t) = _26
_ senh(t) e'—et
(B.2) tanh(t) = 4 = e
1 2
(B.3) sech(t) = =

cosh(t) et+et’

Observe que o domio de cada uma das fudes acima a reta real inteireE facil
provar gue valem as seguintes identidades parattaddR:

(B.4) cosh(t)? —senh(t)? = 1,
(B.5) tanh(t)? + sech(t)? = 1.
A equago (B.4)é particolarmente sugestiva: em quanto asdesg¢rigonoratricas
seno e cosseno satisfazem a ratagps(t)? + sen(t)? = 1, que lembra a equag

do drculo 2% + y? = 1, a rela@o entre as furiies hiperblicas sugere a equag
de uma higrbolaz? — y? = 1.

y=tanh x y=sech x

FIGURA B.1. O grafico das funges hiperblicas

20



B. FUNGOES HIPEREOLICAS 21

A equa@o (B.5) ros diz que, para todo € IR, o ponto do plano cartesiano
com coordenada&anh(t), sech(t)) est no drculo unitério. Na Figura B.1 eéb
esbocados os #ficos das funiesy = cosh(x), y = senh(z), y = tanh(x) e
y = sech(x).
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