MAT0220 - CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL IV
UMA NOTA SOBRE A FORMULA DE GREEN NO PLANO

PROF. PAOLO PICCIONE

Queremos provar a férmula de Green:

or, 0F;
0 /’F://(—————)Md,
OR R Oz 8y Y

onde F(z,y) = (Fi(z,y), Fo(z,y)) é um campo vetorial de classe C"
definido num aberto U que contem R, e R C R? é aregido do plano definida
por:
R={(z,y) eR*:a<z<b, gi(r) <y < go(v)},

la, b] é um intervalo em R, € g1, g2 : [a, b] — R s@o fungdes de classe C'' em
[a, b], com g1 () < go(z) para todo x. Do lado direito da (1) entende-se que
OR, que é um caminho de Jordan (i.e., simples e fechado) C''-por partes,
€ orientado no sentido anti-hordrio. Dada v uma curva parametrizada em
IR2, denotaremos com ~~ a curva obtida reparameterizando  com o sentido
oposto. Dados caminhos v, € 5 com ponto final de v, igual ao ponto inicial
de 79, denotaremos com y; © 7, a concatenacdo de v, € s.

O caminho OR pode ser expressado como concatenagdo dos caminhos C':
OR =707 ©7;,
onde as parametrizagdes das y;, 2 = 1, ..., 4 sdo dadas por:
-mw—am@%temm
o %2(t) = (bt), te [g(b),g:(0)]:
o Y3t (t92 ), t € a,b];
o nu(t) = (a,t), t€ [g(a),9(a)].

O lado esquerdo de (1) € calculado como segue:

/F:/F+/F—/F—/F
OR T Y2 Y3 Y4

e mais especificamente:
b

@) / F— / [Fu(t1(8) + Fa(t, 0u(8) 64(8)] dt:
7 a
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3) / / F2 b, t dt;
V2 g1(b)

4) / F = —/ [F1(t, g2(t)) + Fa(t, g2(t)) g5(t)] dt;

3

g2(a)
F = —/ Fy(a,t) dt.
g

1(a)

) |
i

4

Calculemos agora o lado direito de (1). Uma aplicacdo facil do Teorema
de Fubini fornece:

F @) 9y
= [ [/ OF 4.
a g1(x) ay

~ [ 1RG0 - A )]

dz

Para o calculo da segunda integral dupla em (1) precisamos lembrar a férmula
de derivacao numa integral dependente de um parametro. Dada uma funcao
G(x,y) de classe C'! na varidvel x, continua na varidvel y, e dadas g, (z), go(z)
funcgdes de classe C'!, entdo a fungio:

g2(x)

Hi) = [ Glag)dy

1(z)
é de classe C'!, e sua derivada é dada por:

g2(x)

H') = G(a,0:0)) a) ~ Gl i)+ [ S m)a.

g1(x)

Aplicando esta férmula a fungdo G(z,y) = Fy(z,y), obtemos:

/() aa?(x y)dy = H'(z) = Fy(,02(7)) g5(x) + F2(, 1(2)) g1 (),
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onde H(z) = fggf((;)) Fy(z,y) dy. Dat:

OF, B b g2() OF,
o [ Grmndsay= [ [ SRy da

1(z)
b
— [ [H@) - Blr.0:0)) g0) + Bl 01(0) g (0)] do

= H(b) — H(a) — / 5 (x,gg(x)) go(z) dzx +/ 5 (x,gl(x)) g1(z)

g2(b) g2(a)
z/ Fy(b,y) dy—/ Fy(a,y)dy
91(b) g1(a)

—/ Fy(z, go(2)) gé(az)daﬁ%—/ Fy(z,91(2)) g1 ().

Fica agora claro que a soma de (2),(3),(4) e (5) € igual a soma de (6) e (7),
provando a férmula (1).
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