Exercicios de Algebra Linear

Joao Ferreira Alves

1° Semestre 2006,/2007

Sistemas de Equacoes Lineares, Matrizes e Determinantes

Exerciciol Resolva por eliminacao de Gauss os sequintes sistemas de equagoes lineares:

r+2y=1
@) { r+3y=0

r+y=1
d){ 3x—y=2
r—y=20

r+2y+2=0
g) 4r + 10y + 102 =0
r+3y+42=0

204+ 2y+ 22+ 3w =3
J) A rv+yt+z+tw=1
3r+3y+32+2w=2

b) 20 +3y =1
4o 4+ 6y = 2

20 +2b+3c=1
e) 8 a+2b+c=0
a—b+c=0

h) 204+ 3y+z2=0
r+y+z=0

r+z+2w=0
k) 20+ 32+ 3w =0

Y+ 2w =2

r+2z2+w=0

) dr +5y =1
Y\ 120+ 15y =0

r+2y+3z2=1
f) R dx+Ty+72=3
2v4+3y+2=0

i) 21+ ro a3+ x4 =1
2$1+$2—$3+IL’4:3

Y1+ys+2ys =0

) y1+2y2tyst+ys=1
Y2+ 2y, =8
y1 +2y3 +ys =0

Exercicio 2 Discuta, em fun¢ao dos parametros o e 3, 0s sequintes sistemas de equagoes lineares:

r+4y+32=10
a)  20+Ty—22=10 b)
rT+oy+az=p

Exercicio'3 Considere o sistema de equagoes lineares

2042y —z =0y
dr + 4y + bz = b

2r+y+2z=—60
ar + 3y + 2z =20
20 +y+(a+1)z=4

e calcule os vectores (by, by, bs) € R3 para os quais o sistema é possivel.
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Exercicio 4 Determine um sistema de equagoes lineares cujo conjunto de solucoes seja:

)
b)
c)
d)
e)

®
Il

S
S
S
S
S

Exercicio'5 Sempre que possivel calcule:

] b [ 1

{
{
{
{
{

(#,1

10 0 2
a)2{211+3{61
2
d)[102]]|3
1
12 01
9) |31 10
0 3
00 17][30 4
j) 1010 2 10
100 2 20

(1+t1—t) t € R},
—2t,1) : t € R};
(3t,2t,1) : s,t € R};
(3t,2s,t —1) : s,t € R}
(1 —1t,2s,t) : s,t € R}

h)

k)

0

2}+{21
0 0 1
ol[1e]

101
f(”010 i)

101
0 0 30 4
10 2 10 1)
0 3 2 20

10}3
011

[0 1 10

10 0 0

1 0 07 (30 47
010 2 10
|00 1] | 2 20|
1 0 0730 4 7
010 2 10
20 1] 2 20|

Exercicio 6 Mostre que a inversa de uma matriz A € R™™", quando existe, é inica.

Exercicio 7 Mostre que se as matrizes A e B € R"*" sao invertiveis, entdo também AB é invertivel,

tendo-se ainda (AB)

l=plATL

Exercicio 8 Mostre que qualquer matriz tnvertivel se pode decompor no produto de matrizes ele-

mentares.

Exercicio'9 Sempre que possivel, calcule a inversa de cada uma das sequintes matrizes:

b)[(l)

a){g

w O =
w = O

1
e) |1 1 =1 §)
0

w O =

)yt

9)

OO O
OO =N
O~ NN W
— N W

d)

h)

(100
110
111

(1 0 10
0 1 01
1 0 21

1 -11 0
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Exercicio 10 Utilizando o exercicio anterior, resolva os sistemas de equagoes lineares:

r—y=0 r+z=1
B y+w=1
a) vty—z=1 1) r+2z2+w=-1
y+z=-1 r—ytz=1

Exercicio 11 Calcule o determinante de cada uma das sequintes matrizes e indique as que Sao
mnmvertiveis

- - 1 0 3
o |12 TN ¢)lo 31
L L | 0 0 3
1 0 0 (3 0 0 [1 -1 1
d 110 e) |01 2| |1 1 3
111 [ 05 0 0 1 1
1 12 22 31 1 0 0 3 1 0 0 2
0 3 11 16 1 10 3 012 3
D400 110 Plos11] V]oa212
|00 0 1 |02 2 2 3301
Exercicio 12 Sabendo que
a b ¢
d e f|=05,
g h 1
calcule:
d e f —a —b —c
a) | g h i b) | 2d 2e 2f
a b c —g —h —1i
a+d b+e c+f a b c
c) d e f d) |d—3a e—3b f—3c
g h 1 2g 2h 21

Exercicio 13 Sabendo que os valores reais v e § sao tais que:

1 2 ¥

) 1 1 (=1,

1 v+0 2
calcule

1 2 v

0 oy+ 62 26

oy gl
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Exercicio 14 Considere as matrizes

A: eB:

w O =
o = O
— O =
— O N
— N DN
NN N DO

Calcule: a) det(3A); b) det(A3B?); ¢) det(A™*BT); d) det(A*B~2).

Exercicio 15 Mostre que

A 1 1 1 1 1
A A+1 2 2 2 2
A A+ A+2 3 3 3 )\
AA+1 A+2 A+3 4 4 -
A A+ A+2 A+3 A+4 5
A A+ A+2 A+3 A+4 A+5
Exercicio 16 Calcule o determinante da matriz
D) Ao ]
1 A+1 1 1
B=|1 1 A+1 .. 1
i 1 1 1 1 A+1 |
Exercicio 17 Mostre que
1 1 1
)\% )\g )\g = ()\3 — )\2)()\3 — )\1)()\2 — )\1)

Exercicio 18 Recorra a regra de Laplace para calcular o determinante das sequintes matrizes:

10 3 110 11 1
a) |13 1 b) |2 3 1 )23 1
00 —3 1 6 0 |5 6 -3
1243 1 00 3 L1000
1133 1 103 L4060
d) ¢) £)l1 1030
0300 0 011 03113
022 2 5 2 2 2 (00025
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Exercicio 19 Calcular a matriz dos cofactores e a matriz inversa de cada uma das sequintes ma-
trizes:

a) ¢)

)
RN,
o = N
— =
—w o
- o o

11
b) | 2 0
1 2

N = O

Exercicio 20 Usar a regra de Cramer para resolver os sistemas de equagoes lineares:

y+2z=1 r+y=1
a) { 2v+4y+2=0 b)) 20+2=1
r+2y=1 r+2y+2z2=-1

Solucoes
1)

a) Sistema possivel e determinado: S = {(3,—1)}; b) Sistema indeterminado com uma in-
cognita livre: S = {(% — %y, y) RS ]R}; c) Sistema impossivel S = &; d) Sistema impos-
sivel: S = @; e) Sistema possivel e determinado: S = {(—1,0,1)}; f) Sistema impossivel:
S = @; g) Sistema indeterminado com uma incégnita livre: S = {(5z,—3z,2) : z € R};
h) Sistema indeterminado com uma incognita livre: S = {(—2z, 2, z) : z € R}; i) Sistema
indeterminado com duas incégnitas livres:

S = {(1 — %azg — %a:4,a:2, —1,x4) P X9, Ty € R}; j) Sistema indeterminado com duas in-
cognitas livres: S = {(—y — z,9,2,1) : y,z € R}; k) Sistema indeterminado com uma
incégnita livre: S = {(—3w,2 — 2w, w,w) : w € R}; 1) Sistema possivel e determinado
S =1{(-9,2,3,3)}.

2)

a) Se a # 11 o sistema é possivel e determinado; se @« = 11 e § = 20 o sistema é
indeterminado; se &« = 11 e 8 # 20 o sistema é impossivel. b) Se a # 0 e a # 6 o sistema
é possivel e determinado; se &« = 0 e § = —2/3 o sistema ¢é indeterminado; se & = 0 e
B # —2/3 o sistema é impossivel; se « = 6 e § = —2/63 o sistema ¢é indeterminado; se
a=6e 3 # —2/63 o sistema é impossivel.

3) by — 2b; — by = 0.
4)

a) T+ X9 = 2; b) {
$1+0$2+I3:1
5)

21 +wy =1 C){x1—3x3:0 . d) 21 + Oz — 375 = 3; e)

.1’3:1 ’ .1’2—2.1’3:0’

2 6 T 1] 00
a) [22 5],b) nao é possivel; ¢) ndo é possivel; d) [4]; e) {0 0],f) {1 0],
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521 L 2 1 30 4 2 20 30 4 30 4
g |5 1 3 ;h)[4 1 4};0 2 10 |35 2 10 |;k)| 2 10 |;)| 2 10
6 3 0 2 20 30 4 6 60 | 62 28
9)
Lo 1 1 0 0 [ 2 %
a)Amatriznéoéinvertl’vel;b){ } )[ 93 31};d) 1 1 0 |;e)]| =% =2
0 1 £ —2 3 38
3 3 0 —1 1 1 _1
L 3 3
1 -2 1 0 1 1 -1 1
.o lo 1 -2 1| 1 0 0 -1
f) A matriz ndo é invertivel; g) 0 0 1 -9 ; h) 0 -1 1 -1
0 0 0 1 -1 1 0 1
10)
a’) (0707_1)7 b) (4707 _371)
11)
1 9 11 103 1 00
au)det[2 1}:—3;b)det[1 1}:O;c)det 03 1|=9ddet|1 1 0]|=1;
00 3 111
o ey 31233:;%
e)det | 0 1 =30;f)det | 1 1 3| =0;g) det 0 0 1
0 5 0 0 1 1 0 0
100 3 1 00 2
1 103 0123
h)det0311 0)det0212:18.
02 2 2 33 01
Apenas as matrizes das alineas b), f) e h) nao sao invertiveis.
12)
a) 5; b) 10; ¢) 5; d) 10.
13) —o7.
14)
a) —b4. b) b) —128; ¢) —2; d) 1.
16) A",
18)
a) —9; b) —5; ¢) 16; d) 6; e) 15; f) —45.
19)

OO [ =0 =



-2 1 0 —2 -3 4 3 -1 —2
a)| 4 -2 1 |3p)| -2 2 —-1];0]l0 1 -1
~7 4 =2 1 -1 -2 0 0 3

20)
a) (—9,5,—2); b) (1,0, —1).

Espacos Lineares
Exeércicior21 Considere em R? o conjunto S = {(1,1),(2,2)}.

a) Mostre que o vector (—5, —5) é combinagcao linear dos vectores S.
b) Mostre que o vector (1,0) ndo é combinacao linear dos vectores S.
c) O conjunto S gera R*?

d) Determine a forma geral dos vectores (a,b) € L(S).

Exeér¢icion22 Considere em R? o conjunto S = {(1,1,1),(0,1,1),(1,2,2)}.

a) Mostre que o vector (2,3, 3) é combinacao linear dos vectores S.

b) Mostre que o vector (0,0,1) ndo é combinagao linear dos vectores S.
c) O conjunto S gera R3?

d) Determine a forma geral dos vectores (a,b,c) € L(S).

Exercicio 23 Sendo A uma matriz com m linhas, mostre que as colunas de A geram R™ se e sd se
a caracteristica de A é igual a m.

Exercicio 24 Mostre, com base no exercicio anterior, que em R™ qualquer conjunto com menos de
m vectores nao gera R™.

Exeércicio 25 Decida quais dos sequintes conjuntos geram R3:

a) {(1,3,3),(4,6,4),(=2,0,2),(3,3,1)};

b) {(17 07 0) ? (17 ]‘70) ) (17 17 1)}7

c) {(1,4,2),(0,0,0),(~1,-3,-1),(0,1,1)}.
d) {(26,47,29),(123,0,498)}

a) {(1,1,0,0),(0,0,1,1),(1,0,0,1),(0,1,1,0),(0,1,1, —1)};
b) {(1,1,1,1),(1,1,1,0),(1,1,0,0), (1,0,0,0)};

¢) {(1,1,1,1),(1,1,1,0),(1,1,0,0),(1,1,0,1)};

d) {(11,-12,1,1), (45,17, 1,20), (21,3,41,122)}.

Exercicio 27 Calcule o tinico valor de a que faz com que
S = {(17 L, 1) ) (17 0, 1) ) (07 2, 0) ) (37 2, a)}

ndo seja um conjunto gerador de R3.
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Exercicio 28 Considere em R® o conjunto S = {(1,0,1),(0,1,a),(1,1,b),(1,1,1)}. Calcule o
inico par (a,b) € R? que faz com que S nao gere R3.

Exercicio 29 Considere em R* o conjunto S = {(1,0,1,0),(0,1,0,1),(1,1,0,0),(1,1,1,a)}. Cal-
cule o tinico valor de a que faz com que S nao gere R,

Exercicio 30 Mostre que os sequintes conjuntos de vectores sao linearmente dependentes:

a) Em R3 7' = (1,1,2), ¥y = (2,2,4);

b) Em R3, o'y = (1,1,1), vy = (3,3,3), v'5 = (0,1, 1);

c) Em R*, o'y = (0,1,0,1), ¥’y = (1,0,1,0), v'5 = (2,3,2, 3);

d) Em R, 'y = (0,1,0,1), vy = (1,0,1,0), 7’3 = (2,0,1,3), v'4 = (0,0,0,0).

Exercicio 31 Decida quais dos sequintes conjuntos de vectores sao linearmente independentes:

0), ¥y = (1,0,1,0), v'3 = (0,0,1,1), v4 = (0,1,0,1).
2 = =(3,1,1).

Exercicio 32 Mostre que as colunas de uma matriz A sao linearmente independentes se e s6 se a
caracteristica de A é igual ao nimero de colunas de A.

Exercicio 33 Mostre, com base no exercicio anterior, que em R™ qualquer conjunto com mais de
m vectores é linearmente dependente.

Exercicio 34 Decida quais dos sequintes conjuntos sao linearmente independentes:

a) Em R®, {(1,1,1),(1,2,1)};

b) Em R3, {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)}:

¢) Em R, {(1,1,1),(2,2,0),(0,0,1)};

d) Em R3, {(2,46,6), (23,2, —123),(1,23,1), (1,10, 1)} ;

e) Em R4, {(1,0,—1,0), (4,0,—3,1),(2,0, =1, 1)}

f) Em RY, {(1,0,—1,0),(4,0,—3,1),(2,1,—1,1)};

g) Em R47 {(1717 17 )7(17 17 170)7(17 17 70)7(1707070)}?

h) Em R4, {(1,23,1,14), (1,12,1,0), (24, —1,0,0), (11,19, 17, —123), (101, 119, 1, 1)}.

Exercicio 35 Calcule o tinico valor de a que faz com que os vectores de R*
1 =(1,0,0,2), vy = (1,0,1,0), 03 = (2,0,1,0a)
sejam linearmente dependentes.
Exeércicio 36 Considere em Py (espago dos polindmios com grau < 2) o conjunto S = {1 +t,1 — t2}.

a) Mostre que o vector ¢ + t? ¢ combinagao linear dos vectores de S.
b) Mostre que o vector ¢ nao ¢ combinagao linear dos vectores de S.
c) O conjunto S gera Py?

d) Determine a forma geral dos vectores p(t) € L(.5).


Paolo
Realce

Paolo
Realce

Paolo
Realce


Exercicio 37 Mostre que os polindmios
pr(t) =142t =12, pp(t) =3+t p3(t) =5+ 4t — 1%, py (t) = —2 + 2t — #*
geram Ps.

EX@f@iéio 38 Considere espaco vectorial das funcoes reais de varidvel real. Mostre que cada um dos
sequintes conjuntos é linearmente dependente.

a) {2,sin*(t), cos’(t)} b) {cos(2t),sin2(t)2, cos?(t) }
c) {e', et cosh(t)} d) {1, (t+1)"}.

Exercicio 39 No espaco vectorial das fungoes reais de varidvel real considere n vectores f; : R — R,
fo:R—=R,..., f, : R — R. Mostre que se existirem niimeros ty, ta,..., t, € R tais que

fit)) fa(ts) o ful(ty)
fi(ta) falte) .. fol(t2)

70,

fi(t) fo(t) o fut)

entao os vectores f1, fa,..., fn sdo linearmente independentes.

Exercicio 40 Mostre, recorrendo ao exercicio anterior, que os conjuntos de vectores
{1,t,¢'} e {sin(t), cos(t),t cos(t)}

sao linearmente independentes. Sugestao: mo primeiro caso fagat, =0, to =1, t3 = —1, no sequndo
facat; =0, to =7/2, t3 = .

Solucoes

22)

c¢) S nao gera R3; d) L(S) = {(a,b,c) e R3: ¢ —b=0} = {(a,c,c) : a,c € R}.

25)

a) S nao gera R3; b) S gera R3; ¢) S nao gera R3; d) S nao gera R3.

26)

a) S gera R*; b) S gera R?*; ¢) S nao gera R*; d) S nao gera R*.
7
8
9
1

a) Linearmente dependentes; b) Linearmente independentes

\)

[\)
-~

3.
a,b) = (0,1).
1.

[\)

—_ — T —
S
I

w

9
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34)

a) Linearmente independentes; b) Linearmente independentes; ¢) Linearmente depen-
dentes; d) Linearmente dependentes; e) Linearmente dependentes; f) Linearmente inde-
pendentes; g) Linearmente independentes; h) Linearmente dependentes.

35) a = 2.
36)
¢) S nao gera Po; d) L(S) = {c — b+ bt + ct? : b,c € R?}.

Bases e dimensao

Exercicio 41 Tendo em conta os exercicios 23 e 32, mostre que as colunas de uma matriz A com

m linhas constituem uma base de R™ se e s6 se A é uma matriz invertivel.

Exercicio 42 Mostre que em R™ quaisquer m vectores linearmente independentes constituem uma

base de R™. Mostre que em R™ quaisquer m geradores constituem uma base de R™.

Exercicio 43 Mostre que qualquer base de R™ tem m vectores.

Exércicio’d4 Determine quais dos sequintes conjuntos sdo bases de R?:

a) {(1,0), (0, 1)};

b) {(1,1),(0,3)};

c) {(1,0),(0,3),(2,5)};
d) {(1,2)};

e) {(1,1),(0,0)}

a) {(1,1,1),(1,0,1),(1,1,0)};

b) {(1,1,1),(1,0,1),(1,2,1)};

¢) {(3,0,0),(1,1,0),(2,2,2),(1,3,5)}
d) {(1,1,1),(2,2,0)}.

a) {(1,0,1,0),(1,1,0,0),(0,0,1,0), (2,1, —1,0)};
b) {(1,3,0,0),(1,1,3,1),(2,2,3,2),(2,3,3,2),(2,4,1,2) };
) {(2,0,0,2),(1,1,0,0),(0,0,2,3),(1,2,1,2)};
d) {(2,0,0,2),(1,1,0,0),(1,2,1,2)}.
Exercicio 47 Seja B= {71, Uy} a base de R? constituida pelos vectores

71 =(1,0) e vy = (1,1).

10
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a) Qual é o vector de R? que nesta base tem coordenadas (2,2)?
b) Calcule as coordenadas do vector (3,5) nesta base.

¢) Mediante uma matriz de mudanca de base apropriada, calcule
as coordenadas de um vector (a,b) € R? nesta base.

Exercicio 48 Seja B = {¥'1, Uy, U3} a base de R® constituida pelos vectores
71 =(2,0,0), 7y =(1,1,0) e U3 = (1,1,1).

a) Qual é o vector de R? que nesta base tem coordenadas (0,3,5)?
b) Calcule as coordenadas do vector (2,0, 1) nesta base.

¢) Mediante uma matriz de mudanca de base apropriada, calcule
as coordenadas de um vector (a,b, c) € R? nesta base.

Exercicio 49 Seja B= {71, Uy, U3} o subconjunto de Py constituido pelos polindmios
71:1+t7 72:1+2t 673:t2 .

a) Mostre que B é uma base de Ps.

b) Qual é o polinémio que nesta base tem coordenadas (1,3, —2)?
c) Calcule as coordenadas do vector 2 + 2t — 2 nesta base.

d) Mediante uma matriz de mudanca de base apropriada, calcule
as coordenadas de um polinémio a + bt + ct? nesta base.

Exercicio 50 Represente graficamente cada um dos sequintes subconjuntos do plano, identificando
0s que sdo subespacos lineares de R?:

(r,y) e R?: 2 =0};

S={(z,y) eR?: 2 +y=0};

S={(r,y) eR?*:x+y=0ex—y=0};
d) S={(z,y) eR?:z+y=1};
S={(r,y) e R*: 2? +9* =1}.

Exercicio 51 Represente graficamente cada um dos sequintes subconjuntos do espago, identificando
0s que sdo subespacos lineares de R3:

a)S={(r,y,2) eR¥:x+y+2=0};
b) S={(z,y,2) eR* :x+y+2z=1}
c)S={(r,y,2) ER*:x+y=0ex—y+2:=0};
d)S:{(I,y,z)€R3:x+yzlex—y—|—22:0};
S
S

={(z,y,2) e R¥: 22 +y> + 22 = 1};
= {(z,y,2) € R® : zyz = 0}

11
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Exercicio 52 Para cada uma das sequintes matrizes, calcule bases para o espago das colunas e para
o espago nulo. Calcule ainda a caracteristica e a nulidade:

11 1 21

a)[l 0] b)_l 1} c){112]

11 1.0 0 1 =1 1

d) |21 e)| 1 1 Hl1 1 3

1 2 (111 0 1 1
ey 1230
g3 6 0 31 hg o, N BT
3421 (4301 0 1 1

Exercicio 53 Calcule uma base e a dimensao de cada um dos sequintes subespagos lineares:

z,y) ER? 1z +y =0}

r,y,2) ER i +y+22=0};

r,y,2) ER:x+y+z=0ex+y+22=0};
,zw) ERVir+y+2+w=0ex+y+22=0};

SLILY.@.1). (1L2)

L{(1,—1,1),(1,1,3).(0,1,1)}
L{(1,4,-2.3),(3,6,0,3),(3,4,2,1)}.

Exercicio’54 Mostre que se U e V' sao subespacos de um espaco linear E, entao também U NV é
um subespago de E. Mostre ainda que U UV é um subespago de & se e s6 U CV ouV CU.

Exercicio’ 55 Mostre que se U e V' sao subespacos de um espaco linear E, entao subconjunto

U+VY 0 +7 : TeUev eV}
¢ o menor subespaco de E que contém U U V.

Exeércicio’56 Calcule uma base e a dimensao de cada um dos sequintes subespacos de R3:

a)S={(r,y,2) eR3:z+y+2=0}N{(z,y,2) eR3:2+y—-32=0};
b) S={(z,y,2) eER3:2+y+2=0}NL{(1,1,1),(0,1,1)};

c) S=1L{(1,0,0),(0,0,1)} N L{(1,1,1),(0,1,1)};

d) S=L{(1,0,0),(0,0,1)} + L{(1,1,1),(0,1,1)};

e) S={(z,y,2) ER¥:x+y+2=0}+L{(1,1,1),(0,1,1)};
f)S={(z,y,2) eER* 2 +y+2=0}+{(z,y,2) ER3:2+y—32=0}.

Exercicio 57 Considere o espago linear Ps (polindmios com grau menor ou igual a 3)
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a) Mostre que o conjunto {p(t) € Ps : p(0) = 0} é um subespaco linear

de P3. Calcule uma base para este subespaco.

b) Mostre que o conjunto {p(t) € Ps : p(1) = 0} é um subespaco linear
de P3. Calcule uma base para este subespaco.

c¢) Mostre que o conjunto {p(t) € Ps : p(1) = p(0)} é um subespaco linear
de P3. Calcule uma base para este subespaco.

Exercicio 58 No espaco linear V' das funcoes reais de de varidvel real duas vezes diferencidveis,
considere o subconjunto

S={feV.f"=2f + f=0}.

a) Mostre que S é um subespaco linear de V'

b) Mostre que o conjunto {e',te'} é uma base de S. Sugestao: mostre que se f € S,
entdo f(t)e”* ¢ um polinémio com grau < 1.

c) Mostre que, dados a e b € R, existe uma e uma s6 funcao f € S tal que f(0) =a
e f'(0) = b. Sugestao: tenha em conta que o conjunto {e‘, te'} é uma base de S.

Solucoes

45)

a) E base de R?; b) Nao ¢é base de R?; ¢) Néao ¢é base de R?; d) Néo é base de R.
46)

a) Nao é base de R*; b) Nao ¢ base de R*; ¢) E base de R?*; d) Néo é base de R*.
47)

a) (4,2); b) (=2,5); ¢) (a —b,b).

48)

a) (8,8,5); b) (1,—1,1); ¢) (3a — 3b,b— ¢, ¢).

49)

b) 4 + 7t — 2t%; ¢) (2,0, —1); d) (2a — b,b — a, ).

50)

a) E subespaco de R?; b) E subespaco de R?; ¢) E subespaco de R?; d) Nao é subespaco
de R?; e) Nao é subespaco de R2.

51)

a) E subespaco de R?; b) Nao é subespaco de R?; ¢) E subespaco de R?; d) Nao ¢é
subespaco de R?; e) Nao é subespaco de R3; f) Nao ¢ subespaco de R3.

53)

a) {(=1,1)} & base de S, logo dim(S) = 1; b) {(-1,1,0),(—

1 2,0,1)} ¢ base de S, logo
dim(S) = 2; ¢) {(—1,1,0)} ¢ uma base de S, logo dim(S) = 1;d) {(-1,1,0,0),(—1,—1,1,1)}
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¢ base de S, logo dim(S) = 2. e) {
¢ base de S, logo dim(5) = 2; g)

56)

a) {(—1,1,0)} é base de S, logo dim(S) = 1; b) {(—2,1,1)} &€ base de 5, logo dim(S) = 1;
d) {(1,0,0),(0,0,1),(1,1,1)} & base de S, logo dim(S) = 3..

57)

a) {t,t?} ¢ uma base de S; b) {t — 1,#> — 1} ¢ uma base de S; c¢) {1,t?> — ¢t} é uma base
de S.

(1,1),(1,2)} ébasede S edim(S) = 2; ) {(1,—1,1
{(1,4,-2,3),(3,6,0,3)} & base de S, logo dlm( )=

Tranformacoes Lineares

Exercicio 59 Determine quais das sequintes transformacgoes sao lineares:

a) T:R? = R?, T(z,y) = (z,y);

b) T:R? —» R?, T(x,y) = (x + 1,y);

c) T:R* - R2 T(x,y) = (cos (0) x —sin () y,sin () z + cos (§) y), com 0 € R;
d) T:R? - R2, T(z,y) = (22% + 2y, v);

e) T:R3—R3 T(r,y,2) = (2x+y,z+ 2y, + 2y + 2);

HT:R— R T(x,y,2) = (v + 3,0+ 2y + 2,y — 42);

g T:R* >R T(z,y,z,w) = 2x+y— z+w,z+y— 32);

) (17173)}

Exeércicio 60 Considere a transformagao linear T : R? — R? definida por T'(x,y) = (2 + y, z + 2y).

Calcule a representac¢do matricial de T na base B = {01, U3} quando:

a’) 71 - (170)7 72 = (07 1)7
ﬁ

2 — (270)7
1

Exércicio’61 Considere a transformacao linear T : R® — R3 definida por
Calcule a representacdo matricial de T na base B = {01, V'3, U3} quando:

a) vy =(1,0,0), vy =(0,1,0), ¥'3 = (0,0,1);
b) 7’1 = (0,2,0), ¥y = (0,0,2), 7’3 = (2,0,0);
c) 71 =(1,0,0), Uy = (1,1,0), ¥'5 = (1,1, 1).
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Exércicio62 Considere a transformacao linear T : R®* — R? definida por
T(x,y,z) = 2z +y,z+3y).

Calcule a representac¢do matricial de T' nas bases By = {U1, W, W3} e By = {01, U2} quando:

a) wy,=(1,0,0), Wy =(0,1,0), w3 =(0,0,1), 1 = (1,0), vy = (0,1);
b) @1 = (0,2,0), s = (0,0,2), w3 =(2,0,0), 71 = (1,0), 5 = (0,1);
c) w1 =(1,0,0), Wy = (1,1,0), w5 = (1,1,1), v'1 = (1,1), ¥y = (1,2);
d) Wy = (1,0,0), wy = (0,1,0), w3 = (0,0,1), vy = (1,1), ¥y = (1,2).

Exércicio 63 Scja T : R? — R? a transformacao linear que na base candnica de R? é representada

por
2 1
1 2]

Calcule mediante uma matriz de mudanca de base apropriada:

a) a representagio matricial de T na base v = (0,2), vy = (2,0);
—
v

b) a representacio matricial de T na base v'; = (1, 1),

2 (172

Exercicio 64 Seja T : R?® — R? a transformacao linear que na base candnica de R3 é representada
por

1
1
0

—_ O =
e )

calcule mediante uma matriz de mudancga de base apropriada:

a) a representacdo matricial de 7' na base v, = (0,2,0), Vs

@l <]

(0 0 )773 (27070);
,1,0), v'g =

2
,0), Uy =(1,1,1

b) a representacio matricial de T na base v’ = (1,0,0), 1,

2 =

Exércicio 65" Scja T : R? — R? a transformacdo linear que na base candnica de R? é representada
por
3 2
il

Exercicio 66 Scja T : R? — R? q transformacdo linear que na base v = (1,1), vy = (1,2) é
representada por
3 2
i
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Exercicio 67 Seja T : R®* — R? a transformacao linear que na base candnica de R3 é representada
por

O ==
_ o N
N O =

Calcule T (z,y, z).

Exercicio 68 Seja T : R? — R? a transformacdo linear que, na base v'1 = (1,0,0), v'» = (1,1,0),
Vg = (1,1,1) é representada por

1 21

1 00

01 2
Calcule T (z,y, z).

Exercicio 69 Calcule bases para o espago nulo e para a imagem de cada uma das sequintes trans-
formagoes lineares.

a)T:R* - R T(z,y) = 2z +y,2z +v);

b) TR - R, T(a,y) = (x+ .2 — y);

)T :R¥—=R3 T(x,y,2) = (x+y+222+2y+22y—2);

Q) T:R—-R3 T(x,y,2) = (v +2y — 2,20 + 4y — 2z, —x — 2y + 2);
e) T:R3 = R3 T(r,y,2) = (v — 2,0+ 22,y + 32);
HT:R—>R: T(x,y,2) = (v — 2,y + 2);

g)T:]RQ"—ﬁR2 T(z,y,2) =2z +y — 32, —6x — 3y + 92);
h)T:R =R T(z,y) = (z+y,x —y,x);

T:R? - R3 T(z,y) = 2z +y, 4z + 2y, 0);

—e
~—

Exercicio 70 Seja T : R? — R? a transformacéo linear que na base v, = (1,1), 0y = (1,—1) é
representada pela matriz
3 3
kil

Calcule bases para o espago nulo e para a imagem de T .
Exercicio 7l Seja T : R? — R3 a transformacdo linear que na base
U= (-1,1,1), vy = (1,-1,1), 73 = (1,1, 1)

¢ representada pela matriz

=
—_ O =

2
2
2
mdeT.

Calcule bases para o espago nulo e para a image
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Exercicio 72 Seja T : R" — R™ uma transformacao linear e A a matriz que representa T’ nas bases
canonicas de R" e R™. Comente as sequintes afirmagoes:

a) A dimensao do nticleo de T' coincide com a nulidade de A;

b) T & injectiva se e s6 se a nulidade de A é igual a zero;

c) T ¢ injectiva se e s6 se a caracteristica de A coincide com o nimero
de colunas de A;

d) A dimensao da imagem de T' coincide com a caracteristica de A;

e) T & sobrejectiva se e s6 a caracteristica de A coincide com o nimero

de linhas de A.
Exercicio 73 Scja T : R3 — R? a transformagao linear definida por

a) Calcule a matriz que representa 7' na base canénica.

b) Calcule uma base para o nicleo de T'. A transformagao T' é injectiva?
c¢) Calcule uma base para a imagem de T'. T' é sobrejectiva?

d) Resolva a equacao T'(z,y,2) = (1,1)

e) Existe algum vector (a,b) € R? para o qual a equagao T'(x,y, 2) = (a, b)
¢é impossivel?

f) Existe algum vector (a,b) € R? para o qual a equacao T(x,y, z) = (a,b)
é possivel e determinada?

Exercicio 74 Seja T : R?* — R3 a transformacao linear que na base candnica de R? ¢é representada
pela matriz

SN =
S = N
NSRS )

a) Calcule uma base para o micleo de T'. T' é injectiva?

b) Calcule uma base para a imagem de 7T'. T é sobrejectiva?

c¢) Resolva a equacao T'(z,y, 2z) = (3,3,0)

d) Existe algum vector (a, b, c) € R3 para o qual a equacao T(z,vy, z) = (a,b, )
é impossivel?

e) Existe algum vector (a,b, c) € R? para o qual a equagao T'(z,vy,2) = (a, b, c)
¢ indeterminada?

Exercicio 75 Seja T : R? — R? a transformacdo linear que na base v = (1,1), vy = (1,0) é
representada por
2 4
e
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a) Calcule uma base para o nicleo de T'. T' é injectiva?

b) Calcule uma base para a imagem de T'. T é sobrejectiva?

c¢) Resolva a equacao T'(z,y) = (3, 2)

d) Existe algum vector (a,b) € R? para o qual a equagao T'(z,y) = (a, b)
¢é impossivel?

e) Existe algum vector (a,b) € R? para o qual a equagao T(x,y) = (a,b)
é possivel e determinada?

Exercicio 76 Seja T : R® — R® a transformacdo linear que na base v, = (1,1,1), v'5 = (1,1,0),

V'3 = (1,0,0) é representada por

O =N
N =~ DN

1
2
0

a) Calcule uma base para o nicleo de T'. T' é injectiva?
b) Calcule uma base para a imagem de T'. T é sobrejectiva?

c¢) Mostre que equagao T'(x,y, z) = (2,4,0) nao tem solugoes.

¢é indeterminada;
Exercicio 77 Seja T : R? — R? a transformacao linear definida por
T(r,y)=(r+yz+2y).

a) Calcule a matriz que representa 7' na base canénica.
b) Mostre que T ¢ bijectiva e calcule T (x, y).
c) Resolva a equagao linear T'(z,y) = (1,1).

Exercicio 78 Seja T : R3 — R3 a transformagao linear definida por
T($>yaz) = (:L'+y+z,x+2y—4z,z)

a) Calcule a matriz que representa 7' na base canénica.
b) Mostre que T' ¢ bijectiva e calcule T~ (x,y, 2).
c¢) Resolva a equagao linear T'(z,y, z) = (1,1, 2).

Exercicio 79 Seja T : R® — R® a transformacdo linear que na base v, = (1,1,1), ¥

V'3 = (1,0,0) é representada por

0
0
-1

o O =
o = O

a) Mostre que T' ¢é bijectiva e calcule T (z, y, 2).
b) Resolva a equacao linear T'(z,y, z) = (1,2,1).
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Exercicio 80 Seja T : Py — Ps a transformacao linear definida por
T(p(t)) =p'(t) — 2p(t).
a) Calcule a matriz que representa 7" na base {p1(t), p2(t), p3(t)} com
pi(t) =1, pa(t) = t e pa(t) = *.

b) Mostre que T' ¢ bijectiva, e calcule a matriz que representa 7! na mesma
base. Conclua que T7*(q(t)) = —3q(t) — 7¢'(t) — £¢"(t), para qualquer ¢(t) € Ps.
c) Resolva, em Py, a equagao linear p/(t) — 2p(t) = 1+t + t.

Exercicio 81 Seja T : Py — Ps a transformagao linear definida por
T(p(t)) = £2p"(t) — 2p(t).
a) Calcule a matriz que representa 7" na base {p1(t), p2(t), p3(t)} com
pi(t) =1, pa(t) = ¢, ps(t) = ¢*.

b) Calcule uma base para N (T) e conclua que T nao é injectiva
nem sobrejectiva.
¢) Resolva, em Py, a equagao linear t?p”(t) — 2p(t) = 1.

Exercicio 82 No espaco linear V das funcoes reais de de varidvel real duas vezes diferencidvers,
considere a transformagao linear T :'V — V definida por T (f) = f" = 2f" + f.

a) Recorra ao Exercicio 58, para encontrar uma base para N (7).
b) Sabendo que f(t) = 1 é uma solucao da equagao linear T (f) = 1, calcule
a unica solucdo da mesma equagao que verifica f(0) = f'(0) = 0.

Solucoes

60)

o[ Ta] [Tl 1)

62)

SRR FE Tl I T I
63)

o1 {6
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011 010
AB=|110:0)B=|100].
1 01 01 2
65) T'(x,y) = (3x + 2y, z + 2y).
66) T(z,y) = (4z, 4z + ).
67) T'(z,y,2) = (v + 2y + 2,2,y + 22)
68) T'(z,y,2) = 2r +y,x + 2,y + 2).
69)

a) {(1,—2)} é base de N(T') e {(1,1)} é base de Z(T);

b) Tem-se N(T) = {0}, logo @ é base de N(T). Uma base para Z(T) pode ser
{(17 1) ) (17 _1)};

c) Tem-se N (T) = {(—22,2,2) : z € R}, logo {(—2,1,1)} é base de N(T). Uma base
para Z(7T) pode ser {(1,2,0),(1,2,1)};

d) Tem-se N (T) = {(—2y,y,0) : z € R}, logo {(—2,1,0)} é base de N(T'). Uma base
para Z(7T) pode ser {(1,2,—-1),(—1,-2,—-1)};

e) Tem-se N (T') = {0}, logo @ ¢ base de N'(T'). Uma base para Z(T') pode ser
{(1,1,0),(0,0,1),(—1,2,3)};

f) Tem-se N(T) = {(z,—2,2) : 2 € R}, logo {(1,—1,1)} é base de N(T). Uma base para
Z(T) pode ser {(1,0),(0,1)};

g) Tem-se N'(T) = {(32 — 1y,y, 2) : y,zER} logo {(—3,1,0),(2,0,1)} é base de N'(T).
Uma base para Z(T") pode ser {(2, —6)};

h) Tem-se N( ) = {0}, logo @ ¢ base de N(T). Uma base para Z(T) pode ser
i) Tem-se N { —31,y) sy € R}, logo {(—3,1)} ¢ base de N'(T'). Uma base para
Z(T) pode ser {( ,0)}.

70) {(0,1)} é base de N(T), e {(5,1)} é base de Z(T).
71) {(—1,0,1)} & base de N(T), {(1,2,1),(0,2,0)} & base de Z(T).
73)

) 11 0
YVl o)
b) {(—1,1,0)} & base de N(T). A transformagao T nao é injectiva pois dim N (T") # 0.

c) {(1,1),(0,—1)}¢é base de Z(T'). A transformagao T" ¢ sobrejectiva pois dimZ(7) = 2 =
dim R?

d) O conjunto das solugdes é N(T') + (1,0,0) = {(1 — y,y,0) : y € R}
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e) Nao existe porque T' é sobrejectiva.

f) Como T ¢é sobrejectiva e nao injectiva, a equagao T'(z,y, z) = (a,b) é possivel e inde-
terminada, para qualquer (a,b) € R2.

74)
a) Tem-se N (T) = {(0,0,0)}, logo T ¢ injectiva.

b) Uma base para Z(T) ¢ {(1,2,0),(2,1,0),(2,4,2)}, logo Z(T) = R3 pelo que T ¢é
sobrejectiva.

¢) A tnica solucdo da equagao é (—2,1,3/2).

d) e e) Como T é bijectiva a equacao T'(x,y, z) = (a,b,c) é possivel e determinada para
qualquer (a,b, c) € R3.

75)

a) {(1,2)} é base de N(T'), logo T néo & injectiva.

b) Uma base para Z(T') é {(6,4)}, pelo que T" nao é sobrejectiva.
c) O conjunto das solugoes ¢ {(0,—1)} + N (7).

d) e e) Como T' é nao injectiva nem sobrejectiva, a equagao T'(z,y) = (a,b) ¢ impossivel
ou indeterminada para qualquer (a,b) € R2.

76)
a) {(1,1,2)} é base de N (T'), logo T néo é injectiva.
b) Uma base para Z(T") é {(8,6,2),(—2,0,0)}, pelo que 7" nao é sobrejectiva.

d) e e) Como T é nao injectiva nem sobrejectiva, a equagao T'(z,y, z) = (a, b, ¢) é impos-
sfvel ou indeterminada, para qualquer (a,b,c) € R2.

77)
11 B o » i
a) 1 9| b) T7 (z,y) = (22 — y,—x + y); ¢) Como T & bijectiva, a tinica solugao da
equagao & o vector (x,y) =T71(1,1) = (1,0).
78)
11 1
a) | 1 2 —4 |;b) T (z,y,2) = (2x —y — 62, —x + y + 52,2); ¢) Como T ¢é bijectiva,

00 1
a tinica solugao da equagao é o vector (z,y,2) = T1(1,1,2) = (—11, 10, 2).

79)
a) T Yz,y,2) = (—z + 2y,vy, 2); b) A tnica solugio da equagao ¢ (3,2, 1).
80)

N[00 [ = [ =

DN [ =S [ =

o) 1t

o
o
&
o o
o
|
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-2 0 0
a) | 0 —2 0 |;c) O conjunto das solucdes é {—1 + ast? : a3 € R}.
0 0 0

Valores e vectores préprios

Exeércicio'83 Seja T : R? — R? a transformacado linear definida por T(z,y) = (z + 2y,2x +y).
Considere os vectores U1 = (2,1), vy = (—1,1), V'3 = (2,3) e V4 = (4,4), e identifique os que sio
vectores proprios de T'. Diga ainda quais sao os valores proprios de T'.

Exeércicio84 Scja T : R? — R3 a transformacao linear definida por
T(z,y,z) = (0,y+ 32,3y + 2).
Considere ainda os vectores v, = (2,1,1), vy = (0,—1,1), ¥'3 = (1,0,0), v4 = (—1,1,3) e

s = (0,3,3), e identifique os que sdo vectores proprios de T. Diga quais sdo os valores proprios de

T.
Exercicio 85 Scja T : R3 — R3 a transformagao linear definida por
T(x,y,z) = (x+2y+22,20+y+22,2x 4+ 2y + 2) .

Considere os vectores v, = (2,1,1), vy = (1,1,1), U3 = (=2,0,2), ¥4 = (-1,1,3) e U5 =
(—1,1,0), e identifique 0s que sdo vectores proprios de T'. Quais sao os valores proprios de T ¢

Exercicio 86 Seja T : R* — R? a transformacdo linear definida por T(xz,y) = (v +y,x +y).
Mostre que os vectores 1 = (1,—1) e vy = (1,1) determinam uma base de R? constituida por
vectores proprios de T'. Calcule a representagdo matricial de T' nesta base.

BX@feicio 87 Scja T : R3 — R3 a transformacao linear definida por

T(z,y,2) = (y,9,9) .

Mostre que os vectores v, = (1,0,0), ¥y = (1,1,1) e ¥'3 = (0,0,1) determinam uma base de R>
constituida por vectores préprios de T. Calcule a representacao matricial de T' nesta base.

Exeércicio 88 Seja T : R? — R? a transformagao linear definida por T(z,y) = (z + 2y, 3y).

a) Calcule o polinémio caracteristico de T

b) Calcule os valores préprios e os subespagos préprios de T

c) Determine uma base de R? constituida por vectores préprios de 7. Qual
¢é a representacao matricial de T' nesta base?
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Exeércicio89 Scja T : R? — R? a transformacao linear que na base candnica de R? é representada

pela matriz
2 3
A= {3 ’ }

a) Calcule o polinémio caracteristico de T';.
b) Calcule os valores préprios e os subespagos préprios de T

c¢) Determine uma matriz de mudanca de base S e uma matriz diagonal
D tais que D = S~1AS.

Exercicio 90 Scjo T : R? — R? a transformacdo linear que na base candnica de R? é representada

pela matriz
2 1
A= {0 ! ]

a) Calcule o polinémio caracteristico de T’;.
b) Calcule os valores préprios e os subespagos préprios de T
c¢) Mostre que nao existe uma base de R? constituida por vectores préprios de 7.

Exercicio 91 Seja T : R? — R3 a transformacao linear definida por
T(x,y,z) = (y+ 2,2y + z,y + 22) .

a) Calcule o polinémio caracteristico de T';.

b) Calcule os valores préprios e os subespagos préprios de T

c¢) Determine uma base de R3 constituida por vectores préprios de 7. Qual

é a representacao matricial de T' nesta base?

d) Designando por A a matriz que representa 7' na base canénica de R3, determine
uma matriz de mudanca de base S e uma matriz diagonal D tais que D = S1AS.

Exercicio 92 Secja T : R? — R3 a transformacdo linear definida por
T(x,y,z) = (3z,2y + 2,2z2).

a) Calcule o polinémio caracteristico de T
b) Calcule os valores préprios e os subespagos préprios de T
c¢) Mostre que nao existe uma base de R?® constituida por vectores préprios de 7.

Exercicio 93 Seja T : R?® — R? a transformacao linear que na base candnica de R3 é representada
pela matriz

0 O
7 -1

9
A= 1|3
3 -2 8
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a) Calcule o polinémio caracteristico de T';.
b) Calcule os valores préprios e os subespagos préprios de T

c¢) Determine uma matriz de mudanca de base S e uma matriz diagonal D
tais que D = S1AS.

Exercicio 94 Considere as matrizes:
11 -1 2 10 —4
A‘{o 2]’3_[—4 51 60_[24 —10]'
Mostre que todas sao diagonalizdveis e calcule A™, B™ e C", para n € N.
Exercicio 95 Considere as matrizes:
1 1 2 1
A:[_l 11632[_4 2].

Mostre que as matrizes A e B (ndo sendo diagonalizdaveis enquanto matrizes reais) sao diagonalizaveis
enquanto matrizes complexas. Calcule A" e B™, paran € N.

Exercicio 96 Mostre que se uma matriz A € C**2 ndo ¢é diagonalizdvel, entdo existe uma matriz
de mudanca de base S € C**? tal que

Al

A:S[OA

. . . Aot
S™ e mais geralmente A" = S 0 A" ST,

onde \ designa o unico valor préprio de A.
Exercicio 97 Com base no exercicio anterior calcule A™ e B™ com
1 1 2 1
A_{—l 3] 63_{—1 4]'
Exercicio 98 Considere o sistema de equagoes diferenciais lineares

(9] (] ema-[12]
t 3t).

Decida quais dos sequintes pares de fungoes sao solugoes deste sistema: (—et et), (%, e3), (el,e
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Exercicio 99 Considere uma matriz A € R**? e designe por S, o conjunto das solugoes do sistema

AECIEETEE
(1) 5 (t)
a) Mostre que Sa com as operagoes usuais de adicdo e multiplicacGo por escalar tem
estrutura de espaco linear.
A1
0 X

uma base para Sp, e portanto

b) Mostre que se D = [

] , entdo os pares de fungoes (e, 0) e (0, e*?!) constituem

Sp = {(cle)‘lt, 626)\2t) DC1,09 € ]R} .

Sugestdo: mostre que se (z1(t),z2(t)) € Sp entdo x1(t)e ™! e zy(t)e 2t sdo funcdes
constantes.

Al
0 A

uma base para Sy, e portanto

¢) Mostre que se J = ], entdo os pares de fungoes (e, 0) e (teM, eM) constituem

S; = {(cle’\t + cote, CQG’V) 1C1,09 € ]R} .

—At

Sugestao: mostre que se (x1(t), x2(t)) € Sy entdo xs(t)e é uma fungao constante e

x1(t)e ™ é um polinémio com grau < 1.

d) Mostre que se S é uma matriz de mudanca de base e B = S™'AS, entdio tem-se:

sa={s| ) | a0 € 0}

21
a=[21]
a) Mostre que A é diagonalizével, identificando uma matriz diagonal D

e uma matriz de mudanca de base S tais que A = SDS™!.
b) Resolva o sistema de equagdes diferenciais

{ 201 () + 22 (t) =

Exercicio 100 Considere a matriz

Exercicio 101 Considere a matriz
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a) Mostre que A é diagonalizével, identificando uma matriz diagonal D
e uma matriz de mudanca de base S tais que A = SDS™L.
b) Calcule a unica solucao do problema de valores iniciais

21 (t) + m (t) = 2 (t) B -
{ —2x1(t) + 5o (t) = 2 (t) 21(0) =1, 22(0) = —1.

3 1
A= [ 3l ] .
a) Mostre que A nao é diagonalizével, identificando um bloco de Jordan J

e uma matriz de mudanca de base S tais que A = SJS1.
b) Resolva o sistema de equagoes diferenciais

{ 3x1(t) + 2o (t) =

/
1
—x1(t) + bz (t) = 24

-1 9
=
a) Mostre que A nao é diagonalizédvel, identificando um bloco de Jordan J

e uma matriz de mudanca de base S tais que A = SJS1.
b) Calcule a unica solu¢do do problema de valores iniciais

—a1(t) + 922 (t) = 24 (t)
{ —a(t) + 5y (1) = a(p) 0 10 =5 w(0) =2

Exercicio 102 Considere a matriz

Exercicio 103 Considere a matriz

Exercicio 104 Classificar as sequintes matrizes simétricas, em definidas positivas, definidas nega-
tivas, semidefinidas positivas, semidefinidas negativas ou indefinidas:

2 F 2 Y B2 e

- 120 (2 0 1
d){QO] e) 210 f)lo —20
00 3 1 0 2

Exercicio 105 Classificar as sequintes formas quadrdticas, em definidas positivas, definidas negati-
vas, semidefinidas positivas, semidefinidas negativas ou indefinidas:

a) Q(z,y) = 2% + y* + 2ay;

b) Q(z,y) = 222 + 2y* + 2zy;
c) Q(z,y) = =322 + 2yx — 2y
d) Q(z,y) = 32% + 4yz;

e)

Q(x,y,2) = 22 + y* + 322 + dyx;
Q(x,y,2) = 22% — 2y? + 222 + 2z,
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Solugoes

83) Temos T'(2,1) = (4,5) # A(2, 1), para qualquer A € R, logo ©'; ndo ¢é vector préprio
de T. Temos T(—1,1) = (1,—1) = —1(—1,1), logo ¥’y é vector préprio de T associado
ao valor préprio —1. Temos T/(2,3) = (8,7) # A(2,3), para qualquer A € R, logov's ndo
¢ vector préprio de T'. Temos T'(4,4) = (12,12) = 3(4,4), logo ¥4 é vector préprio de T
associado ao valor préprio 3. Os escalares —1 e 3 sao os tinicos valores préprios de 7.

— = — ~ P x
84) Os vectores v'g, U'3 € U5 sdo vectores préprios de T'. Os escalares —2, 0 e 4 sdo os
tnicos valores préprios de T'.

— = — o~ foe ~
85) Os vectores U9, U3 € U5 sa0 vectores proprios de T. Os escalares —1 e 5 sédo os
tnicos valores préprios de T'.

00
86)_02
[0 0 0
87) | 0 1 0
1000
88)

a) P(A) = (1=X)(3—X); b) Os escalares 1 e 3 sdo os tnicos valores préprios de 7.
Os subespagos préprios de T sdo: E (1) = {(z,0):x € R} e E(3) = {(y,y) : y € R}; ¢)

03]
89)

a) P(A\) = (2—X)? —9; b) Os escalares —1 e 5 séio os tinicos valores proprios de T'. Os
subespacos préprios de 7' sdo : E(—1) ={(—y,y) :y € R} e E(5) ={(y,y) : y € R}; ¢)

p=| 3)es= 1)
90)

a) P(\) = (2 — A\)% b) O escalar 2 ¢ o tinico valor prépriode T, e E (2) = {(z,0) : z € R} .c)
Se existisse uma base de R? constituida por vectores préprios de T, terfamos dim E (2) =
dimR? = 2, j4 que 2 é o tinico valor préprio de T. Mas isto nao pode acontecer, porque
pela alinea anterior temos dim F (2) = 1.

91)
a) P(\) = -\[(2— A — 1]; b) Os escalares 0, 1 e 3 sdo os tnicos valores proprios de 7.

Tem-se F (0) = {(x,0,0) : z € R}, E(1) ={(0,—2,2) : z € R} e F(3) = {(22,32,32) : z € R};
0 0O 1 0 2

c)D=|1010]|eS=|0 -1 3
00 3 0 1 3

92)
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a) P(A\) = (3—X)(2—\)% b) Os escalares 2 e 3 sdo os tnicos valores préprios de 7.
Tem-se F (2) ={(0,y,0) : y € R}, E(3) = {(x,0,0) : z € R}; ¢) Nao existe uma base de
R? constituida por vectores préprios de T porque dim E (2) + dim £ (3) = 2 < dim R®.
93)

a) P(A) = (9 — A) (A> = 15A+54); b) Valores proprios: 6 e 9. Subespagos proprios:

0 21
E6)={(0,2,2):2€R}e E(9) = {(2y +32,3y,32) :y,2€R};¢c) S=| 1 3 0 | e
1 0 3
6 0 0
D=109 0
009
94)

RO KR B e N

95)

n e | cos(nm/4)  sin(nw/4) | L. cos(mn/4) %sin(wn/ll)
A=V [ —sin(nm/4)  cos(nm/4) ]’ B = V8 { —2sin(mn/4) cos(mn/4) ]

97)

An — { 2n_—2n2_"1—1 217,?:_21—1 } o B" — { 3"__3ng_nl—1 3n?j:;;_l ]
100)

oo=[5 5]es=[3 1]

b) Sa = {(—cie! + €3 cret + cpe®) i 1, € R}
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__1 1] _ 30 . 3t o 4t 3t 4.4t
a)S__12_eD_{04}’b)(36 2e* 3¢ — 4e™)
102)

(1 2] 4 1
a)S:_l 3_"]:{0 4}’

b) Sx = {(cre* + cote? + 2cpet, cret + cotett + 3cpett) 1 ¢, 0 € R}

103)
a) S = { :f ? ], J = [ (2) ; ]; b) (5e* + 3te?, 2e* + te?t).
104)

a) Os valores préprios da matriz sdo 0 e 2, logo é semi-definida positiva; b) Os valores
préprios da matriz sdo 1 e 3, logo é definida positiva; ¢) Os valores préprios da matriz sao
—% 5— g e % 5— g (ambos negativos), logo € definida negativa; d) Os valores préprios
da matriz sdo —1 e 4, logo ¢ indefinida; e) Os valores préprios da matriz sdo —1 e 3, logo

é indefinida; f) Os valores préprios da matriz sdo —2, 1 e 3, logo ¢é indefinida.

105)

a) Semi-definida positiva; b) Definida positiva; ¢) Definida negativa; d) Indefinida; e)
Indefinida; f) Indefinida.

Projeccoes, comprimento e ortogonalidade
Exercicio 106 Identifique as aplicagoes (,) : R* x R? — R que definem em R? um produto interno:

T1,%2), (Y1, Y2)) = T1y1 + Tayo;

r1,%2) , (Y1, 42)) = Tay1 + T1Y2 + Tayo;
)
)=
)

((

(( (y1,92)

((z1,72), (y1,92)) = —2x1y1 + 372003

<(.T1, $2) s (y1 yg) 3x1y1 -+ 2x2y1 + 2$1y2 + 3x2y2;
((z1,72), (y1,92)) = T1y1 + Doy1 + T132 + T2Yo;

£) ((z1,22) , (y1,92)) = T2y1 + T1Yo;

g) (1, 22), (u1, yz)) TaY1Y2 + T1Y2.

Exercicio 107 Identifique as aplicagoes (,) : R3 x R3 — R que definem um produto interno em R3:

a) ((v1,22,73), (Y1,¥2,¥3)) = T1y1 + Tay2 + T3Y3;

b) (1,2, x3) , (Y1, Y2, Y3)) = T1y1 + 21Y2 + TaYa + 3T1Y3 + T2ys + T3Y3;
c) ((w1,72,23), (Y1, Y2, ¥3)) = 20191 + Toy1 + T1Y2 + 2T2y2 + 273Y3;

d) <<($ s T2, T3) , (Y1, Yo, y3)>> 2x1y1 + 229y + 211y + 222y + T3Y3;

T3T1Y1 + Toy1-
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Exercicio 108 Considere em R? o produto interno definido por
<?, 7> = 4x1y1 + 9$2y2.

a) Calcule || 7'||, para um qualquer vector 7 = (z1,79) € R

b) Calcule o angulo determinado pelos vectores (1/2,0) e (0,1/3);

c¢) Conclua pelas alineas anteriores que os vectores v'; = (1/2,0) e v’y = (0,1/3)
constituem uma base ortonormada de R2. Calcule as coordenadadas de um vector =’ =
(71, 79) € R? em relagao a esta base.

Exercicio 109 Considere em R? o produto interno definido por
<?7 7) = X1y — T2l — T1Y2 + 2T2Y2.

a) Calcule |7’ ||, para um qualquer vector @ = (z1,25) € R

b) Calcule o angulo determinado pelos vectores (1,0) e (1,1);

c¢) Conclua pelas alfneas anteriores que os vectores v; = (1,0) e vy = (1,1)
constituem uma base ortonormada de R2.  Calcule as coordenadadas de um vector
7 = (z1,72) € R? em relagdo a esta base.

Exercicio 110 Considere em R? o produto interno definido por

N 1 10 U1
<I,y>=[l’l i) 1'3] 1 2 0 Y2
0 01 Y3

— —

a) Calcule |||, para um qualquer vector = = (1, 9, 73) € R3;

. — — —
b) Considere os vectores v'; = (1,0,0), v = (—1,1,0) e v'3 = (0,0, 1).
A . - = = =
Calcule os d4ngulos determinados pelos vectores: v'i1e v'9; v'ie v'3; vse v'3.
, . - = = ,
c) Conclua pelas alineas anteriores que {v'y, v'g, v'3} é uma base ortonormada de
ﬁ ~

R3. Calcule as coordenadadas de um vector 7' = (1, T2, r3) € R? em relagao a esta base.

Exercicio 111 Considere em R? o produto interno definido por
(T, = 21y1 + 42oys + 233y0 + 220y3 + 513Y3.

a) Calcule ||7'||, para um qualquer vector z° = (z1, Zo, 23) € R3;

b) Considere os vectores v'1 = (1,0,0), v’y = (0,1/2,0) e v'3 = (0, —1/4,1/2).

Calcule os angulos determinados pelos vectores: v'ie Uo; V1€ Vs Usge Us.

c¢) Conclua pelas alineas anteriores que {1, Vs, ¥'3} é uma base ortonormada de
R3. Calcule as coordenadadas de um vector =’ = (1, 79, 23) € R em relacdo a esta base.

Exercicio 112 Considere a base de R? constituida pelos vectores v = (1,0) e ¥’y = (1,1). Mostre
que existe um e wm s6 produto interno em R? para o qual a base {V1, Uy} é ortonormada. Calcule
|||, para um qualquer vector @ = (x1,x5) € R2.
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.. . — = — ~ .
Exercicio 113 Mais geralmente, demonstre que se vy, vg,..., v, é uma base de R", entao existe
um unico produto interno em R™ para o qual esta base é ortonormada.

Exercicio 114 Considere em Py o produto interno definido por

2 -1 1 bo
), q®))=[a a a]| -1 1 —=1]]|b |,
1 -1 2 by

com p(t) = ag + art + ast? e q(t) = by + byt + bt

a) Calcule ||p (¢)|| para um qualquer polinémio p (t) € Po;

b) Considere os vectores p;(t) = 1+t, pa(t) = t e p3(t) = t+t*. Mostre que os vectores
p1(t), p2(t) e ps3(t) constituem uma base ortonormada de P,. Calcule as coordenadadas
de um polinémio p () € Py em relagao a esta base.

Exercicio 115 Considere em Py o produto interno definido por:

(p(t),q(t)) =p(=1)g(=1) + p(0)q(0) + p(1)q(1).

a) Calcule ||p (¢)|| para um qualquer polinémio p (t) € Po;
b) Mostre que os polinémios

1 1 1 1
H=1-—1¢ t) = =t + —t? 1) = ——t + —t2
pi(t) , p2(t) 5t t 5 e ps(t) 5t 5

constituem uma base ortonormada de P,. Calcule as coordenadadas
do polinémio p (t) = 1 nesta base.

Exercicio 116 Considere em Py o produto interno definido por:
Ppt),q@)=p0)qg(0)+p (0)q (0)+p (1)q (1).

a) Calcule ||p (t)|| para um qualquer polinémio p (t) € Ps;
b) Calcule o 4ngulo determinado pelos polinémios p(t) =1 e q(t) = 2 + ¢2.

Exercicio 117 Seja V' um espago euclideano com dimensao finita, e U um subespaco de V

ma base de U entdo tem-se: = € U+ se e s6 se

)

a) Mostre que se {1, U, ...
(T, 1) = (T, W) =
b) Mostre dim(U) + dlm( L) = dim(V
c) Mostre (UL) =U.

Y

U} én
= (7, ) =
vV

Exercicio 118 Considerando o produto interno usual em R3, calcule bases para o complemento
ortogonal de U quando:
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a)U=L{(1,1,1),(1,0,1)};

b) U = L{(1,0,2)};

c)U={(x,y,2) ER®:x+y—2=0};

d) U={(r,y,2) ER¥: 2+ 2=y + 2 =0}

Exercicio 119 Resolva as alineas b) e c) do problema anterior, quando em R3 se considera o sequinte
produto interno:

<xay>:[l’1 T2 1’3] 010 Y2
1 0 2 Y3

Exercicio 120 Considerando o produto interno usual em R*, calcule bases para o complemento
ortogonal de U quando:

a) U= L{(1,0,1, 1)}

Exercicio 121 Resolva o problema anterior, quando em R* se considera o sequinte produto interno:
(T,7Y) = 2m1y1 + Toyn + 1Yz + 202y + T3Y3 + TaYa.
Exercicio 122 Em R3, com o produto interno usual, considere o subespaco
U=1L{(1,1,1),(1,0,0)}.

a) Calcule a projeccao ortogonal de (1,0, 1) sobre U ;
b) Qual ¢ a distancia de (1,0,1) a U?

Exercicio 123 Em R?, com o produto interno usual, considere o subespaco
U:{(x,y,z) ER:z—y=0 }

a) Calcule a projeccao ortogonal de (1,0,0) sobre U;
b) Qual ¢ a distancia de (1,0,0) a U?

Exercicio 124 Resolva o Exercicio 122, quando se considera em R3o sequinte produto interno

N 1 1 0 (751
(@, y)=[m 2 23] |1 2 -1 Y2
0 -1 2 Ys

Exercicio 125 Em R*, com o produto interno usual, considere o subespaco

U=L{(1,1,1,1),(1,0,1,0)}.
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a) Calcule uma base ortonormada para U;
b) Calcule a projecgao ortogonal de (0, 1,0, 2) sobre U ;
c¢) Qual ¢ a distancia de (0,1,0,2) a U?

Exercicio 126 Em R*, com o produto interno usual, considere o subespaco
U= {(x,y,z,w) eER':z—y+2—w=0 }
a) Calcule uma base ortonormada para U-;
b) Calcule a projeccao ortogonal de (1,0, 1,0) sobre U;
c¢) Qual é a distancia de (1,0,1,0) a U?
Exercicio 127 Em R*, com o produto interno usual, considere o subespaco
U={(z,y,2,w) cR*:x—y+z2z=y—z2+w=0 .
a) Calcule uma base ortonormada para U’
b) Calcule a projeccao ortogonal de (0,0, 1,0) sobre U;
c¢) Qual é a distancia de (0,0,1,0) a U?
Exercicio 128 Considere o espacgo linear Py com o sequinte produto interno:
{p(t),q(t)) = p(=1)q(=1) + p(0)q(0) + p(1)q(1).
Considere ainda o subespaco de Po

U= {p(t) € Py:p(0)=0 }.

a) Calcule a projeccao ortogonal do polinémio 1 + ¢ sobre U;
b) Qual ¢é a distancia de 1+t a U?

Exercicio 129 Para cada uma das rectas de R?, calcule um ponto P e um subespaco S tais que
r={P}+S5:

a) r é a recta de R® que passa pelos pontos (1,1,1) e (1,0,1);

b) r é a recta de R3 que passa pelo ponto (1,0,2) e tem a direcgao
do vector (1,1,0);

c) r é a recta de R3 que passa pelo ponto (1,3, —1) e é ortogonal
aos vectores (1,2,1) e (1,0,1).

Exercicio 130 Determine uma equacgao cartesiana para cada uma das rectas do exercicio anterior.
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Exercicio 131 Para cada um dos planos de R3, calcule um ponto P e um subespaco S tais que

a={P}+S:

a) a ¢ o plano de R? que passa pelos pontos (1,1,1), (1,0,1) e (1,0,0);
b) a é o plano de R? que passa pelo ponto (1,0,2) e ¢ paralelo ao plano
que passa pelos pontos (0,0,0), (1,1,0) e (1,—1,0)

c) a é o plano de R? que passa pelo ponto (1,3, —1
ao vector (1,0, —2).

)
) e é ortogonal

Exercicio 132 Determine uma equacao cartesiana para cada um dos planos do exercicio anterior.

Exercicio 133 Seja ry a recta de R? que passa pelos pontos (1,1,1) e (1,0,1), e ry a recta de R3
que passa pelos pontos (2,5,1) e (0,5,1). Determine a intersecgao destas rectas.

Exercicio 134 Sejar a recta de R® que passa pelos pontos (2,—1,3) e (4,—5,5), e a o plano de R?
que passa pelos pontos (1,0,0), (2,1,1) e (1,1,2) . Determine a intersec¢io da recta r com o plano
a.

Exercicio 135 Seja 3 o plano R?® que passa pelo ponto (0,1,0) e é ortogonal ao vector (1,1,1).
Determine uma equacao cartesiana para a intersec¢ao do plano 5 com o plano a do exercicio anterior.

Exercicio 136 Mostre que trés planos de R com normais linearmente independentes se intersectam
num ponto.

Exercicio 137 Mostre que se r; e ry sdao rectas nio paralelas de R3, entdo existe um unico par de
planos paralelos aq e oy tais que ry C aq e ry C Qo.

Exercicio 138 Mostre que a distancia de um ponto (xo,%o,20) a um plano de R® com equagio
cartesiana ax + by +cz =d é

lazo + byo + czo — d|

Va2 + b2+ 2

Exercicio 139 Mostre que se a; e ay sao planos paralelos de R com equacées cartesianas ax + by +
cz =dy e ar + by + cz = dsy, entao a distincia de oy a s é dada por

|dy — d|
Va2 + 02+
Exercicio 140 Sejam ry e ry duas rectas nao paralelas de R3, e (a,b,c) € R® um vector ortogonal a

r1 ery. Mostre que se (z1,y1,21) € um ponto de 11 e (xg, Y2, 29) é um ponto de o, entdo a distincia
de r1 a ry é dada por

la (zg —x1) + b (y2 — y1) + ¢ (22 —zl)\.

Va2 + b2+ 2
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Solugoes
106)

a) Define um produto interno; b) Nao define um produto interno; c¢) Nao define um
produto interno; d) Define um produto interno; e) Nao define um produto interno; f) Nao
define um produto interno; g) Nao define um produto interno.

107)

a) Define um produto interno; b) Nao define um produto interno; ¢) Define um produto
interno; d) Nao define um produto interno; ) Nao define um produto interno.

108)
a) [|(z1,22) = /42?2 + 973; b) a = Z; ¢) (221, 372).
109)
a) |[(z1,22)|| = /a2 — 2z122 + 223; b) @ = Z; ¢) (21 — 22, 22).
110)
a) |[(z1, 22, 23)|| = /2?2 + 23 + 223 + 22129, b) a = B =7 = Z; ¢) (21 + T2, T2, 73).
111)
a) ||(z1, 22, 23)|| = /23 + 423 4 523 + dasxs; b) a = B =y = Z; ¢) (21,222 + 23, 213).
114)

a) |lap + art + ast?|| = /242 + a} + 2a3 — 2apa; + 2apaz — 2a1az; ¢) As coordenadas de
ao + at + ast? nesta base sao (ag, a1 — ag — az, a).

115)
||p H - \/p +p(1) ) (17 17 1)
116)
a) |p (t) ||—\/p 0 +p (1)% b) a= 2.
118)
a) {(_17 07 1)}; b) {(_27 07 1) ) (07 17 0)}7 C) {(17 17 _1)} d) {(17 07 1) ) (07 17 1)}
119)
b) {(_57 07 3) ) (07 17 O)}a C){(_37 -1, 2)}
120)
a) {(0,1,0,0),(—1,0,1,0),(—1,0,0,1)}; b) {(1,2,1,2),(1,2,—1,0)}
121)

2) {(~1,2,0,0), (~1,0,2,0), (~1,0,0,2)}: b) {(~1,2,0,0),(1,0,0,2)}.
122)
a) (L3.5): b) 2.
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123)
a) (1/2,1/2,0); b) %2,

1,1
S=L{(1,0,-1)};

130)

o {2 { T T { L,

131)

a) P=(1,1,1)e S=L{(0,1,0),(0,1,1)}; b) P=(1,0,2) e S = L{(1,1,0),(1,—1,0)};
c) P = (1,3,—1) e S:L{(Q,O, 1),(0,1,0)};

132)

a)r=1;b) z=2;¢) —v+ 2z = —3.
133) riMNry = {(1,5, 1)}
134) rna={(1,1,2)}

r+y+z=3
135) { r—=2y+z=1"
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