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1. INTRODUGAO

A teoria de causalidade em geometria lorentziana surgiu com o intuito de justifi-
car singularidades presentes em varios modelos relativisticos oriundos das solugoes
das equagbes de campo de Einstein. Penrose e Hawking fizeram grande progresso
fundamentando matematicamente esta teoria, o que culminou numa série de te-
oremas de incompletude de geodésicas do tipo tempo e luz sob hipdteses fisicas
minimamente razodveis para certos modelos fisicos. Vide por exemplo [HEL73].

O intuito deste trabalho é apresentar de forma concisa uma demonstracao para
dois destes teoremas, um de Hawking (incompletude de geodésicas do tipo tempo)
e um de Penrose (incompletude de geodésicas do tipo luz). Diferentemente da
referéncia ja citada, apresentamos uma demonstragao mais geométrica que ainda
mais, nao utiliza o Teorema do Indice e ¢ de f4cil aplicagao a determinados modelos
fisicos, como ilustramos aplicando os resultados no modelo cosmolégico (FLRW),

para justificar a existéncia de um Big Bang na origem do universo. A referéncia
base foi [GN14].

2. PRELIMINARES

Definicao 1. Um espaco tempo (M, g) € dito estavelmente causal se existir uma
fung¢do sobrejetora e suave t : M — R tal que Vit € do tipo tempo e Vt € orientado
no passado. Chamamos t de funcao temporal.

Em contrapartida a essa definicao, poderiamos omitir o tltimo requerimento
para Vi e nesse caso, (M, g) admiria uma nova orientagdo no futuro induzida por
—Vit.

Vimos em aula que um espaco tempo (M, g) é dito globalmente hiperbdlico se
(M, g) é cronolégica e se os diamantes JT(p) N J~(q), p,q € M sido compactos.
Apresentamos aqui uma caracterizacao geral destes espacos tempos envolvendo a
existéncia de uma funcéo temporal ¢. Isto serd importante para a versao dos Teo-
remas de singularidades que apresentaremos.

Teorema 2.1 (Theorem 3.6.3). Seja (M, g) um espago tempo. Entao, sao equiva-
lentes:

(1) (M,g) é globalmente hiperbdlico;
(2) (M,g) admite uma hipersuperficie de Cauchy, isto €, uma hipersuperficie
S tal que toda curva inextensivel em M cruza S uma unica vez;
(3) (M,g) € estavelmente causal e t=*(a) := S, € uma hipersuperficie de Cau-
chy para todo a € R;
(4) (M, g) admite uma hipersuperficie de Cauchy do tipo espago;
1
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(5) (M, g) € estavelmente causal e t=*(a) := S, sdo hipersuperficies de Cauchy
do tipo espago para todo a € R, ademais, (M, g) é isométrico a um produto:

S X Rv _ﬁdtQ +§a
onde S = t=40),8 : M — R ¢é uma funcdio suave e positiva e § é uma
métrica riemanniana em cada hipersuperficie de Cauchy S,.

Seja (M, g) um espaco tempo globalmente hiperbdlico e seja S uma hipersu-
perficie de Cauchy de M do tipo espago. Em cada pontp p € S temos que Vi L S
é um campo normal do tipo tempo. Sejam W 3 {0} x S e WcTts vizinhangas
abertas que trivializam o fibrado normal & S, isto é, T+S I =W C Rx S. Usando
esta identificagao escrevemos o mapa exponencial normal como:

exp: WCRxS— M,
(s,p) = cp(s),
onde ¢, é a unica geodésica com condicoes iniciais ¢,(0) = p, ¢'(0) = Vi(p).
Assim, se ¢ = exp(s’,p) é um valor ndo critico do mapa exp e U > p denota uma

vizinhanca coordenada de p em S, definimos um sistema de coordenadas numa
vizinhaga de ¢ da seguinte maneira: seja

(s,0), o : R*" T = U,
um sistema de coordenadas em R x U. Entao, a composicao:
P R™ 3 (s,2%) = exp(s, p(z?)) € M,

define um sistema de coordenadas locais numa vizinhanga de ¢,(s) € M, lembrando
que ¢(0) = p. Denotaremos:

9 (s, 0)(er),

ds
0 .
B ¥4(5,0)(e;), 1 €1{2,...,n}.
Note que
Y(se1) = exp(s,p) = cp(9),
de onde,
Va0, 0)(er) = | wlser) = (50,

de onde 8% é tangente a geodésica ortogonal saindo de p.

Vamos computar as componentes de g com respeito ao sistema de coordenadas

induzidas por . Assumamos que 8@ seja unitario. Entao,
S

9.(9 0N_ (9 g, 2
0sI\os 00 ) “I\as V& o )
0 0
g<asavazias>a

19 (00
_28961'9 0s 0s )’

=0.
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Dali, g (%, 5%) =0 ja que em s = 0 a geoddsica c,(s) ¢ ortogonal a S. De onde
inferimos que a métrica g se escreve na vizinhanca de g como:

g=—ds® + Z%jdazi ® dx’,
i,
onde v;; 1= g (%, %) .

Note, entretanto, que os campos {%} sempre podem ser estendidos ao longo
de ¢,. Em particular, se existir um instante sg tal que (so,p) seja um ponto critico
de exp, entao o determinante da matriz v = (7;;) serd zero. Nesse caso, o ponto
exp(so, p) serd dito ponto focal de S.

Note que os campos % sdo campos de Jacboi ao longo de ¢,(s) e dety = 0 se
e s6 se o conjunto { %} ¢ linearmente dependente.

Definicao 2. O referencial acima construido ao longo de c,(s) € chamado de re-
ferencial sincronizado.

Proposigao 2.2. As sequintes férmulas sao verdadeiras:
, , ki
[ =To =0 ¢ Lo = 27 “Brj»
i
onde V¥ = (yri) Y, Brj = 5 5wk
ROO := Ric % = _% Z'}/ Bij - Z et ﬁkiﬁl]’-
i,j 4,3,k

A quantidade,
(1) 0= Z’Y”ﬂij,
%]

serd chamada de expansdo dos observadores sincronizados.
A funcgao € tem uma improtante interpretacao:

1 . 0 10 _ 0
0= itr ((%J) (95%]> =37, log det vy = s log +/det .

Isto é, @ mede a variagdo medida por observadores sincronizados ao longo de v do
elemento de volume de S.

Observagao 1. Nas igualdades de 6 usamos a identidade vdlida para curvas suaves
em GL(n — 1,R):
(log(det A))" = tr(A™1A).

Relembre que a equacao de campo de Einstein é dada por:
S
R,lC(g) - gg = KT?

onde k é uma constante fisica positiva.
Assuma que Ric(V, V) > 0 para todo campo unitédrio do tipo tempo V. Entao,

S
KT(V,V) + 3 > 0.
Tomando o trago na equagao de Einstein,

(nfl)ng(nfl):trnT,
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(n;1>S:ntrT.

Dai, Ric(V, V) > 0 implica que:

1
K (T(V, V) + 1tr T) > 0.
A condigao Ric(V, V) > 0 para vetores do tipo tempo, impoe, portanto, restrigoes
no tensor engeria momento.

Proposicao 2.3. Seja (M, g) um espago tempo globalmente hiperbdlico. Assuma
que Ric(V,V) > 0 para todo campo unitdrio do tipo tempo. (Condi¢cao forte
de energia). Seja S C M uma hipersuperficie de Cauhcy e p € S tal que
6(p,0) = 6y < 0. Entao, a geodésica ¢, contém pelo menos um ponto focal a p
em um instante mdzimo (medido em um pardmetro afim de tempo) de —% no
futuro de S (assumindo que a geodésica esteja definida pelo menos até este ins-
tante).

Demonstrac¢ao. Por hipétese Ryg > 0. Dai, concluimos que:

9 ik il
aa + sz:lvj 7" BriBij < 0.
,7,K,

Assumindo um referencial ortonormal, teremos v* = §;;. De onde,

1

92
n—1 "

> M By = ((8y) (By)') =

.5,k

onde usamos que:
(tr A)? < n tr(AAY), A€ GL(n,R).

Concluimos portanto que:
a9 1
—+-#*<0.
ds + 3 -

Integrando em ambos os lados:

Se 0 — o0, entao,

de onde 6 deve explodir em um instante até —%. O

Listamos agora alguns resultados que foram/serdo vistos em outros semindrios,
que podem ter uma apresentagao diferente dependendo do material de referéncia, e
que ndo provaremos mas serao essenciais para provar o Teorema de Singularidade
de Hawking.

Proposicao 2.4. Sejam (M, g) um espaco tempo globalmente hiperbdlico, S uma
hipersuperficie de Cauchy, p € M e ¢ uma geodésica do tipo tempo que passa por
p e atinge S ortogonalmente. Se existir um ponto focal entre p e S, entao ¢ nao
mazimiza comprimento (entre todas as outras geodésicas ligando p a S).
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Definicao 3. Seja S wuma hipersuperficie de Cauchy. Definimos o dominio de
dependéncia futuro de S por:

D*(S) := {p € M : toda curva inextensivel no passado comecando em p intersecta S}.
Analogamente, o dominio de dependéncia passado de S € definido por:
D™ (S) :={p € M : toda curva inextensivel no futuro comegando em p intersecta S}.

Observagao 2. Uma hipersuperficie S C (M,g) é de Cauchy se, e somente, se
D(S):= DT (S)uD=(S) = M.

Proposicao 2.5. Sejam (M, g) um espaco tempo globalmente hiperbdlico, S uma
hipersuperficie de Cauchy e p € D¥(S). Entdo, DY (S) N J~(p) é compacto.

A proposicao acima é usada para provar o importante resultado:

Teorema 2.6 (Avez—Seifert). Sejam (M, g) um espago tempo globalmente hiperbdlico,
S uma hipersuperficie de Cauchy e p € DT(S). Entdo, dentre todas as curvas do
tipo tempo ligando p a S existe uma curva do tipo tempo que maximiza a distincia,

e esta € uma geodésica do tipo tempo ortogonal a S.

3. O TEOREMA DE SINGULARIDADE DE HAWKING E COSMOLOGIA

Agora estamos em condigoes de enunciar e provar o Teorema de singularidade
de Hawking. Posteriormente aplicaremos este resultado em alguns modelos fisicos.

Teorema 3.1 (Hawking). Seja (M,g) um espaco tempo globalmente hiperbdlico
satisfazendo a condicdo forte de energia. Assuma que exista uma hipersuperficie
de Cauchy S tal que a expansdo 0 satisfaca 6(p,0) < 6y < 0, Vp € S. Entao,
nenhuma geodésica do tipo tempo orientada no futuro que comece ortogonal a S
pode ser estendida ao futuro de S a um tempo proprio Tog maior que —%.

Demonstra¢do. Assuma por contradicdo que a tese seja falsa. Entdo, existe uma
geodésica ¢ que comega ortogonal a S, é orientada no futuro definida em [0, f% +el,
para algum e > 0. Seja p = ¢p(10 +€), 70 = —%. Note que p € D¥(S5). Entao,
pelo Teorema de Avez—Seifert existe uma geodésica do tipo tempo v ligando S a
p com maior comprimento possivel. Neste caso, 7(y) > 79 + €. Entretanto, pela
Proposicao 2.3, ¥ tem um ponto focal ao longo de 7 até no maximo 7. Pela
Proposigao 2.4, a geodésica v nao maximizaria o comprimento a partir deste ponto,
o que é absurdo. O

P

Observacgao 3. O pardmetro de tempo proprio € definido por: se c: [a,b] = M é
uma curva suave, entdo,

b
7(e) = / ¢ (s)|ds,
()] = V@ (). 4 @)

Observagao 4. Vale um Teorema andlogo trocando 8 > 0y > 0 em S. Nesse caso,
nenhuma geodésica do tipo tempo ortogonal a S pode ser estendida a um tempo
Proprio maior que % além do passado de S.

Vamos aplicar este Teorema num importante modelo cosmolégico.
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Exemplo 1 (Modelo cosmolégico de Friedmann—-Lemaitre—Robertson—Walker
(FLRW)). Seja (2, h) uma 3-variedade Riemanniana onde h € escrita localmente
nas coordenadas (r,0 ¢) como:

1
h:=a (1]€2er + r2d6? + r? sin2(9)d<p2) ,a>0, k=-1,0,1.
— kr

A fim de considerar possiveis dilatacdes e contragoes do universo fazemos um
produto vertical R x ¥ e a fica dependente do tempo, de onde o espaco tempo
(FLRW) serd R X ¥ com métrica:

1—kr2

As componentes ndao nulas do tensor de Ricci desta métrica sao dadas por:
1

Roo = —3&7
a

1
g = —dt* +a(t) <d7“2 +r2dh* + r? sin2(9)d<p2> .

a// a/2 k
RTT:R%:RW:;JFZ( ) rok

a2
Neste modelo assume-se que o espago se comporta como um fluido sem pressdo
e pela hipotese de isotropia, pede-se que o tensor energia momento varie s6 com o
tempo. Isto é,
T = pdt ® dt.

Dai, a equacao de campo de FEinstein se torna:
1
Ric(g) = kp (dt ® dt + 3g.>

Assumindo p > 0 temos que este espago satisfaz a condicdo forte de energia.

Verifica-se ainda que:
! !/

Bij = Tyis = 0= 3%
a a
Assuma que o modelo se expanda em um instante tg, nesse caso, a’(tg) > 0. Dal,
0=06y= 321((:5)) > 0 na superficie de Cauchy t = ty. Podemos aplicar a Observagao
4 para concluir que existe uma singularidade no passado de S, o que se entende
fisicamente como um Big Bang.

4. O TEOREMA DE SINGULARIDADE DE PENROSE

Para o Teorema de Pensore pedimos uma condigao diferente na energia. A
condi¢io nula de energia consiste em pedir que Ric(V,V) > 0 para todo campo
unitario do lipo luz V.

O nosso objetivo é provar o seguinte Teorema:

Teorema 4.1 (Penrose). Seja (M, g) um espago tempo globalmente hiperbdlico sa-
tisfazendo a condigdo nula de energia que admite uma superficie de Cauchy ndo
compacta S contendo uma hipersuperficie compacta e (n — 2)-dimensional aprisio-
nada X, entao (M, g) € singular.

Para entender o que significa uma hipersuperficie aprisionada passemos a uma
discussao similar a realizada na Se¢ao 2. Seremos muito mais sucintos nas proximas
linhas, principalmente no que se refere a contas com coordenadas, acreditamos que
estas podem ser facilmente reproduzidas.
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Sejam (M, g), S, como nas hipdteses do Teorema 4.1. Seja o campo unitdrio
do tipo tempo normal a S e ¥ o campo unitario normal & ¥ e tangente a S. Note
que v é do tipo espago porque S é do tipo espaco. Ainda mais, o campo n + v é
um campo do tipo luz com dominio em Y. Consideramos o mapa:

exp: (—€,€) x X = M, € >0,

(r,p) = exp(r, p) := ¢ (),
onde ¢, é a tnica geodésica do lipo luz com condigdo inicial ¢,(0) = 0,¢,(0) =
Np + Vp.

Seja ¢ = exp(ro, p) um valor nao critico de exp. Vamos construir um sistema de
coordenadas numa vizinhanca de ¢ da mesma forma que fizemos na Segao 2. Assuma
que ¢ : R"™2 = U 5 p é um sistema de coordenadas locais para uma vizinhanca
de p. Entao, podemos induzir um sistema de coordenadas em ¢ fazendo:

¢ R" 3 (u,r,2) = exp(r, pu(p(a?))), i € {3,...,n},
onde exp : (—¢,€) X ¢, (X) = M é definido como acima e ¢, é o fluxo gerado pelo
campo do tipo tempo % unitario e normal a S.
Note que:
P(u,7,0) = exp(r, ¢u(p)) = cy, ) (1),

de onde vemos que % sao os campos tangentes as geodésicas do tipo luz. Dali,
g (%, %) e computando %gm, onde u € {u,3,...,n}, verifica-se que neste sistema
de coordenadas a métrica g se escreve como:

n n
g = adu® — dr? fdr®du+26i (du@dmi +d:ﬂi®du) + Z ’yijdxi@)dxj,
i=3 i,j=3

onde 7;; e 8;; sao como antes, isto é, 7,5 € {3,...,n}.

Uma conta direta verifica que:

det g = —det(vs5), 4,7 € {3,...,n}

Dessa maneira, recuperamos a mesma interpretacao de antes e diremos que um

ponto ¢ = exp(ro, p) é focal ao longo de c¢,(r) se dety(so) = 0.

De maneira completamente andloga, 6 = %log vdety. Ou seja, 0 indica a
variagdo do volume da hipersuperficine (n — 2)-dimensional dada pela imagem

exp(r, ¢ (X)).

Proposigao 4.2. As sequintes férmulas sdo verdadeiras:

FZT = Fgr = ng = FZ:T = Fql”r =0 e F:Ll“j = Z’yikﬁkj
k=3

n n
Ry = Ric(0,) = —% Z v Bij — | Z Y * BriBij-
1,j=3 ,5,k,l=3
Proposicao 4.3. Seja (M, g) um espaco tempo globalmente hiperbdlico satisfazendo
a condi¢ao nula de energia, S C M uma hipersuperficie de Cauchy, ¥ C S uma
hipersuperficie compacta de dimensdo (n—2) com campo unitdrio normal v tangente
a S. Seja p € ¥ um ponto tal que 8(p,0) = 6y < 0. Entdo, a geodésica nula c,
contém pelo menos um ponto focal a ¥ a wm instante até no mdximo —(n0;2)
futuro de 3. (Assumindo que a geodésica se estenda pelo menos até tal instante).

no
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Demonstragao. Como (M, g) satisfaz a condigao fraca de energia temos que:
RT"I” Z 07
de onde,
8 n n
or Z v Bij + Z ’ij’Y”ﬁkiﬂlj <0.
i,j=3 i,k 1=3

Podemos utilizar exatamente o mesmo argumento que na Proposicao 2.3 para
deduzir a EDO:

0 1
—0+-6*<0.
or + 2 -
Integrando nés obtemos:
1 N 1 " T
0 — 90 n — 27
o que conclui a demonstragao. O

Lembremos que:
@)= JI1tp) e I7(®) = J I .
PEX peEY

Ainda mais, JT(X), J7(X) sdo definidos de maneira analoga e ainda,

JH(E) Cc It(X)), IT(D) =intJ (%),

It (X)) =0J7 (%) =J )\ IT(D).
Em particular, cada ponto em dJ%(X) pode ser atingido por uma geodésica nula
partindo de um ponto interior a .. Acontece que essa geodésica é ortogonal a .

A préxima Proposigdo dd uma condigdo suficiente para que uma geodésica do
tipo luz inicialmente ortogonal & 3 entrar em I+ ().

Proposicao 4.4. Seja (M,g) um espago globalmente hiperbdlico satisfazendo a
condicao nula de energia, S uma hipersuperficie de Cauchy contendo uma hipersu-
perficine (n — 2)-dimensional compacta ¥2. Sejam n,v 0s campos unitdrios normais
a S e X, respectivamente. Seja p € ¥ e denote por ¢, a tunica geodésica do tipo luz
com condigoes iniciais p,np + Vp. Seja ¢ = cp(r), > 0. Se ¢, tem um ponto focal
a Y entre p e q, entdo q € IT(p).

Definigao 4 (Hipersuperficie aprisionada). Sejam (M, g) um espago globalmente
hiperbdlico e S uma hipersuperficie de Cauchy contendo uwma hipersuperficie (n—2)-
dimensional 3. Sejam n,v os campos normais a S e X, respectivamente. Defina por
0% as expansoes associadas as geodésicas definidas com condi¢do n+v. Dizemos que
¥ € aprisionada se 0F for estritamente negativo em Y, isto ¢, 0% (p,0) < 0, Vp € X.

Demonstragdo do Teorema 4.1. Seja S a hipersuperficie de Cauchy nao compacta
da hipétese e assuma que S = t~1(0) para alguma fungio temporal ¢t no espaco
tempo globalmente hiperbdlico. Seja ¥ a hipersuperficie aprisionada em S. Note
que as curvas integrais geradas por Vi cruzam S uma vez e cruzam OIT(3) no
méaximo uma vez. Em particular, isto permite definir um mapa continuo, injetivo
e aberto:?

m:0IT(X) = S.

1Veriﬁque que é aberto!
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Como ¥ é compacta e aprisionada existe 6y < 0 tal que 0% (p,0) < 6y, Vp €
3. Vamos mostrar que existe uma geodésica nula saindo de ¥ que nao pode ser
estentida mais que um instante ry = —"6—_02. Suponha por absurdo que este nao
seja o caso. Mas entao, toda geodésica comegando em ¥ teria um ponto focal pelo
menos a partir de 7o (Veja a Proposi¢ao 4.3). Nesse caso, a proposicao 4.4 diz que

estas geodésicas entram em I+ (X). Assim,
AIt(X) C expt([0,79] x ¥) Uexp ([0, 7] x X),

onde exp® sdo as exponenciais normais a depender da convencio 7 + v.

Mas note que &I (X) é um subconjunto fechado de um compacto, de onde é
compacto. Como 7 é continua, entao a imagem deste conjunto por w é fechada.
Mas M e S sdo conexos, dai I () é homeomorfo a S, o que é absurdo pois S é
nao compacta. [l
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