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O jogo HEX

Inventado por:

Piet Hein
engenheiro e poeta!
1942 - Dinamarca

Rediscuberto por

John Nash
1948 - Princeton

Paolo Piccione (IME-USP) Teoria de grafos e topologia no jogo HEX Outubro 2014 2/17



Ganha o branco!
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Ganha o preto!
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O branco vai ganhar!
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x T A . Ninguem ganhal

Os dois jogadores
ganham!!
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Perguntas:

= & - = DA
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Perguntas:

@ O jogo terminara necessariamente com um ganhador?
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Perguntas:

@ O jogo terminara necessariamente com um ganhador?
@ O ganhador é um s6?

Paolo Piccione (IME-USP) Teoria de grafos e topologia no jogo HEX Outubro 2014 7117



Perguntas:

@ O jogo terminara necessariamente com um ganhador?
@ O ganhador é um s6?

Respostas:
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Perguntas:

@ O jogo terminara necessariamente com um ganhador?
@ O ganhador é um s6?

Respostas:

@ Sim: Mostraremos isso utilizando a teoria do grafos
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Perguntas:

@ O jogo terminara necessariamente com um ganhador?
@ O ganhador é um s6?

Respostas:

@ Sim: Mostraremos isso utilizando a teoria do grafos
@ Sim: (usa um argumento de topologia, tipo Teorema de Jordan)
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...um grafo...
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...um grafo...
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Grafos

grau=2 grau=0

® @ = vertice
grau=4
/ = aresta
A
R ’
B " componentes
conexas

grau=3

Teorema: Se o grau de todos os vertices

for menor o igual a 2, entao as componentes

conexas do grafo sao: @
ou

ou
Q
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O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

Q? =[0,1] x [0, 1] quadrado
Teorema

Toda funcéo continua f : Q> — Q2 admite um ponto fixo, i.e., um ponto
(X0, o) € Q? tal que f(xo, Yo) = (X0, Yo)-
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O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

Q? =[0,1] x [0, 1] quadrado
Teorema

Toda funcéo continua f : Q> — Q2 admite um ponto fixo, i.e., um ponto
(X0, ¥o0) € Q7 tal que f(xo, o) = (X0, Y0)-

® = (Xy¥) ° ¢ o o =f(x,Y,)
—)
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O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

Q? =[0,1] x [0, 1] quadrado
Teorema

Toda funcéo continua f : Q> — Q2 admite um ponto fixo, i.e., um ponto
(X0, ¥o) € Q? tal que f(xo, ¥o) = (X0, ¥o)-

® = (Xy¥) ° p o o =f(x,Y,)

Versao “fraca” do teorema do ponto fixo

Se f : Q® — Q? é continua, entdo para todo ¢ > 0 existe um ponto
(X, ¥=) € Q? tal que |f(X:, y:) — (Xe, ¥e)| <e.
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Aritmetizagcao do jogo HEX

/a CRZ,X:(X1,X2),X1,X2 € 7.

= & - = DA
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Aritmetizagcao do jogo HEX

72 C RZ, X = (X1,X2), X1, Xo € 7.
Comprimento: |x| = max;_1__n|Xi|.
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Aritmetizagcao do jogo HEX
7?2 C RZ, X = (X1,X2), X1, Xo € 7.

Comprimento: |x| = max;—1,__n|X|.
Relacao de ordem parcial: x < y < x; < y;paratodoi=1,...,n.
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Aritmetizagcao do jogo HEX

72 C R?, x = (X1, X2), X1, X2 € Z.

Comprimento: |x| = max;—1,__n|X|.

Relacao de ordem parcial: x < y < x; < y;paratodoi=1,...,n.
X e y sdo comparaveis se x < y ou y < X.
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Aritmetizagcao do jogo HEX

72 C R?, x = (X1, X2), X1, X2 € Z.

Comprimento: |x| = max;—1,__n|X|.

Relacao de ordem parcial: x < y < x; < y;paratodoi=1,...,n.
X e y sdo comparaveis se x < y ou y < X.

Tabuleiro HEX 7:
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Aritmetizagcao do jogo HEX

72 C R?, x = (X1, X2), X1, X2 € Z.

Comprimento: |x| = max;—1,__n|X|.

Relacao de ordem parcial: x < y < x; < y;paratodoi=1,...,n.
X e y sdo comparaveis se x < y ou y < X.

Tabuleiro HEX 7:
Vértices: x = (xq, x2) € Z? tais que (0,0) < x < (k, k)
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Aritmetizagcao do jogo HEX

72 C R?, x = (X1, X2), X1, X2 € Z.

Comprimento: |x| = max;—1,__n|X|.

Relacao de ordem parcial: x < y < x; < y;paratodoi=1,...,n.
X e y sdo comparaveis se x < y ou y < X.

Tabuleiro HEX 7:

Vértices: x = (xq, x2) € Z? tais que (0,0) < x < (k, k)
x,x" € Tx sdo adjacentes se:

(a) x e x’ sdo comparaveis

(b) |x — x| =1.
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Aritmetizagcao do jogo HEX

72 C R?, x = (X1, X2), X1, X2 € Z.

Comprimento: |x| = max;—1,__n|X|.

Relacao de ordem parcial: x < y < x; < y;paratodoi=1,...,n.
X e y sdo comparaveis se x < y ou y < X.

Tabuleiro HEX 7:

Vértices: x = (xq, x2) € Z? tais que (0,0) < x < (k, k)
x,x" € Tx sdo adjacentes se:

(a) x e x’ sdo comparaveis

(b) |x = x| =1.
Lados: Sul: (x1,0), Norte: (xy, k), Oeste: (0, x2), Leste: (k, x2),
X1, Xo € 7.
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O tabuleiro Tg

S
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O Teorema HEX

Jogador Horizontal: caminho ligando os lados Leste—Oeste

o =l = = Qe
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O Teorema HEX

Jogador Horizontal: caminho ligando os lados Leste—Oeste Ou seja,
se H é o conjunto dos vértices de T, ocupados pelo jogador

horizontal, entdo o jogador ganha se H contem um grafo conexo que
contenha pontos de L e de O.
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O Teorema HEX

Jogador Horizontal: caminho ligando os lados Leste—Oeste Ou seja,
se H é o conjunto dos vértices de T, ocupados pelo jogador
horizontal, entdo o jogador ganha se H contem um grafo conexo que
contenha pontos de L e de O.

Jogador Vertical: tenta fazer um caminho ligando os lados Norte—Sul
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O Teorema HEX

Jogador Horizontal: caminho ligando os lados Leste—Oeste Ou seja,
se H é o conjunto dos vértices de T, ocupados pelo jogador
horizontal, entdo o jogador ganha se H contem um grafo conexo que
contenha pontos de L e de O.

Jogador Vertical: tenta fazer um caminho ligando os lados Norte—Sul
Analogamente, se V é o conjunto dos vértices de T, ocupados pelo
Jogador vertical, entdo o jogador ganha se V contem um grafo conexo
que contenha pontos de N e de S.
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O Teorema HEX

Jogador Horizontal: caminho ligando os lados Leste—Oeste Ou seja,
se H é o conjunto dos vértices de T, ocupados pelo jogador
horizontal, entdo o jogador ganha se H contem um grafo conexo que
contenha pontos de L e de O.

Jogador Vertical: tenta fazer um caminho ligando os lados Norte—Sul
Analogamente, se V é o conjunto dos vértices de T, ocupados pelo
Jogador vertical, entdo o jogador ganha se V contem um grafo conexo
que contenha pontos de N e de S.

Teorema HEX
Seja k > 1 arbitrario, e assuma 7T C H|J V.
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O Teorema HEX

Jogador Horizontal: caminho ligando os lados Leste—Oeste Ou seja,
se H é o conjunto dos vértices de T, ocupados pelo jogador
horizontal, entdo o jogador ganha se H contem um grafo conexo que
contenha pontos de L e de O.

Jogador Vertical: tenta fazer um caminho ligando os lados Norte—Sul
Analogamente, se V é o conjunto dos vértices de T, ocupados pelo
Jogador vertical, entdo o jogador ganha se V contem um grafo conexo
que contenha pontos de N e de S.

Teorema HEX

Seja k > 1 arbitrario, e assuma 7T C H|J V.

Entao, ou H contem um grafo conexo que contem pontos de O e
pontos de L, ou V contem um grafo conexo que contem contem
pontos de N e pontos de S.
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O Teorema HEX

Jogador Horizontal: caminho ligando os lados Leste—Oeste Ou seja,
se H é o conjunto dos vértices de T, ocupados pelo jogador
horizontal, entdo o jogador ganha se H contem um grafo conexo que
contenha pontos de L e de O.

Jogador Vertical: tenta fazer um caminho ligando os lados Norte—Sul
Analogamente, se V é o conjunto dos vértices de T, ocupados pelo
Jogador vertical, entdo o jogador ganha se V contem um grafo conexo
que contenha pontos de N e de S.

Teorema HEX

Seja k > 1 arbitrario, e assuma 7T C H|J V.

Entao, ou H contem um grafo conexo que contem pontos de O e
pontos de L, ou V contem um grafo conexo que contem contem
pontos de N e pontos de S.

Teorema HEX < Teorema de Brouwer
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Prova de HEX =— Brouwer —1

Seja f:Q? — Q?continuae s > 0. f = (fi, ), f; : Q% — [0,1]

= & - = DA
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Prova de HEX =— Brouwer —1

Seja f:Q? — Q?continuae s > 0. f = (fi, ), f; : Q% — [0,1]
Pela continuidade uniforme:

30 €]0,¢[ tal que |x — x| < § implica |f(x) — f(X')]| < e.

o =l = Qe
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Prova de HEX =— Brouwer —1

Seja f:Q? — Q?continuae s > 0. f = (fi, ), f; : Q% — [0,1]
Pela continuidade uniforme:

30 €]0,¢[ tal que |x — x| < § implica |f(x) — f(X')| < e.
Escolha k > % e considere o tabuleiro 7.
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Prova de HEX =— Brouwer —1

Seja f:Q? — Q?continuae s > 0. f = (fi, ), f; : Q% — [0,1]
Pela continuidade uniforme:

30 €]0,¢[ tal que |x — x| < § implica |f(x) — f(X')| < e.
Escolha k > % € considere o tabuleiro 7.

Obs.: x = (X1,x) € Tx = Xx/k = (x1/k, xo/k) € Q2.
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Prova de HEX =— Brouwer —1

Seja f:Q? — Q?continuae s > 0. f = (fi, ), f; : Q% — [0,1]
Pela continuidade uniforme:

30 €]0,¢[ tal que |x — x| < § implica |f(x) — f(X')| < e.
Escolha k > % € considere o tabuleiro 7.

Obs.: x = (x1,x2) € Tk = x/k = (x1/k, x2/k) € Q2.

Defina:

HT = {XE Tk - f1(X/k)*X1/k > 6}
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Prova de HEX =— Brouwer —1

Seja f:Q? — Q?continuae s > 0. f = (fi, ), f; : Q% — [0,1]
Pela continuidade uniforme:

30 €]0,¢[ tal que |x — x| < § implica |f(x) — f(X')| < e.
Escolha k > % € considere o tabuleiro 7.

Obs.: x = (x1,x2) € Tk = x/k = (x1/k, x2/k) € Q2.

Defina:

HT ={x € Ti:fi(x/k)—x1/k >}

H™ = {X € Tk : X1/k— f1(X/k) > 5}
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Prova de HEX =— Brouwer —1

Seja f:Q? — Q2 continuae s > 0. f = (fi,f), fi: Q2 — [0,1]
Pela continuidade uniforme:

30 € ]0,¢[ tal que |x — x| < ¢ implica |f(x) — f(x')| < e.
Escolha k > % € considere o tabuleiro 7.

Obs.: x = (x1,x2) € Tk = x/k = (x1/k, x2/k) € Q2.

Defina:

HT = {XE Tk - f1(X/k)—X1/k >€}

H™ ={x€Tx:x/k—fi(x/k) > e}

VT = {X € Tx: fg(X/k) *Xg/k > 8}
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Prova de HEX =— Brouwer —1

Seja f:Q? — Q2 continuae s > 0. f = (fi,f), fi: Q2 — [0,1]
Pela continuidade uniforme:

30 € ]0,¢[ tal que |x — x| < ¢ implica |f(x) — f(x')| < e.
Escolha k > % € considere o tabuleiro 7.

Obs.: x = (x1,x2) € Tk = x/k = (x1/k, x2/k) € Q2.

Defina:

HT = {XG Tk - f1(X/k)—X1/k >€}

H™ ={x€Tx:xi/k—fi(x/k) > e}

Vt={x € Tk: b(x/k)— xo/k > e}

Z {X € Tk : Xg/k— fg(X/k) > 6}
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Prova de HEX =— Brouwer —1

Seja f:Q? — Q2 continuae s > 0. f = (fi,f), fi: Q2 — [0,1]
Pela continuidade uniforme:

30 € ]0,¢[ tal que |x — x| < ¢ implica |f(x) — f(x')| < e.
Escolha k > % € considere o tabuleiro 7.

Obs.: x = (x1,x2) € Tk = x/k = (x1/k, x2/k) € Q2.

Defina:

HT = {XG Tk - f1(X/k)—X1/k >€}

H™ ={x€Tx:xi/k—fi(x/k) > e}

Vt={x € Tk: b(x/k)— xo/k > e}

Vo ={x€Tk:xo/k — fa(x/k) > e}

Teorema de Brouwer
Tk #HTUH UVTUV. J

Paolo Piccione (IME-USP) Teoria de grafos e topologia no jogo HEX Outubro 2014 16 /17



Prova de HEX =— Brouwer —1

Seja f:Q? — Q2 continuae s > 0. f = (fi,f), fi: Q2 — [0,1]
Pela continuidade uniforme:

30 € ]0,¢[ tal que |x — x| < ¢ implica |f(x) — f(x')| < e.
Escolha k > 1 e considere o tabuleiro 7.

Obs.: x = (x1,x2) € Tk = x/k = (x1/k, x2/k) € Q2.

Defina:

HT = {XG Tk - f1(X/k)—X1/k >€}

H™ ={x€Tx:xi/k—fi(x/k) > e}

Vt={x € Tk: b(x/k)— xo/k > e}

Vo ={x€Tk:xo/k — fa(x/k) > e}

Teorema de Brouwer
Tk #HTUH UVTUV. }

Observe: H ™ ndo contem pontos de L,
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Prova de HEX =— Brouwer —1

Seja f:Q? — Q2 continuae s > 0. f = (fi,f), fi: Q2 — [0,1]
Pela continuidade uniforme:

30 € ]0,¢[ tal que |x — x| < ¢ implica |f(x) — f(x')| < e.
Escolha k > 1 e considere o tabuleiro 7.

Obs.: x = (x1,x2) € Tk = x/k = (x1/k, x2/k) € Q2.

Defina:

HT = {XG Tk - f1(X/k)—X1/k >€}

H™ ={x€Tx:xi/k—fi(x/k) > e}

Vt={x € Tk: b(x/k)— xo/k > e}

Vo ={x€Tk:xo/k — fa(x/k) > e}

Teorema de Brouwer
Tk #HTUH UVTUV. J

Observe: H™ ndo contem pontos de L, #~ ndo contem pontos de O,
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Prova de HEX =— Brouwer —1

Seja f:Q? — Q2 continuae s > 0. f = (fi,f), fi: Q2 — [0,1]
Pela continuidade uniforme:

30 € ]0,¢[ tal que |x — x| < ¢ implica |f(x) — f(x')| < e.
Escolha k > 1 e considere o tabuleiro 7.

Obs.: x = (x1,x2) € Tk = x/k = (x1/k, x2/k) € Q2.

Defina:

HT = {XG Tk - f1(X/k)—X1/k >€}

H™ ={x€Tx:xi/k—fi(x/k) > e}

Vt={x € Tk: b(x/k)— xo/k > e}

Vo ={x€Tk:xo/k — fa(x/k) > e}

Teorema de Brouwer
Tk #HTUH UVTUV. J

Observe: H™ ndo contem pontos de L, #~ ndo contem pontos de O,
VT ndo contem pontos de N,
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Prova de HEX =— Brouwer —1

Seja f:Q? — Q2 continuae s > 0. f = (fi,f), fi: Q2 — [0,1]
Pela continuidade uniforme:

30 € ]0,¢[ tal que |x — x| < ¢ implica |f(x) — f(x')| < e.
Escolha k > 1 e considere o tabuleiro 7.

Obs.: x = (x1,x2) € Tk = x/k = (x1/k, x2/k) € Q2.

Defina:

HT = {XG Tk - f1(X/k)—X1/k > 6}

H™ ={x€Tx:xi/k—fi(x/k) > e}

Vt={x € Tk: b(x/k)— xo/k > e}

Vo ={x€Tk:xo/k — fa(x/k) > e}

Teorema de Brouwer
Tk #HTUH- UVTUY. J

Observe: H™ ndo contem pontos de L, #~ ndo contem pontos de O,
VT ndo contem pontos de N, V= ndo contem pontos de S.

Paolo Piccione (IME-USP) Teoria de grafos e topologia no jogo HEX Outubro 2014 16 /17



Prova de HEX =— Brouwer —2

Observacao crucial: Os conjuntos # " e H~ ndo séo adjacentes, ou
seja, ndo existem x € H* e x’ € H~ adjacentes.
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Prova de HEX =— Brouwer —2

Observacao crucial: Os conjuntos # " e H~ ndo séo adjacentes, ou

seja, ndo existem x € H* e x’ € H~ adjacentes.
Prova:
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Prova de HEX =— Brouwer —2

Observacao crucial: Os conjuntos # " e H~ ndo séo adjacentes, ou

seja, ndo existem x € H* e x’ € H~ adjacentes.
Prova:

@ xeH = fi(x/k) — x1/k > ¢
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Prova de HEX =— Brouwer —2

Observacao crucial: Os conjuntos # " e H~ ndo séo adjacentes, ou

seja, ndo existem x € H* e x’ € H~ adjacentes.
Prova:

@ xeH = fi(x/k) — x1/k > ¢
o X' e, = xj/k—Hf(X'/k)>¢
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Prova de HEX =— Brouwer —2

Observacao crucial: Os conjuntos # " e H~ ndo séo adjacentes, ou

seja, ndo existem x € H* e x’ € H~ adjacentes.
Prova:

@ xeH = fi(x/k) — x1/k > ¢
o X' e, = xj/k—Hf(X'/k)>¢
@ x e x’' adjacentes = x| /k — x1/k < L|x' — x| <1/k < § < e.
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Prova de HEX =— Brouwer —2

Observacao crucial: Os conjuntos # " e H~ ndo séo adjacentes, ou

seja, ndo existem x € H* e x’ € H~ adjacentes.
Prova:

@ xeH = fi(x/k) — x1/k > ¢
o X' e, = xj/k—Hf(X'/k)>¢
@ x e x’' adjacentes = x| /k — x1/k < L|x' — x| <1/k < § < e.

fr(x/K) — Fi(X'/K) + X4 [k — X1 [k > 2¢ | = | i(x/K) — (X' [K) > €]
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Mas x e x’ adjacentes implica |x/k — x'/k| < 1/k < ¢, e dai:
|fi(x/Kk) — f(x'/K)| < | Contradig&o!
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Analogamente, os conjuntos V' e V~ ndo sdo adjacentes.

Um subconjunto conexo contido em H = H ™ | JH ™~ esta inteiramente
contido em H* ou em H~, e portanto ndo pode ligar L e O.
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Um subconjunto conexo contido em V = V| J V™ esté inteiramente
contido em V* ou em V, e portanto ndo pode ligar N e S.
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Analogamente, os conjuntos V' e V~ ndo sdo adjacentes.
Um subconjunto conexo contido em H = H ™ | JH ™~ esta inteiramente
contido em H* ou em H~, e portanto ndo pode ligar L e O.
Um subconjunto conexo contido em V = V| J V™ esté inteiramente

contido em V* ou em V, e portanto ndo pode ligar N e S.
Pelo Teorema HEX, Tx # HT UK~ UVT UV~ = Brouwer. QED
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