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1 Preludio: métricas riemannianas

Seja M™ uma variedade suve de dimensdo n. Denotaremos por (U, @) uma
carta local em M ao redor de um ponto p € M. Isto é,

@:U—RY
e(q) = (x'(q),..-,x™(q)), ge U, x':U— R, ie{l,...,n},

onde @ é um homeomorfismo tal que @(p) = 0.



O espago tangente a M em p é o espacgo vetorial gerado por elementos da
n

forma i} , tais que se f: U — R, entao
oxt J iy

d d
axif(p)

- E‘t:o (fo @) (ter), e =(0,...,1,...,0).

O fibrado tangente consiste na variedade TM de dimensao 2n definida por
™ :={(p,v):peM, ve T,M}.

Note que podemos definir um espaco dual a T,M para cada p € M da
seguinte maneira:

ToM = {dxl, i=1,...,n:dx' (ax)> =

Pode-se construir uma variedade diferencidvel de dimensdo 2n, chamada de
fibrado cotangente, que coleciona os espagos cotangentes TJM, definida
por

xto @ (tej) = 5i)~}.
t=0

T"M:={(p,0):peM, 8 € T,M}.

Todas as operacoes que podemos fazer com espacos vetoriais se estendem
aos fibrados tangente e cotangente de maneira natural. Em particular, se deno-
tarmos por Sym (T*M ® T*M) o fibrado cujas fibras sdo um produto simétrico
de duas cépias de T,M para cada p € M, uma métrica riemanniana ¢ uma
funcao suave

g:M — Sym" (T"M ® T*M)

tal que para cadap € M, ¢g(p) é uma forma bilinear simétrica e positiva definida.
A maneira correta de pensar numa métrica riemanniana é, portanto, uma regra
(suave) que associa a cada ponto p € M um produto interno g(p) em T,M.
Dessa maneira, g se escreve em uma carta local ao redor de p € M como

n
g= ) gydx'®dv,
i,j=1

onde gij : U — R sao fungdes suaves que satisfazem

0 90\ _ ..
I\ oxi> o0 ) ~ 9U

Uma variedade suave M munida de uma métrica riemanniana g sera cha-
mada de variedade riemanniana (M, g).

Proposigao 1.1. Toda variedade suave admite uma métrica riemanniana.

Demonstracdo. A prova desse fato, em geral, faz uso de particoes da unidade,
mas se o leitor é familiar com topologia diferencial ha de saber que existe um
mergulho F: M — RN para N grande. A variedade RN admite uma métrica



riemanniana, dada por qualquer escolha de produto interno em RNE visto como
espago vetorial. Pode-se, portanto, definir uma métrica riemanniana g em M
por

g :=F((,)),
onde F* denota o pullback por F. O

Observagao. A escolha dessa demonstracdo € muito natural se pensarmos
que em uma superficie, que € o primeiro modelo de variedade riemanniana (e
também o mais simples (e ndo trivial)), as métricas naturais sao induzidas por
restricoes de produtos interno em R3. Esperamos deizar isso mais claro a sequir
nos exemplos.

1.1 Exemplos

Daremos alguns exemplos muito simples de métricas riemannianas.

1. O espago euclidiano R™ com o produto interno canonico (,). De fato, se

escrevermos um ponto X = (x',...,x™) € R™, entao

N
g®) (¥, W) := G, W)(X) = Y 8;dx (¥)dx) (W), ¥, W € R™,
i,j=1

2. Um cilindro C := R x M?, onde M? é uma superficie em R3. Lembramos
que nesse caso, vetores tangentes a M? sempre podem ser vistos em R3.
Assim, uma métrica riemanniana natural a se considerar em M consiste
na restricio de uma métrica riemanniana em R3 a M (como por exemplo,
a métrica do primeiro item). Note que R é uma variedade riemanniana
de dimensdo 1 e métrica go = dt?, onde o espaco tangente a R pode
ser visto simplesmente como o espago vetorial de dimensao 1 gerado por
{%}, t € R, e dt? := dt ® dt. Assim, podemos introduzir uma métrica
riemanniana em C via a férmula

gc :=go+1"((,)),
3 . .
gc=dt? +i* | ) Sydxtedy |,

i,j=1
onde i: M — R3 é a inclusdo e i* denota o pullback por i.

3. Produtos verticais (warped products). Ainda considerando C := R x M?,
se ) : R — R é uma funcao suave podemos introduzir uma nova métrica em
C, chamada de métrica de produto vertical (warped product metric)

ge = dt? + (D" ((,)).

1Veja o primeiro exemplo abaixo.



4. O plano hiperbdlico. Considere o espago
H:= {(x,y) e R*:y > 0}.
Pode-se definir uma métrica riemanniana em H colocando
dx? + dy?
= %, dx? .= dx ® dx, dy? := dy ® dy.

2 Conexoes, geodésicas e comprimento de arco

2.1 Derivadas covariante

Considere o espaco R3. Se tomamos duas funcoes vetoriais X : U C R - R3,Y:
U c R?® — R3, como podemos calcular a derivada direcional de X na direcio
de Y? Se f: U — R é uma funcao suave em U, entao a derivada direcional de f
em relagao a Y em um ponto p € U é dada por

d

a‘t:o (fopy),

onde @y é o fluxo gerado por Y comecando em p. Isto é, é a tinica solugdo @y (t)
local do problema

Loy(t) =Y(py),
ev(0)=p

E facil verificar, via regra da cadeira, que se VT denota o gradiente de f, entao

d

Tl (Foov) = (VE,Y(p)),

t=0

onde (,) é a métrica candnica de R3.
Podemos estender essa definicao e pregar que a derivada de X na diregao de

Y seja simplesmente 4
Tt ho (Xo@v).
Assim, essa conta diz que a derivada de X em relagao a Y é a derivada direcional
de cada fung@o coordenada de X na direcao de Y.
Em uma variedade riemanniana, um campo vetorial é uma aplicagao suave
X: M — TM, isto é, é uma regra que associa (de maneira suave) a cada ponto p
de M, um vetor tangente X(p). Dessa maneira, em coorenadas locais podemos

escrever
"oy
_ E i
X=2f oxt’

i=1

onde f': U — R sdo funcdes suaves.

Podemos estender (simplesmente copiando) a definigdo de derivada cova-
riante em R3 para variedades. Mas isso gera um problema. A falta de co-
variancia, ou simplesmente, essa nogao depende do sistema de coordenadas.



Entrentanto, se f: U C M — R e M estd munida de uma métrica riemanniana,
existe um tnico campo de vetores, tal que denotaremos por Vf, que satisfaz

d
XI[f] == Ttho (fo @x) (t) = g(VTf, X),

onde @x é o fluxo local de X.
Definigao 1. O campo V{ € chamado gradiente de f com respeito a g.

A solucao para evitar a falta de covariancia consiste em introduzir conexoes.
Denote por I'(TM) o médulo dos campos vetoriais suaves sobre M.

Definicao 2. Uma conexao V em TM é uma aplicagao
V:T(TM) x T(TM) — T'(TM)
tal que
1. VixygvZ =fVxZ +gVvZ
2. Vx(Y+2Z)=VxY+VxZ
3. Vx(fY) = fVxY + X(1)Y,
onde X,Y,Z € T(TM), f,g € C*(M,R).

A principio ndo esta clara a relacdo desse mapa com derivagao de campos
vetoriais, mas a seguinte proposi¢cao estabelece a relagao.

Proposigao 2.1. Seja M uma variedade suave com uma conexao V. Entdo,

exriste uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V ao longo
.. DV

de uma curva suave ¢ : I — M um outro campo vetorial —— ao longo de c,

denominada derivada covariante de V ao longo de c tal que:
_ DV , DW
(a) - V + W) at + at

D ary, L DV
(b) a(fV) = V+fa
(c) Se V € induzido por um campo de vetores Y € T'(TM), ou seja, V(t) =
(Yoc)(t), entdo
DV

E = vdc/th>

onde W € um campo de vetores ao longo de ¢ e f € uma funcao suave em I C R.

A dltima linha faz sentido pois VxY(p) depende apenas de X(p) e de Y ao
longo de uma curva tangente a X(p). De fato, escrevamos



Vamos usar as propriedades da conexao para obter uma expressao em coorde-
nadas locais para VxY(p).

=9
VY=Y 0 295
i fis—s Oxt j=1
n
. .0
— i 2
B Z Voo oxJ
L= ok
n
[ 0 2 0
_ i j j
‘.Zf bxlg 6x1+gv 0 %
L=l ot
E do V 0 _ sn rk 0 1 funcgo rx
screvendo V o5 = Y g i 3k Para algumas funcdes suaves I con-
oxt

cluimos que

VY = Zf1 9 'iJrgiirKi
oxt 9 ox — Yoxk |-

’Ji
Rearranjando os indices:

n

VxY =) Zfl Tk +Xg'l |,

k=1 \1i,j=1

onde X[g'] denota a derivada direcional de g’ na direcio de X.

Definigao 3. Os simbolos {T} sio chamados de sémbolos de Christoffel,
e eles determinam completamente a conexdo.

Definicao 4. Seja M uma variedade suave com uma conexao V. Um campo

vetorial V ao longo de uma curva ¢ : I — M € chamado paralelo quando
DV

— =0Vvtel

dt

Observagao. Quando falarmos de conexdo riemanniana ficard claro que cam-
pos paralelos ao longo de uma curva fazem angulo constante com a curva em
todo instante!

Proposigao 2.2. Seja M uma variedade suave munida de uma conerdo V.
Seja ¢ : I — M uma curva suave em M e Vo um veor tangente a M em
c(to), to € 1. Entdo, existe um unico campo de vetores paralelo V ao longo de
¢ tal que V(ty) = V.

Definigao 5. V(t) € chamado de transporte paralelo de Vo ao longo de c.



DV
Demonstragao. Note que —— = 0 consiste em um sistema de n-equacoes dife-

renciais lineares de primeira ordem. De fato,

DV
H = Vdc/dt\/)
onde V é um campo em M tal que (Vo c)(t) = V(t). Escrevendo
de i dct 9
dt 4= dt oxt’

concluimos que

DV i d
EZO‘:”’:]; ; 595 | e

Dada a condicao inicial V(to) = Vo, a existéncia e unicidade do transporte
paralelo segue do Teorema de Existéncia e Unicidade de EDO’s lineares de
primeira ordem. O

2.2 Conexoes riemannianas

Definigao 6. Seja M uma variedade suave com uma conexdo V e uma métrica
riemanniana g. A conexao V € dita compativel com g quando, para toda
curva diferencidvel e para quaisuger pares de campos de vetores paralelos P e P
ao longo de c, g(P, 15) = constante.

Para justificar essa definigao, langamos méo da seguinte proposi¢ao que mos-
tra ser possivel, quando V é compativel com g, derivar g(P, P) utilizando a regra
de Leibiniz.

Proposigao 2.3. Seja (M, g) uma variedade riemanniana. Uma conexdo V
em M € compativel com a métrica g se, e somente se, para todo par V;W de
campos de vetores ao longo de uma curva suave ¢ : I — M tenhamos

d DV Dw
EQ(V,W) =g (dt’w> +9 (V> dt) .

Corolario 2.4. Uma conexdo V em uma variedade riemanniana M € com-
pativel com a métrica se, e so se,

Xg(V,Z) =g (Vx%,Z)+9g(Y,VxZ), VX,Y,Z € T(TM).

Definigao 7. Uma conexdo V em uma variedade suave M € dita simétrica
quando
VxY = VyX=I[X,Y], VX, Y € T(TM).



A nomenclatura justifica o fato de que se a conexao V é simétrica, entao,

como —i =0, e assi
MO | — i
0 0 ..
\% a%—VLQ, Vl,)é{],...,n}.
oxt ox

Teorema 2.5 (Levi-Civita). Dada uma variedade riemanniana M, existe uma
untca conexao V em M que é stmétrica e compativel com g

Uma conexao V como no teorema anterior é denominada conexao de Levi-
Civita ou riemanniana. A prova desse teorema faz uso da chamada férmula
de Koszul

que tem como interessante aplicagao o fato de que os simbolos e Christoffel ficam
completamente determinados pela métrica g nesse caso. A saber,

1S om0 0 d
M=oY g gt 2 Gk — 5 G ¢ - 1
=329 {axlg’”ax:gk axkgl} .

Terminamos a discussao sobre conexoes voltando no assunto derivada cova-
riante. Seja ¢ : 1 — M uma curva suave em M e considere a aplicacao

T .= Pc,to,t : Tc(to)M — Tc(t)M

definida por Pc t,,¢(v), v € T¢(1,)M sendo o transporte paralelo do vetor v ao
longo da curva c. Entao, T é uma isometria linear entre Te(1,)M e T¢ (1) M.

Sejam X,Y € T'(TM). Faga c(t) ser o fluxo de X tal que c(to) = p. Entéo,
pode-se mostrar que

(Vx¥(p) = | (r(vo) (1)

2.3 Geodésicas e vizinhangas normais

No que segue M é uma variedade riemanniana munida de uma conexao de Levi-
Civita. Ademais, denotaremos g := (,).

Definicao 8. Uma curva suavey: 1 — M, I C R € dita geodésica em to € 1 se

D dy

aa(to) :0.

Se essa equagao valer para todo t € 1 dizemos que y € uma geodésica.



. . d
Vale notar que geodésicas tem norma do vetor velocidade dit/ constante.

De fato,
d dy dy D dy dy

atlaca " Haar ad T
O comprimento de arco de vy, a partir de uma origem fixa, por exemplo,
to, é dado por
t
L) = | Iv'lde=cte—to), = ']
to
Portanto, o parametro de uma geodésica é proporcional ao comprimento de
arco. Se ¢ = 1 entao diremos que y estd normalizada.

. Dady
Em coordenadas locais, a equacao — — = 0 ¢é escrita como

dt dt
i &y pedvedy ) 0
dt2 't 4= Y 4t dt | oxk
k=1 i,j=1

O fato dessa equagao ser uma equagao em segunda ordem apenas enfatiza
que etamos estudando a equacGo no espago de solugoes errados. Essa equagao
pode ser convertida numa equacao de primeira ordem, mas no fibrado tangente
de M. De fato, fazendo a substituicao

dyx
e g
obtemos o sistema de equagoes
d
e _
dt @)

d k n k
7dt = _Zi,j:I I“ijCiCj, k e {1, . .,Tl}.

Seja portanto U um aberto coordenado em TM.. Pelo Teorema de Existéncia e
Unicidade de equagoes diferenciais lineares de primeira ordem, existe uma tnica
solugao maxial do problema . A saber, é o fluxo ® do campo = € I'(TM)

= Gyl Y TG, — Y TRGG

i,j=1 i,j=1

Portanto, se T : TM — M denota a projecao no primeiro fator, dada uma
condigao inicial (p,v) para o problema , existe uma unica geodésica partindo
de p com velocidade inicial v dada por

v(t) =mo O(t).
Definigao 9. O mapa exponencial em p, expy, € a aplicacdo

expy, oM =M



definida por
expy, (v) := (1o @)(b),

onde b € o mdximo tempo mazial de existéncia de O©.

Observagao. Fxistem escolhas apropriadas e reparametrizacoes que sempre
permitem escolher b = 1. Optamos por omitir os detalhes técnicos por bre-
vidade de tempo. Veja por exemplo [1l][Pdginas 72, 73.]

Proposigao 2.6. Para cada p € M existe € > 0 tal que o mapa exponencial
restrito a B¢ (0) C T,M € um difeomorfismo sobre sua imagem, que serd cha-
mada de vizinhanga normal de p. Ademais, exp,(B¢(0)) serd chamada de
bola normal ao redor de p.

Definicao 10. Um segmento de geodésica 7y : [a,b] — M € dito minimizante
se L(y) < L(c) para toda curva c, diferencidvel (por partes) ligando y(a) ay(b).

Proposigao 2.7. Sejam p € M, U uma vizinhanca normal de p, B C U uma
bola normal de centro p. Seja vy : [0,1] — B wum segmento de geodésica com
v(0) =p. Sec:[0,1] = M € qualquer curva diferencidvel ligando y(0) a y(1)
entao L(y) < L(c) e se a igualdade vale, entdo y([0,1]) = c([0, 1]).

Teorema 2.8. Para cadap € M ezistem uma vizinhanga W de p e um numero
& > 0 tais que, para cada q € W, exp, € um difeomorfismo em Bs(0) € TyM
e expq(Bs(0)) D W, ou seja, W € uma vizinhan¢a normal de cada um dos seus
pontos.

Como conclusao, para quaisquer dois pontos em W existe uma tinica geodésica
minimizante ligando estes dois pontos. Vale notar que todos esses resultados
sao locais, sendo a penultima secao destas notas a responséavel por discutir como
obter resultados globais de mesma natureza.

3 Curvatura

Comecemos por lembrar o caso de superficies. Seja V a conexao de Levi-Civita
em R3. Considere M? uma superficie em R3 com a métrica induzida (vide os
exemplos na primeira secdo). Seja U um campo suave unitério ao longo de M2,
Definimos o operador formato Sy por

Su(V)=—(VvWT,

onde V € T(TM?) e T denota a projecio ortogonal no espaco tangente a M?2.

Pode-se mostrar que Sy : T,M — T, M define, para cadap € M um operador
linear simétrico (portando diagoanlizével) com autovalores {A;,A2}. A curva-
tura gaussiana em p é portando definida como:

K(p) =A1 - Az,

10



e a curvatura média em p é definida como:

]
=2

Como definir conceitos analogos para qualquer variedade riemanniana?

H(p) (A1 +A2).

Teorema 3.1 (Teorema do Mergulho de Nash). Seja (M, g) uma variedade
riemanniana. Entdo, existe um mergulho F: M — R™ para N grande tal que

g=F(())

Esse teorema é um dos teoremas mais dificeis em geometria riemanniana, que
faz uso de técnicas extremamente complicadas de equagoes diferenciais parciais,
mas que mostra que toda métrica riemanniana pode ser vista como pullback
da métrica canoénica de RN, para um N grande. Poderfamos nos perguntar,
portanto, se utilizar esse teorema e copiar as defini¢cées de curvatura gaussiana
e média para definir conceito de curvatura em (M™, g). Entretanto, o primeiro
problema é que a codimensdo de M em RN pode ndo ser 1, o que nio dé uma
Unica escolha de campo normal para definigoes analogas de curvatura. Mas
h& outros problemas mais sérios, conforme veremos. Vale ressaltar ainda que
historicamente esse resultado veio muito depois das definicbes de tensores de
curvatura que daremos a seguir.

Sejam X,Y,Z € T'(TM™). O tensor de Riemann ¢é a aplicagdo R definida
por

R(X,Y)Z:=VyVxZ—VxVyZ+ V[X)y]z,

onde V é a conexao de Levi-Civita de M.
Em R"™ com a métrica candnica {,) temos que R = 0.

Proposigao 3.2. O tensor R de uma variedade riemanniana satisfaz as sequin-
tes propriedades:

(1) R(fXy 4+ gX2, Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X2, Y1),

(“) R(thY] + QYZ) = fR(XhY]) + gR(X1>X2)) Vf)g S COO(M)R)) Xi)Yi S
rm), ie(1,2).

(iii) Para todo par X,Y € T(TM), o operador R(X,Y) : T(TM) — T(TM) ¢

linear, isto €,
R(X, Y)(Z + W) = R(X, Y)Z + R(X, Y)W,
R(X, Y)fZ = fR(X, Y)Z, ¥f € C®(M,R), YZ,W & I'(TM).
Proposicao 3.3 (Primeira Identidade de Bianchi).
R(X, Y)Z + R(Y, Z)X + R(Z,X)Y = 0, VX, Y,Z € I'(TM).
Sejam X,Y,Z, T € I'(TM). Denote por R(X,Y,Z,T) := g(R(X,Y)Z,T). Entao,

valem as seguintes propriedades:

11



(a) R(X)Y) Z) T) = _R(Y> X» Z)T)>
(b) R(X)Y)Z) T) = _R(X»Y»T)Z)»
(c) R(X,Y,Z,T) =R(Z, T, X,Y).

3.1 Curvatura seccional

Proposicao 3.4. Sejap € M e 0 C T,M um subespago bidimensional de T, M.
Sejam x,y € o dois vetores linearmente independentes. Entao,

R(x,Y,%,Y) (3)

K(x =
oY) = R — (5 )2

nao depende da escolha dos vetores x,y € O.

Definicao 11. Dado um ponto p € M e um subespago bidimensional o C T,M
o numero real K(x,y) := K(0) dado pela equacio , onde {x,y} € uma base
arbitraria de o, é chamado de curvatura seccional de o em p.

Considere portanto o plano o € T,M e seja S a superficie bi-dimensional
imersa em M (suponha que M tenha curvatura zero) gerada pela aplicagio
exponencial restrita a o e que codim S = 1. Entdo, a curvatura seccional
do plano o coincide com a ”curvatura gaussiana’de S, isto é, com o produto
dos autovalores do operador formato, imersa em M! Em particular, a nogao
de curvatura seccional coincide com a nogao de ”curvatura gaussiana’quando
restrita a uma superficie em R3.

Note que no paragrafo anterior colocamos o termo curvatura gaussiana em
aspas, e a razao disso é a seguinte: e se M néo tivesse tensor de curvatura zero?
Entao as nogoes de cuvatura de subvariedade imersa (com métrica de restrigao)
e a nogao de curvatura dada pelo produto dos autovalores do operador formato
nao coincidiriam, a diferenga seria justamente a curvatura do ambiente. Isso é
sumarizado pela férmula de Gauss na teoria de imersoes, e mostra, portanto,
que em ambientes curvados, mesmo em codimenséao 1, apelar para estrutura do
ambiente pode nao ser adequado! Nesse caso, a curvatura seccional da métrica
induzida é a nogao genuinamente intrinseca, e o produto dos autovalores pode
ser visto como uma nogao de curvatura extrinseca, nao merecendo o nome de
curvatura gaussiana.

Exemplo 1. 1. A curvatura seccional de (R™,(,)) € constante e igual a 0,

2. A curvatura seccional de H? com a métrica introduzida na Secdo 1 € cons-
tante e igual a —1.

Teorema 3.5 (Synge). Seja (M, g) uma variedade riemanniana compacta com
curvatura seccional positiva. Isto €, para todop € M e todo o € T,M, K(o) > 0.
FEntao,

1. Se M tem dimensdo par e € orientdvel, entdo M € simplesmente coneza,

12



2. Se M tem dimensao impar, entao M € orientdvel.

Teorema 3.6 (Perelman). Seja (M, g) uma variedade riemanniana completcﬂ
comeza e nao compacta com curvatura seccional positiva. Entao M € difeomorfa
a R™,

Teorema 3.7 (Cartan-Hadamard). Seja (M™, g) uma variedade riemanniana
completa, simplesmente conexa, com curvatura seccional satifazendo K(o) <
0, Vo€ T,M, Vp € M. Entdo, M ¢é difeomorfa a R™ via aplicagdo exponencial.
3.2 Curvaturas de Ricci e escalar

Podemos considerar noc¢oes mais fracas de curvatura, todas oriundas do tensor
de Riemann.
A primeira delas é o tensor de Ricci. Esse é definido pela relagao

Ric(+,-) :=tr (Z+— R(-,Z)"),

onde R é o tensor de Riemann.
Destaca-se a importante relacao entre o tensor de Riemann e a topologia de
variedades Riemannianas, enfatizadas no seguinte teorema.

Teorema 3.8 (Bonnet-Myers). Seja (M™, g) uma variedade riemanniana com-
pleta. Suponhamos que a curvatura de Ric de M satisfaca

1
Ric(v) > 5 >0, ¥peM, We M,

entao, M € compacta e o didmetnﬂ de (M, g) depende de .

Exemplo 2. Considere o paraboloide
Pi={(xy,z) e R®:z=x* +y?}.

Com a métrica de subvariedade de R3, P tem curvatura seccional positiva, e
portanto, curvatura de Ricci positiva. Entretanto, P € difeomorfo a R?, néo
sendo compacto. Mas nao hd contradicdo com o teorema anterior, pois a cur-
vatura de P fica arbitrariamente proxima de zero, de onde ndo existe v € R tal
que

) 1
Ric(v) > 2
A curvatura escalar s(p) é definida via relacéo
s(p) s tr (X Ricp(X)).

Equagoes de Einstein:

2Na préxima secio explicaremos o significado de completude.
3Na secdo seguinte definiremos o conceito de didmetro.
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Em relatividade geral, as equagoes de campo de Einstein tem como incégnita
um tensor métrico que descreve a configuracao geométrica de uma quantidade
de matéria no espago tempo. A saber,

.S 8nG
Rlc—i-ig—i-/\g = CTT, (4)
onde c é a velocidade da luz no vacuo e G é a constante de gravitagao universal.
Aqui, T é um tensor simétrico que contém toda a distribuigao de energia e massa
da matéria e A € R. Em geral, para encontrar solucoes dessa equacao considera-
se uma variedade riemanniana compacta (M3, g) e se propde uma métrica de
warp,

g:= dt? +(t)g,

encontrando uma variedade solugio M* := R x, M3.
Mais geralmente, se T = 0, isto é, na auséncia de matéria, a equacao se
reduz a s

Tomando o trago em dﬂ obtemos:

s—i—(n—])%—i—(n—])/\:o,

de onde,
2(1—
RS
n+1
de onde, as equacoes de Einstein se tornam
) 1—n “AM+1)+(1—n)A 2nA
R - —/\ = = ——q.
C=TAIT Y ( P nt1d
~ 2nA N . .
Pregando A := — e ) temos que as equagoes de Einstein se reduzem a
Ric = /~\g.
Em particular, se n =4, entao
~ 8
A=—=A.
5

Uma variedade riemanniana (M, g) tal que existe uma constante A € R tal que
Ricg = Ag,

é chamada de variedade de Einstein.

4Com um pequeno adendo que em geral, no contexto de relatividade geral, a métrica g
tem trago n — 1 pois é uma métrica semi-riemanniana.
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As métricas de Einstein sao pontos criticos do funcional
]:(g) ::J' SQdM9>
M

onde, em coordenadas locais,
dMg = \/gdx' AL A dXT,

g :=det (gij) .

4 Completude de métricas riemannianas: o te-
orema de Hopf—Rinow e comprimento de cur-
vas divergentes

Um dos aspectos mais fundamentais de geometria riemanniana consiste no en-
tendimento das relagoes entre propriedades locais e propriedades globais. Por
exemplo, os teoremas enunciados no capitulo de curvatura destacam como cur-
vatura e topologia sao conceitos interligados. Cabe notar também, que em todos
os teoremas o termo completude foi necessario. O objetivo dessa segao consiste
em explicar precisamente essa terminologia.

Ademais, quando queremos estudar propriedades globais de uma variedade
diferenciavel M, devemos exigir que M nao seja uma subvariedade propria,
aberta, de uma variedade M’. A condicao usual para assegurar esta nao—estendabilidade
é a compacidade. Em alguns casos, porém, gostariamos de usar uma condigao
mais fraca (principalmente no 4mbito de cdlculo variacional). O que motiva a
nossa primeira definigao.

Definicao 12. Uma variedade riemanniana M € dita estendivel se existe uma
variedade riemanniana M’ tal que M € isométrica a um subconjunto aberto e
proprio de M. Do contrdrio, dizemos que M ¢ nao-estendivel.

Poderiamos nos perguntar quao grande € a classe de variedades riemannianas
naoe estendiveis. Langamos mao da seguinte definicao.

Definicao 13. Uma variedade riemanniana M é geodesicamente completa
se, para todo p € M, a aplicagdo exponencial, exp,,, estd definida para todo
v € T,M. Ou seja, as geodésicas Y(t) que partem de p estio definidas para
todos os valores do parametro t € R.

Proposigao 4.1. Se M € completa entao M € nao estendivel.

Demonstracdo. Assuma por contradicdo que M seja estendivel. Entao, M é
isométrica a um subconjunto aberto e préoprio de uma variedade riemanniana
M’. Assumindo M’ conexa (como todas as variedades desse texto), a fronteira
OM de M em M’ é nao vazia. Tome p € OM e seja U’ C M’ uma vizinhanga
normal de p em M’. Seja ¢ € U' N M e y(t) uma geodésica em M’ com
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¥(0) =p, ¥(1) = gq. Entao, y(t) :=vy(1 —t), [t| < & é uma geodésica em M com
v(0) = q. Mas como y(1) € 9M deve existir t < 1 tal que y ndo esteja definida,
de onde M nao pode ser completa. O

Observacgao. A reciproca desse teorema ndao € verdadeira, o que mostra que
a classe de variedades nao estendiveis ¢ maior do que a classe de variedades
completas. Por exemplo, considere o recobrimento universal

m: M — R?* —{(0,0)},

do plano euclidiano sem a origem. M nao é completa e nem estendivel. Para
ver que M ndo € estendivel, suponha o contrario. Isto é, seja (por absurdo) M’
uma extensio de M. Tome p’ € M’ um ponto na fronteira de M e seja W’
uma vizinahnea convexa de p’ em M’. Note que W’ —{p’} C M. De fato, para
cada ponto p € M passa uma unica geodésica em M que nao pode ser estendida
para todos os valores de t € R. Tome x € W/ N'M e ligue x a p’ com uma
geodésicay de M. ¥ coincide com uma geodésica dem M, e portanto, é a Unica
geodésica passando por x que ndo pode ser estendida para todos os valores de
t. Da unicidade e do fato que p’ é um ponto da fronteira, seque que todos os
pontos de YW, exceto p’, pertencem a M, poisy se aprozima arbitrariamente
da fronteira de M. Assim, se z € W' e z & ¥, a geodésica ligando z a x estd,
pela unicidade acima, inteiramente em M, de onde z € M.

Por fim, note que m(W'—{p'}) = U ¢é uma vizinhanca de (0,0) € RZ.
Considerando o circulo fechado em U com centro em (0,0) poderiamos levantd-
lo num circulo fechado em M, o que € absurdo pos M ¢ simplesmente conexa.

Definicao 14. A distancia d(p,q) entre dois pontos p,q € M € definida por,
1
dtpa) =t | fle’lat
onde Qp g ={c:[0,1] = M:¢c(0) =p, c(1) =q} ec é uma curva suave.

Proposigao 4.2. Com a distancia d da definicao anterior M se torna um
espaco métrico, isto €,

1. d(p,r) < d(p,q) +d(q,71), Vp,q,T €M,
2. d(p,q) = d(q,p)
3.d(p,q) >0 ed(p,q)=0&p=q.

Proposigao 4.3. A topologia induzida por d coincide com a topologia de M
como variedade suave.

Corolario 4.4. Se po € M, entio a funcdo f(p) := d(p,po) € continia em M.

Agora que podemos ver M como um espago métrico, o conceito de didmetro
de variedades riemannianas é facilmente definivel:
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Definigao 15. Seja (M, g) uma variedade riemanniana. Entdo, o didmetro
de (M, g), denotado por diam(g) € definido como

diam(g) := sup d(p,q).
P,qEM

Teorema 4.5 (Hopf-Rinow). Seja M uma variedade riemanniana e seja p €
M. As sequintes afirmagdes sdo equivalentes:

(a) exp, estd definida em todo T, M,

(b) Os limitados e fechados de M sdo compactos,
(¢) M é completa como espago métrico,

(d) M € geodesicamente completa,

(e) Eziste uma sucessio de compactos Ky C M, Ky Cint Knyq e, Kn =M
tais que se qn & Ky, entao d(p, qn) — o0,

(f) Para todo q € M existe uma geodésicay ligando p a q com L(y) = d(p, q).
Demonstragao. [I][Pagina 162, Teorema 2.8] O
Corolario 4.6. Toda variedade compacta é completa.

Corolario 4.7. Uma subvariedade fechada de uma variedade riemanniana com-
pleta é completa na métrica induzida. Em particular, as subvariedades fechadas
de um espaco euclidiano sao completas.

Para terminarmos essa secao provaremos o seguinte resultado:

Definicao 16. Uma curva divergente em uma variedade riemanniana M
é uma aplicacdo diferencidvel o : [0,00) — M tal que, para todo compacto
K C M, existe um to € (0,00) com «(t) & KVt > tg. Ou seja, & sai de qualquer
compacto.

O comprimento de uma curva divergente é definido por

t
limJ |’ (s)]|ds.
t, oo 0
Proposicao 4.8. M ¢é completa se, e s6 se, o comprimento de toda curva
divergente € ilimitado.

Demonstracdo. Assuma que M seja completa. Entao, existe uma sucessao de
compactos {Ky } como no teorema de Hopf-Rinow. Seja o uma curva divergente
em M. Entado, para cada n, existe t, € [0,00) tal que «(t) ¢ K, Vt > t,.
Seja p = «(0). Entdo, pelo item (e) do Teorema de Hopf-Rinow segue que
d(p, a(tn)) — oo, de onde L(«x) é ilimitado.

A reciproca fica como exercicio, mas a ideia consiste em utilizar o mesmo
item (e) do Teorema de Hopf—Rinow. O
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5 Primeira de variacao para energia de uma curva
em uma superficie

O objetivo desta secao é apresentar o conceito de geodésica em uma superficie
bidimensional, regular, em R3, como sendo o ponto critico do funcional de
energia.

5.1 Preliminares

Uma superficie parametrizada por um unico sistema de coordenadas é um par
(S,x) onde S C R3 tem a topologia induzida e x : U — S é uma aplicacao dife-
rencidvel do aberto U € R?. Lembremos que se (DV/dy)(p) denota a derivada
covariante do campo V, no ponto p, na direcao do vetor y, entao

D ds D 0s
dvou ouodv’

Lembramos que uma curva vy : [0,a] — S é dita geodésica se %y’(t) =
0Vt € [0, al. Note que apenas curvas parametrizadas por comprimento de arco
podem ser geodésicas.

Iniciamos definindo precisamente o conceito de ” curvas vizinhas” a uma curva

dada.

Definigao 17. Seja c : [0,a] — S uma curva diferencidvel por partes em uma
superficie S. Uma variagado de ¢ é uma aplicagcdo continua f : (—e, €) x [0, a] —
S tal que:

1. £(0,t) = c(t), te0,al.

2. Eziste uma subdivisao de [0, a] por pontos 0 = to < t1 < ... < tyqp1 =
a, tal que a restricio de f a cada (—e,€) x [ti, tip1],1 = 0,1,...,k, é
diferencidvel.

Uma variagao é dita prépria se f(s,0) = c(0) e f(s,a) = c(a), ou seja, se
0s extremos sdo fizados.

Para cada s € (—e,€), a curva parametrizada fs : [0,a] — M dada por
fs(t) = f(s,t) é chamada de curva da variagao. Deste modo, uma variacio
determina uma familia fs(t) de curvas vizinhas de modo que fo(t) = c(t).

E conveniente chamar curva transversal da variagdo a curva parametri-
zada, que é diferencidvel, fy : (—e, €) — M, t fixado, dada por f(s) = f(s,t). O
vetor velocidade de uma curva transversal s = 0, ou seja, V(t) = %(O,t) é um
campo vetorial (diferencidvel por partes) ao longo de c¢(t), chamado de campo
variacional de f.

Proposig¢ao 5.1. Dado um campo V(t), diferencidvel por partes, ao longo de
uma curva diferencidvel por partes ¢ : [0,a] — M, existe uma variacdo T :
(—e, €) x [0,a] = M de ¢, tal que V(t) € o campo variacional de f. Além disto,
se V(0) = V(a) =0, € possivel escolher f como uma variacao propria.
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Demonstragdo. Uma prova para este resultado pode ser encontrada em: [I]
pagina 213. O

Para comparar o comprimento de arco de ¢ com o comprimento de arco das
curvas vizinhas de uma variacdo f : (—e, €) x [0,a] — M de ¢, é conveniente
estudar a seguinte fungdo, chamado comprimento:

L:(—e,e) o R

L) = | U5l vlat

L(s) é o comprimento da curva f(t).

Observagao. E imprescindivel notar que %(s,t) € o vetor velocidade ao longo
da curva fs(t). Logo, faz sentido calcular sua norma usando a métrica da su-
perficie, a qual denotamos por ||.|.

Definiremos o funcional energia, que facilitara alguns calculos, e mostra-
remos sua relagdo com o funcional comprimento.

Definigao 18. Considerando f(s,t) como acima, definimos o funcional energia
por:

E(s) = | g5l Ol

Estamos interessados em um problema de minimizar o funcional compri-
mento de arco, mas, para tanto, afirmamos ser mais conveniente trabalhar com
o funcional energia. Como garantir que isto nao afeta as conclusbes que quere-
mos tirar?

Proposigao 5.2. Sejac:[0,a] — S uma curva diferencidvel em uma superficie.
Sejam ainda

¢ de
Le) = | Iggla

¢ de
E(c)=| |- [*dt
(0= | IgiPat
o comprimento de arco e a energia da curva ¢. Entao,
L(c)? < aE(c).

Demonstracdo. Lembramos da desigualdade de Schwarz,

a a a
(J fg dt)? SJ fzdt.J g?dt.
0 0 0

Tomando f =1 e g = || 4|, o resultado segue. O

Observagao. Note que a igualdade ocorre se e s6 se g € constante, uu seja, se
e 86 se ¢ tem parametro proporcional ao comprimento de arco.
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Definigao 19. Uma curva ¢ que liga os pontosp e q em S € dita minimizante
se, para qualquer variacdo f de ¢, o funcional L atinge seu menor valor para
s =0, ou seja, para a curva c. Note que, neste caso, dL(0)/ds = 0.

Lema 1. Sejam p,q €S ey :[0,al = S uma geodésica minimizante ligando p
a q. Entdo, para toda curva c :[0,a] — M ligando p a q,

E(v) < E(c)
e vale a igualdade se, e so se, a curva ¢ € geodésica minimizante.

Demonstragao. Das consideracoes acima, segue que:
aE(y) = (L(¥))? < (L(c)* < aE(c).

A primeira igualdade segue da observacao 2 e do fato de que, patra uma
geodésica v,||dy/dt|]| = 1. Para a segunda afirmagao, note que, se a igualdade é
vélida, entéo ¢ é proporcional ao comprimento de arco (também pela observagao
2), e L(y) = L(c). Mas, se isso ocorre, ¢ é geodésica minimizante. O

Por carater de simplicidade, faremos a primeira férmula da variacdo assu-
mindo que a variagao é suave e que a curva para qual a variacao ¢ feita também
é suave.

Proposicao 5.3 (Primeira Férmula da Variagdo). Sejam c : [0,a] — S uma
curva suave e f: (—e,€) — S wariagdo suave. Entao, a formula da primeira
variacao da energia € dada por:

1 / _ / / ¢ D ’
FE'10) = (Vi) e'(a) = (V(0),¢'(0) — [ V(1) gre’ (e
Demonstra¢do. Sabemos que
@ of of
E(s) = | (G gyt

Derivando em s e comutando a derivada com a integral:
¢ d of of ¢ D of of ¢ D of of
E/ = —_ =, — d = _—— ) = _—— — ).
(s) L ds'at’ ot L (Fsov ot/ L (3tas’ ot/
Na ultima igualdade usamos a simetria da derivada covariante. Lembrando que

a derivada covariante é compativel com a métrica:

d o af, _ Dof of,  df Do,
dt ‘'0s’ ot ot 0s’ ot 0s’ 0t ot

Entao,
¢ d of of ¢ of D of

T,
5E (s) = Jo E%’EW—L <675’ aamt
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Avaliando em s = 0 temos que %(O,t) = V(t) o campo variacional e %(O,t) =
¢’(t). Entao:

1 ¢ d a D
FEO) = | Fvio,eo)a— | (vio, g
JE'0) = (Vi) e'(a)) — (v(0),¢'t0) — [ Vit Tre’ (1t
7 = ’ ) o dt
Isto conclui a prova. O

Teorema 5.4. Uma curva diferencidvel ¢ : [0,a] — S € uma geodésica se, e sé
se, para toda variagcao propria f de ¢ vale que %(O) =0.

Demonstracdo. A ida é imediata, ja que, se ¢ é uma geodésica, todos os termos
do lado direito da priemira férmula da variacao se anulam. Fagamos a volta:
Com efeito, pela primeira férmula,

Entao, suponha que para toda variagao prépria f com campo variacional V,
isto é, (V(a),c’(a)) — (V(0),c’(0)) = 0 valha %E’(O) = 0. Entao,

a D ,
L (V(t), P (t))dt=0
Ora, escolhendo V(t) = %c’(t) temos que:
¢, D I 2
—c'(t t=0.
NEEEIR

Entéao, %c’(t) =0, Vt € [0,al, e a curva ¢ é portanto uma geodésica. O
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