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VERSAO FINAL.

PROF. PAOLO PICCIONE
MONITOR: ELKIN CARDENAS DIAZ

Exercicio 1. Seja V um campo vetorial num dominio Q C R? cujas compo-
nentes sdo fungdes com derivadas primeiras continuas em 2. Quais das seguintes
afirmacgdes sdo verdadeiras?
(1) Se V & irrotacional, entdo V é conservativo.
(2) Se V € conservativo, entdo V € irrotacional.
3) Se fv V' - dy = 0 para toda curva fechada vy no plano, entdo V' é conserva-
tivo.
(4) Se V € conservativo, entdo f7 V' - d¥ = 0 para toda curva - no plano.
(5) Se 1 e 72 s@o curvas em {2 com os mesmos extremos, e homotopicas,
enté_? f,ﬂ V.dy = f’vz V- dv. )
(6) Se V & irrotacional e v é uma curva fechada em (2, entdo fv V.dy=0.
Assuma agora que 2 = R?\ {(0,0)}.
(7) Se fv V- d¥ = 0, onde ~y € a circunferéncia de raio 1, centrada na origem,

e percorrida no sentido anti-horario, entdo V' € conservativo em (2.
(8) Se V é irrotacional, e fv V -d¥y = 0, onde « € a circunferéncia de raio 1,

centrada na origem, e percorrida no sentido horério, entdao V' € conservativo
em €.
(9) Se V é irrotacional, e f7 V -dvy = 0, onde y € a circunferéncia de raio 1,

centrada na origem, e percorrida no sentido anti-horario, entdo V' é conser-
vativo em {2.
(10) Se V ¢ irrotacional, e f,y V -d¥y = 0, onde « € a circunferéncia de raio 1,

centrada no ponto (1, 1), e percorrida no sentido anti-hordrio, entdo V' é
conservativo em 2.

Exercicio 2. Determinar quais dos conjuntos abaixo sdo conexos, e entre eles,
quais sio simplesmente conexos.

(1) A=R2\{(0,0)}

(2) A =R?

(3) A= {(z,y) e R?: 2 #0}
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4) A= {(z,y) eR?:2 >0}
(S)A:{(x,y)EIRQ:y#O}
(6)A:{(w,y)€IR2:xy7é0}

() A={(z,y) eR?:2>0, y >0}
(S)A:{(m,y)GRQ:any#O}

9 A= {(z,y) eR?: 22 +y> > 1}

(10) A= {(z,y) eR*: 1 <2®+y? <2}

(1) A={(z,y) eR?*:1 <2’ +y* <2, 2>0,y >0}

Exercicio 3. Use a férmula de Green para calcular as integrais de linha fﬁ/ V. dvy
com os dados abaixo.
V= (—2y+cos5 x)7+(2x—tan6 Y)7. Y
) V = (y> + cos® x)z — (2% —tan®y)7 v
() V = (—2y + cos® 2)7'+ (2z — tan® y)
do retangulo com vértices em (0, 0), (0,
sentido hordrio.

(t) = (2cost,2sint), t € [0, 27].
(t) = (cost,sint), t € [0, 27].

7, € v é a curva dada pelos lados
2), (1,0) e (1,2), percorrida no

Exercicio 4. Seja V' o campo vetorial dado pelo gradiente da funcéo diferenciavel
f dada. Calcule a integral de linha fﬂ/ V.dq.

() f(z,y) = 2® =y, (1) = (#,#), ¢ € [0, 1].

Q@) flz,y,2) = =2 +ay +y°2 () = (¢, —%,¢°), t € [-1,1].

(3) f = In(x® + y?), v é a circunferéncia de centro (1, 1), de raio 1, e percor-
rida no sentido anti-hordrio.

Exercicio 5. Calcule um potencial para os campos conservativos abaixo.
¥ r o y o
V=
(D 952_1_y22+$2+y2t7
Q) V=ar+(y+eY))
3) V = (22 +2y)7+ (y* + 22)7
4) V= (2% +2y)7T— (y* +22)]

Exercicio 6. Calcule o divergente V-V e o rotacional V x V dos campos V dados.
(1) V = a7+ y7+ 2k
QV=(+27+@+2)7+@+yk
(3) V = (zy + 22)T+ (a:y +y2)j+ (22 + y2)k
@) V="17+27+ 2k
x . Yy . z -
- x2—|—y2+m2z+ x2+y2+z2j+ x2+y2+z2k

Exercicio 7. Calcule o Laplaciano A f das fungdes f dadas.

M) f(z,y) =2?+y°
(2) f(z,y) =In(z* 4+ y?)
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3) fl@y,2) =~
@) f(z,y,2)=1+1+41

Exercicio 8. Considere o dominio Q C R? limitado pelas curvas 1, 72 € 73, como
na figura abaixo.

© @)

&

Considere as curvas vy, 2 € y3 com as orientacdes dadas na figura (y; € y2 no
sentido anti-hordrio, v3 no sentido horario). Defina:

° Alzf,ylxdy
° Angwxdy
° Angﬂfsxdy
o Blzf%ydx
. BQ:nydx
° Bg:f%ydx

Quais das seguintes expressdes € igual a area de 2?
(1) Ay + Ay — A3
(2) A1 — Ay — B3
(3) B1+ By — Bs
(4) —B1+ By — B3
(5) 5(A1 — B1) — 3(As — By) — §(Bs — A3)

Exercicio 9. Determine equacdes paramétricas para as superficies abaixo.
(1) O plano que passa em (1, —1,2) e ortogonal ao vetor 7 = 27— 7 + k.
(2) O plano paralelo aos vetores vy = 7 — 7+ keiy=—7+ 27— ke passante
por (2,—1,1).
(3) A esfera de centro (1,2, 3) e raio 5.
(4) O grifico do paraboldide z = 2 + 3.

Exercicio 10. Dar o enunciado completo dos seguintes resultados sobre integrais
de linha e de superficie:

(1) o Teorema de Green no plano;
(2) o Teorema de Stokes;
(3) o Teorema de Gauss (da divergéncia).
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Exercicio 11. Usando o Teorema da Divergéncia, calcule o fluxo do campo 1%
dado, ao longo da superficie X e com a orienta¢do de sua normal 77 dada.

1) V= (z +sin(y? + 22))7+ (y + sin(z? + 22)) 7+ (2 + sin(z? + y2))E
¥ ¢ a superficie externa do cubo [0, 2] x [0, 2] x [0, 2], com normal 77 que
aponta para fora.

(2) V = ay®7+ y22]+ 222k, e ¥ é a superficie esférica centrada em (0,0, 0),
de raio 3, e com a normal 77 que aponta para dentro da esfera.

(3) V= 1T+ Ly + e+ (2 — ¢™¥)k, e X ¢ a fronteira da regido B C R?
limitada pelo grifico do paraboléide z = x? 4 y2 e o plano z = 2, com a
normal 77 que aponta para fora de B.

Exercicio 12. Use o Teorema de Stokes para calcular as integrais de linha ou de
superficie dados abaixo.
(1 f7 V. d¥, onde V= 21, e y é o circulo no plano =z de centro (0, 0, 0), raio
1, orientado no sentido anti-horério do plano xz.
Q) Js V x V- idS, onde V = Tyl + Y27+ xyE, 3} é a semi-esfera
22 + 9?4+ 22 =1, z > 0, com a normal 7 que aponta para fora.
3) fz VxV-iidY, onde V = xi’—i—yf—l—xyzE, e Y. é asuperficie z = 14+x+y,
x>0,y >0, x4y <1, comnormal 77 que aponta para baixo.

Exercicio 13. Use o Teorema da Divergéncia e/ou o Teorema de Stokes para esta-
belecer quais das seguintes afirmacdes sdo verdadeiras.
(A) [[[5 Afdxdydz = 0 paratoda fungdo f (que admite derivadas segundas
continuas) e todo dominio B C R? compacto, com fronteira regular.
(B) Se ¥ = 0B é uma superficie regular, fronteira do dominio compacto B C
R3, ¢ V é um campo em R? que admite derivadas primeiras continuas,
entdo o fluxo fzﬁ x V-idL = 0.
(C) Se V é um campo irrotacional num dominio B C R3, entdo para toda
curva simples e fechada v em B, f7 V- dvy = 0.



