EXISTENCIA DE VIZINHANGCAS CONVEXAS
EM VARIEDADES SEMI-RIEMANNIANAS

Nessas notas, denotaremos com (M, g) uma variedade semi-Riemanniana de dimensdao n > 2 e com
exp: D CTM — M a sua aplicacdo exponencial e com 7 : TM — M a proje¢do canénica. Aqui, D é o
dominio da exp, que é um aberto de T'M contendo a sec¢ao nula; para p € M, o conjunto D, = DNT,M ¢é
um aberto estrelado em torno da origem, isto ¢é, se v € D, entéo tv € D, para todo t € [0, 1].

Lembramos os seguintes resultados bem conhecidos (veja por exemplo O’Neill, cap. 5):
1. Proposicao: (Lema de Gauss) Sejap € M, v,w € T,M, v € D,; denote com q = exp,(v). Entdo
9q (d expp(v)v,dexpp(v)w) = gp(v,w).

2. Lema: Se exp, : D, — M nao € singular em v € Dy, entdao a aplicagio E : D — M x M, definida por
E(w) = (7(w),exp(w)), ndo € singular em v (e portanto é um difeo entre uma vizinhanga de v in D), e uma
vizinhanga de (p,p) in M x M, onde p = 7(v)).

3. Definigao: Se p € M, uma vizinhanca U de p é normal se existe um aberto Uc D,, estrelado em torno
da origem, tal que a restrigao da aplicagao exponencial exp, \5 seja um difeomorphismo entre U e U. Um

aberto A C M é convexo se A é uma vizinhanga normal de todo seu ponto.

Se p € M e U é uma vizinhanga normal de p, podemos definir um sistema de coordenadas conveniente
em U, determinado pela escolha de uma base ortonormal B = (ey,...,e,) de T,M. Dado ¢ € U, as
coordenadas (a:l(q), A x"(q)) sao definidas como as coordenadas do vetor exp;l(q) na base B. Um sistema
de coordenada desse tipo é chamado um sistema de coordenadas normais em torno de p. Se (x!,...,2") é
um sistema de coordenadas normais em torno de p € m, entdo as fungdes z‘, os coeficientes da métrica g;;
e os simbulos de Christoffel da conexao de Levi—Civita de g satisfazem as seguintes identidades no ponto p:

xl(p):()’ gij(p)zeiéijv I‘Z(p):07 Viajvkzla"'vna
onde ¢; € {—1,1} para todo ¢ e d;; é o simbulo de Kronecker.
O resultado que queremos provar é o seguinte:

4. Proposigao: Todo ponto p admite uma vizinhanca conveza.

Demonstragdo. Escolha um sistema de coordenadas normais (z',...,2") em torno de p, definido numa

vizinhancga V' de p; denote com 01, ...,0, os campos coordenados desse sistema. Seja ¢ > 0 suficientemente
pequeno, de forma que o aberto:

Vi={gev: iéxi(q)Q <}

seja tal que exista um aberto V C D contendo 0 € T, M com a propriedade que E |§ seja um difeomorphismo

entre V e Vs x V. Considere o tensor (0,2) simétrico B em Vy cujas componentes na base 01, ..., 0, sejam
Bij(q) = 05—, TH2"(q). Claramente, By;(p) = i;, €, escolhendo um ¢ > 0 possivelmente menor, podemos
supor que B é uma métrica Riemanniana (i.e., definida positiva) em Vj.

Asserimos que, com essa escolha de J, o aberto Vs ¢ uma vizinhanca convexa de p. Para mostrar isso,
seja q € Vs arbitrario, e seja W, = VN1, M. Pela nossa construgao, I |VT/Q ¢ um difeomorfismo entre W, e

{q} x V5 C Vs x Vs, ou seja, exp, |V~Vq ¢ um difeomorfismo entre W, e Vs. Para concluir a prova da nossa

afirmagao, basta mostrar que f/Iv/q ¢ estrelado em torno da origem de T, M. Para isso, seja v € f/[v/q fixado,
com v # 0, e seja r = exp,(v) € V5. Mostrar que tv € Wq para todo t € [0, 1] é o mesmo que mostrar que a
geodésica v, : [0,1] — M definida pela condigdes iniciais ~,(0) = g e %,(0) = v, tem imagem em V.
Suponha por absurdo que 7, saia de Vs em algum instante ¢ € ]0, 1[; entdo, a funcao f(t) = > z* (7(t))2
k

teria um méaximo ¢y em ]0, 1[. Mostramos que isso ndo é possivel. Derivando duas vezes a funcdo f, e usando
as equagoes das geodésicas:

d? d, . d,
(et om = = YTl () (e 07) 5 07),

05.10.2005, Paolo Piccione: adaptacao da Proposition 5.7, pigina 130, O’Neill, “Semi-Riemannian Geometry...”.



obtemos:

710 =23 by = STk (0)] 5 (a7 07) (&7 07) = BE/,7'(0) > 0.

Isso prova que f nao pode ter maximos em |0, 1 e conclui a demostragao. QED
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