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Introducio

Em 1982, p
adb .
impar ta’.l - erg e Rao [5] demonstraram que sempre existe um par de vértices, ambos de grau
£ ini . ’ e
0 corte minimo que os separa é um corte impar minimo no grafo. Assim, através

da determi
erminagao ' diiE
cao de ( 3 ) cortes minimos (e os correspondentes fluxos maximos), obtém-se um

corte impar mini
h - i

equiva.le:te l;umo. Na} verdade, utilizando a técnica de Gomory e Hu [3], de drvores de fluxo

o nossO, P{:. e-se entio reduzir o problema a determinagao de i — 1 cortes minimos.

o e ) T X

X dobosirsing s Jetivo aqui é apresentar um algoritmo muito simples e direto que também utiliza

L ::u;.ao de no maximo i — 1 cortes minimos.

Ssit § . ; : P
POsito, a literatura estd repleta de algoritmos eficientes para a determinagao de cortes

a igualdade minimax foi demonstrada originalmente por Menger em

ml’nimO -
s e fluxos maximos:
r Ford e Fulkerson em

1927 [4): e ’
1956 }2}, Zep:ilmelr(i algoritmo eficiente (para muitos casos) foi obtido po
i desde entdo muitos aperfeigoamentos foram obtidos, culminando com os trabalhos de

Sleat
or [7] em 1980 e de Sleator e Tarjan [8] em 1983.

1 D e
e 8
fini¢coes e resultados fundamentais
e arestas de G, respectiva-

Fixad
O um ; i -
grafo (7, denotamos por V e A o conjunto de vértices e d
lagos contados duas vezes.

mente, O S
0 COnjumZ':u de'Ul.n vértice é o nimero de arestas que nele incidem,
Dt 6 0s vértices de grau impar sera denotado por [, sua cardinalidade por 1.
ma parte X de V, denotaremos por X o seu complemento V '\ X. Dadas duas partes

X eY d ’

e V Y ¢ &~ AP
extremo e ‘\»6(",‘) ) denota o conjunto das arestas de G com um extremo em XNY eoontro
m 4 D> . - p ~ 5 .

X de v g A )" Em particular, quando Y = X, abreviaremos a notagao para 6 X. Uma parte
separa dois vértices u e v se um dentre u e v pertence a X', o outro a X

Umia p; )
a parte D de A é um corte se D = 6X para alguma parte X de V.
finito) de seus elementos é impar (par).

Um conj o
onjunto é impar (par) se o nimero (
ham um papel fundamental aqui.

Van
108 agora ci . .
gora citar dois lemas simples, mas que desempen

Lema ¢ :
a paridade Para toda parte X de V. a paridade de §X éigualade INX

Por um lado. obviamente a

Dem

onstraca v ., S 2
Sao Considere a soma s dos graus dos vertices cm X,
cada aresta com ambos os

Paridad
edesé i .
eXtremos e ’ : a mesma de /N X. Por outro lado, s conta duas vezes
m B . d ) . g :
X e uma vez cada aresta em §.X: assim, a pariaade de s ¢ igual a de 6.X.0

= . segue que [ é par. Ainda

Tom -
ando X' = V' 110 lema da paridade, e observando que s}
nte se /¢

tomo c B
onsequenci g ) :
vazio. Syp quéncia do lema da paridade, o grafo € livre de cortes impares se € some
: ore p y e :
mos portanto daqui por diante que / é nao vazio.

Lema g
a submodularidade Para partes X e} de V', [6(X 1Y)+ [N NY)|[ < [6X] + |8Y]

Demo
n i :
stragao Uma simples contagem revela que

I6(X NY)| + |6(X N V)| +216(X.Y)| = [6X] +6Y] O

Final
mente, faremos uso do seguinte

AISQ i

Titmo d P

miaimo ¢y © fluxo méximo e corte minimo Dados dois vértices u e v, determinar 8X
que X separa u e v |7 8].
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2 O algoritmo

b
outras
. z inica) cor. Em
do. Cada vértice colorido terd uma (tinica)

Srti idos) e
(que corresponde aos vértices color
cor.
ue cada Cj corresponde a uma

. ‘riices
ini onjunto dos vé
Algoritmo para determinar ym, corte impar minimo 6Z., supondo que I, o conj

de grau impar, é ndo vazio

i cor
faga com que todos os vértjces de I fiquem coloridos com a mesma
repita

caso 1: |67 > ¢ oy
desbote y ¢ 4
se |6Z| < r entio "2y~ 82|, 2

6Z fmpar:

caso 2: (57| S T €467 par:

substitua § Por duas novas coreg S e S".
88" e & NZ,Snz

3 Correcio o complexida

Teorema As seguintes afirmago
.1Ignritmo, 4 pa

io do
- . a execug

%es, chamadag inVariantes, 540 vilidas durante toda

rtir da inirialilaqdo:

de do algoritmo

(a) toda cor ¢ Uma parte par de 1.

(b) se r 6 finito entio 7, ¢ definido, ¢ 16Z.| é impar e igual a r,
(c) se 6X &

um corte impar e
ambos im pares

. X ne sao
[6X| < r, entao, para alguma cor C, X nC e

Vamos micialmente utilizar 4 validade das invariantes
Proxima secio o rimeiro

Em Primeirg lugar, Precisamog demonstra; que o algoritmo esti bem deﬁ_mdo'ex?“zncil de
‘omando po €Otpo da malha,, que seleciona og vértices y e p de mesma cor, saeels ica cor, I, &
dois Ma cor. Esse ¢ de fato o cago: na primeira execucao, ha g :: término do
por hipdleu; nas demajs execucdes, pela nio validade da condigao vértice de [
" repeticio, algum Vértice de J ¢ colorido; em ambos os casos, nem todo

itmo
A to, o algori

' Pela invariange (a), toda cor tem um nimero par de vértices. De fato

514 bem definido

Vértices da mes
Que nio ¢ vazia
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V: 5
5 ins:;:::: :rio;::i"‘?lct?:n a corregao do algoritmo: se’ja X um corte impar minimo, considere
finito 55 [ S0 fotcomau:sc;((), devolva_ 62, e.exeu'xtado. 0b§erve ir]icialmente que r é
Sy Contl'a.di(;ﬁ,o-. Oi)serva 0, se | .I < r, entao, p.ela u.wanante (¢), ainda ha vértices coloridos,
162.] = |6x], pella ot,ima,l'; Zmdse%ulda que, pela invariante (b), |6Z.] = r < [6X| e portanto

o sl g l'f? e de 6X. !)e fato, o valor fievolwdo pelo algontm'o esta correto.
Para isso, Obse‘rvemOS erificar (';ue o nimero de execuq_oes do corpo da malha é no maximo 1 - 1.
i, el s (:s sucessivos va.lores’ d.a expressao E=C| = |x| durante a execugao do
8 vl inl il de i ét? a (;.conjunto df)s vértices .colondo§ eyo .con{unto das core's (nao vazias).
vEitfess eollrifios. & ;d— ; seu v.aJor é sempre nao negativo, pois nao se tem mais cores do que
A tmarie e i ;e uC a ?xecug:ao' do colrp.o da malha o valor (:le E cai de 1 0,“ 2 no caso 1, cai
i ol xRtk atka le v 540 0§ umfos vefuces de § e de 2 se S tem outros vert'lces além de u ¢
PR no caso 2, pois o niimero de cores aumenta de um e o conjunto de vértices

preserva.
“mf:nnir;}::r:z‘ c(’a;’alor inicifﬂ de E é i — 1, seu valor é sempre nao ne : |
utillsacdes do ol a execugao do c?rPo da malha. ’D'e fato, o algoritmo exige no maximo 1 — |
goritmo de fluxo maximo e corte minimo.

gativo e cai de pelo menos

4 - . .
Demonstracao das invariantes

Para
od . ; . 3 ) :
podermos demonstrar as invariantes (a)-(c), necessitamos de uma quarta invariante. Ree

Nunciaren 2 . g
108 entao aqui o teorema, agora com a quarta invariante.
Teor
em : - . 3 - ope %
algorit a As seguintes afirmagoes, chamadas invariantes, sa0 vilidas durante toda a execugao do
mo, a partir da inicializagao:

(a) toda cor é uma parte par de I.

(b) se r é finito entdo Z. é definido. e |8Z.] é impar € igualar.

(c) se 6X é um corte impar e [§X| < r, entdo, para alguma cor C, X N CeXNnC sao

ambos impares

ntre as partes de V' que separam u ¢

(d) seja C uma cor, w e = dois vértices em C: de
dade de 8X coincide com as

z, seja ¥

pa ;a X uma, tal que 6X seja minimo. Se |6X| <1 entao a pari
fidades de X NC e de X N C.

\

"

imediatamente apos a inicializagao

De

monst 26 Cong . )
ragao Consideremos primeiramente o instante

te do lema da paridade. a0 passo que

gt
i'::jr?::lja(i;nyuiames (a), (c) e (d) segue imediatamen
Suponha ‘ muosamen-;e ’Verdadel.ra. )
inicio de um G, c.omo hipotese de indugao,
daquela 3 execugdo do corpo da malha, e vamos demonstrar que col
execugao.

que as quatro invariantes sao validas antes do
tinuam validas ao final
os subscritos anles e depois para dis

Quan —
do necessirio, para evitar ambigiiidade, usaremos
la execugao do corpo da malha

tingiijr
entre os valores de uma variivel antes e depois daque

8Z] 2 Tantes OU 8Z e impar,
cor foi preservada, pois as
te os dois veértices u e v

Cas .

qua,:mler(\"&':'d"@ inicialmente a ocorréncia do caso 1, em que

cores distint u e v foram desbotados. Nesse caso, a paridade de cada

Assim as de S permanecem inalteradas e a cor S perde exatamen
» (a) permanece vilida neste caso.
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st ha
. alida. SupOIl
Se 7 nio foi alterado, entio 7, também nio o foj e portanto (b) permanece v

7 > Tantes
entao que r foj alterado: nesge caso, 67| < Tantes; pela hipétese do caso, zzsa‘:?’:r’ul)ir.l De fato,
ou 62 fmpar, segue que §7 é impar; assim, Zoudopois = Z, Tdepois = |0Z] e
(b) permanece vilida.

Para verificar o validade de (c) e(d
Tdepois < |62Z]. Assim, [6X] < [62).
deXnSedex ns

oes do caso,
), suponha que [6X| < Tdepois. Pelas agdes satdinies
Pela definigio de Z, X nao separa u e v. Logo, as p
830 preservadas, De fato, (¢) e (d) permanecem vilidas.

Caso 2 Pely propriedade (d), §' o g
A validade de (b) é imediata, dado que

Para verificai 5 validade de (c)
que 5’ e S gip dig

530 ambos pares. Assim, a validade de (a) é preservada
nem r nem Z, foram alterados, ruS=Se
» Podemos supor que X NS é impar. Dﬂ"i? que SMas §'eS"
Jjuntos, entio (precisamente) um dentre XnS'eXns'é Lmpak; bém X N 5"
530 ambog pares, portanto X n §/ ¢ x NS’ tém a mesma paridade, como a tém tam

! - < s fmpares.
e XNS". Assim, ou X NSeXn$ sio ambos impares ou X N §” e X N 5 sao ambo
Para verificar a validade de (d)

’ nbos a
ou am
» Podemos supor que w e ¢ e ———— fnqam ambos
. ) 5 - 3 £ erte
S". Ajuste a notagio, permutando 2 com Z, se necessario, de forma que wez p
ay
Ajuste

= Ajuste
" gk eu€Z)

a notagao, pPermutando y com v se necessario, de forma_que vEZ (

A Notagao, permutando X com

X se necessirio, de forma que v € X. saz e 2
» de form ) 1030
Temos entao que X 7 SPaTa ue v, poisve X NZ ey € Z; portanto, pela definig i
[6(X n Z)|> 52,
Por outro lado, X

_— . definigao

N Z sevara w e Z, pois ambos pertencem a S’ e X os separa; pela

de X, (2)
16X nZz) > [6X].

lo lema da submody)

2 16X N 7)) <

De (1) e (2), pe

" ¢ Ou Se.ja'
aridade, segue que vale a igualdade em (2).
Xnz Separa w e

. .. Pela
’ . o4 A0 & 58 e(lad('
re8(XN2Z)éminimo com relagao a essa propri a paridade
validade de (d), (x nzyns tem a mesma paridade que 6 X'; oy seja, X NS’ tem a mesm
que 6X. Finalment

to,
A m _ Be)3 A idade. De fa
¢, dado que §' ¢ par,entdio X N §' e X n 5" tém a mesma paridad
(d) permanece valida,
A 41--umn\tr.‘14‘iu) da

Preservacao da validade de (
teorema o

estabelece Portanto a hoa definicio o

ao do
a)-(d) no caso 2 completa a demonstrag
correcao do algoritmo.0

5 Conclusio

.\,’nrvwh'dlnm
num grafo

I intere

) inimo
. . . mpar mi
aqul um algonlmo vxln-nmmr-nte simples para determinar um corte it P

ssante notar que pode

mpar minimo tem tantas
.41’1!‘!'\‘[4-.

!

-orte
; i :oum co
r-se-1a onjeturar a seguinte igualdade minimax

‘tvima de
; 50 distonts mixim
S1as quantos sio o elementos de uma colegao disjunta
Aqui, uma cobertura de cortes
4X # 0 para toda Parte X de V' a4 que dX ¢
1 '

are al que
) arte T de A tal g
de cortes IMpares impares é uma parte T d

impar. Onico
. P . 0 cano
v onjetura é falsa o grafo de Petersen |1 por exemplo] é o contra-exempl uivale a
' 3 P e e
No entanto Fulkerson elaboroy oytra conjetura (6], que ainda esti em aberto, e que eq
Seguinte

Conjetury | Fulkerson) Seja

tas de
. 2 o de ares -
d um corte 'mpar minimo num grafoG, r o e ares. Entdo
d; seja t = I, T,) uma familia 2 disjunta mdxima de coberturas de cortes /mp
4 2r

Aqui

-
da famili
Uma familia é 9 disjunta se nenhuma aresta ocorre em mais de 2 elementos
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e ente : oritmo
j também obter um alg
ria int ressant 20 s6 demonstrar a validade da con_)etura, m:,flr : e
is] AXi ober as de corte: pare
ﬁCi t par determina.r uma familia 2-dlSjlln'.a maxima de ¢ d
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