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Aula 1: Introducao
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CLRS: Cormen, Leiserson, Rivest, Stein O que é AA? Um exemplo

e “Having a solid base of algorithmic knowledge and technique Problema: Rearranjar um vetor em ordem crescente
is one characteristic that separates
the truly skilled programmers from the novices. A[1l..n] € crescente se A[1] <--- < A[n]
With modern computing technology,
you can accomplish some tasks
without knowing much about algorithms,
but with a good background in algorithms, you can do much,
much more.”
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“Uma base soélida de conhecimento e técnica de algoritmos
€ uma das caracteristicas que separa

0 programador experiente do aprendiz.

Com a moderna tecnologia de computacao,

vocé pode realizar algumas tarefas ‘ 11 ‘ 22 ‘ 22 ‘ 33 ‘ 33 ‘ 33 ‘ 44 ‘ 55 ‘ 55 ‘ 77 ‘ 99 ‘
sem saber muito sobre algoritmos,

mas com um boa base em algoritmos vocé pode fazer muito,
muito mais.”




Algoritmo: Rearranja A[l1..n] em ordem crescente Analise da correcao: O algoritmo faz o que prometeu?

ORDENA-POR-INSERCAO (A, n) e Invariante: no inicio de cada iteracdo, A[l..5—1] é crescente
1 para j <« 2 até n faca
2 chave + A[j] e Se vale na dltima iteracdo, o algoritmo esta correto!
3 1—75—1

4 enquanto ¢ > 1 e Ali] > chave faca
5 Ali + 1] «+ Al4)

6 i1 i—1

7 Ali + 1] + chave

1 i n
122/33[33]33[44|55|11]99]|22|55]77]|

Note a documentacao

ORDENA-POR-INSERCAO (A, n) Analise do desempenho: Quanto tempo consome?

para j + 2 até (*) n faca

chave < A[j]
i j—1 e Regra de trés ndo funciona!

; e Regra de trés

3

4 enquanto i > 1 e A[i] > chave faca e Suponha 1 unidade de tempo por linha
5

6

7

Ali 4 1] «+ A[:]
t—1—1 _
Ali + 1] + chave total de unidades de tempo
n
n—1
n—1
24+34---+n (n—=1)(n+2)/2
1+24+---+(n-1) n(n—1)/2
1+24+---+(n-1) n(n—1)/2

n—1

1 i n
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1 IAIAIA I

IN

%nQ + %n — 4 unidades de tempo
e vale na primeira iteracao
e se vale em uma iteracdo, vale na seguinte




e Algoritmo consome < %n2 + %n — 4 unidades de tempo Outra tatica:

e 5 &pra valer? e nimero de comparacdes “Al:] > chave"
. . 1 1 1
N30, pois depende do computador <2434+ n = 3(m-n+2) < sn°+5n-1

5 o } & pra valer?
e n< & pra valer?

. . . . N3o, pois depende do computador
Sim, pois s6 depende do algoritmo
e n2 & pra valer?

e Queremos um resultado que s6 dependa do algoritmo Sim, pois s6 depende do algoritmo

e Queremos resultado que s6 dependa do algoritmo

e “n2" & informac3o valiosa AA “in a nutshell”

e mostra evolucdo do tempo com n: Problema

Instancias do problema

Tamanho de uma instancia

Algoritmo

Analise da correcao do algoritmo

Analise do desempenho (velocidades) do algoritmo
Desempenho em funcdao do tamanho das instancias
Pior caso

Evolucdo do consumo de tempo em funcdo de n
Independente do computador e da implementacdo




Notacao O: comparacao assintética de funcoes

e Comparacdo assintética grosseira de funcdes f(n) e g(n)
Qual das duas cresce mais rapido?

Algo com sabor de f(n) “<" g(n)

Aula 2

Despreze valores pequenos de n: n — 0o

- Despreze constantes multiplicativas:  100n2 “<" n?2
Notacao O

Despreze termos de ordem inferior:  n2 4 10n 4+ 10 “<" 2n2

f(n) e g(n) assintoticamente ndo-negativas Exemplo 1

n?24+10n = O(n?)

Definicao: Dizemos que f = O(g) se
existem constantes ¢ > 0 e N > O tais que
f(n) < c-g(n) paratodon>N

Prova:

e se n > 10 entdo nQ-i-1OnSnQ-I-n-nzfer-i-nz=2-n2
Em outras palavras: para todo n suficientemente grande, e resumo: n? 4+ 10n < 2n2 para todo n > 10
f(n) & dominado por um maltiplo de g(n)

Comentarios:

e constante = ndo dependende de n Como adivinhei que 2 e 10 sao bons valores para c e N respectivamente?
Resposta: fiz o seguinte rascunho:

quero n? 4+ 10n < cn?

dividindo por n?, quero 14 10/n <c

sen>10 entdo 14 10/n <2

parece que basta tomar ¢>2e N > 10

e “f e O(g)" seria mais correto




Exemplo 2 Exemplo 3

9n + 9 = O(n2) n2 = O(9n +9)

Prova: N3do é verdade! Prova, por contradicdo:

= 2 _ 2
esen=>9entao In+9<n-n+n"=2-n e suponha que existem ¢ e N tais que

e resumo: 9n + 9 < 212 para todo n > 9 n? <c-(9n+9) para todo n > N

e entdo n2<c- (9n +9n) = 18cn para todo n > N
Outra prova:
e entdo n < 18c¢ para todon > N

esen>1lentdon+9<9m-n+9-n2=18n2
e impossivel!

Exemplo 4 Exemplo 5

= o2 logon = O(n)

Prova: Prova:

n
e vOou mostrar que 3n < 2" para n > 4 e n < 2" quando n > 1 (como no exemplo anterior)

e prova por inducdo matematica:
esen=4entdo 3n=3-4=12< 16 = 24 = on e logy € crescente

* sen >4 entao e 1090, logon < n quando n > 1

3n = 3(n—141)
3(n—1)+3
3(n—1)4+3(n—-1)
2n~1l 4 on=1  (hip6tese de inducdo)

271,
a < b se e somente se 2¢ < 2b

Também poderia mostrar que 3n <2-2" paran > 1 logo, m < n implica log, m < log,n




Bases de logaritmos Reprise: algoritmo da ordenacao por insercao

logszn 1 Desempenho de ORDENA-POR-INSERCAO:

e logon = = logzn
92 logz 2 logs 2 93

e algoritmo consome O(n?) unidades de tempo

e todos 0s log, qualquer que seja a base,

- e ndo é verdade que consome O(n) unidades de tempo
estdao na mesma order O

e existem instancias que levam o algoritmo a consumir tempo
proporcional a n2

Novo problema/algoritmo: intercalacao

Problema: Rearranjar um vetor em ordem crescente sabendo que
o lado e o lado direito sao crescentes

Sei fazer em O(n?) unidades de tempo
Aula 3 (n%) P

Da pra melhorar?

Problema da intercalacdo (merge) p q r
12244 |55|88[88)|33]66|77/99]99 99|

Mergesort

p q T
122[33|44|55|66|77|88|88/99]99|99|

Possiveis valores de p, g e 7




Algoritmo: Recebe A[p..r] tal que A[p..q] e A[g+1..r] sdo ;

crescentes. Rearranja o vetor todo em ordem crescente. 14— g5+ 1

para k < p até r faca

se L[i] < R[j]

entdo A[k] < LJi]

INTERCALA (A,p,q,7) i1
ni+qg—p+1 sendao Alk] + R[j]
no <1 —gq 7+ 7+1
crie vetores L[1..n1 + 1] e R[1..no + 1]
para i < 1 até nq faca L[i] <+ Alp+ i — 1]
para j < 1 até n, faca R[j] + Alq+ j]
L[ny + 1] « R[ns + 1] «+ Analise do desempenho:

e tamanho de instdncia: n:=r—p+1
e algoritmo consome O(n) unidades de tempo
e i{SSO & muito rapido!

Novo problema/algoritmo: Mergesort Desempenho: Quanto tempo MERGE-SORT consome?

Problema: Rearranjar um vetor em ordem crescente e Tamanho de instancia: n:=r—p+1

Algoritmo: Rearranja A[p..r] em ordem crescente e T(n) := tempo para pior instancia de tamanho n
supondo p<r
e Quero cota superior: T'(n) = O(nlgn)
MERGE-SORT (A, p,r)

1 sep<r eSen>1entdio T(n) gT(H)+T(M)+f(n)
2  entdoq+ [(p+7)/2] 2 2

3 MERGE-SORT (A4, p, q)

4 MERGE-SORT (A,q+ 1,7)
5 INTERCALA (A, p,q,7)

sendo f(n) é consumo de tempo de INTERCALA: f(n) = O(n)

e VVamos provar que T'(n) = O(nlgn)

Método de divisao e conquista

Segredo da velocidade do MERGE-SORT: INTERCALA é rapido Notacao: lgn :=1ogon € Inn:=Ilog.n
27




Novo problema/algoritmo: Mergesort

Problema: Rearranjar um vetor em ordem crescente

Algoritmo: Rearranja A[p..r] em ordem crescente, supondo p <r
Aula 4
MERGE-SORT (A, p,r)
1 sep<r

Analise do Mergesort 2 entdo g+« [(p+1)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)

3
4 MERGE-SORT (A,q+ 1,7)
5

- N . INTERCALA (A, p,q,7)
Solucao de recorréncias

Desempenho: Quanto tempo MERGE-SORT consome?
e Tamanho de instancia: n:=r—p+1

e T'(n) := tempo de pior instdncia de tamanho n
e Vou mostrar que T'(n) = O(nlgn)

MERGE-SORT (A, p,r) Exemplo: solucao de recorréncia

1 sep<r
2 entdo q «+ [(p+1r)/2] Recorréncia semelhante a do Mergesort:
3 MERGE-SORT (A4, p, q)

4 MERGE-SORT (A, q+ 1,7) T(n) = { 3 sen=1

5 INTERCALA (A, p, q,7) T([n/2]) +T(|n/2]) +10n  sen=2,3,4,,...

Recorréncia define funcdao T sobre inteiros positivos:
a sen=1 T(n)
T([n/2]) +T(|n/2]) + f(n) sen=2,3,4,5,... 3 3
343+4+10-2 26

a & 0 consumo de tempo da linha 1 3+26+10-3 59

- . . 26 +26+10-4 92
f(n) & o consumo de INTERCALA mais o das linhas 1 e 2 26 +59410-5 135

T(n) < {

Queremos uma "'formula fechada” para T'(n) Quero férmula fechada T'(n) = - --




Ndo sei dar uma férmula fechada. . .

Vou comecar tentando algo mais simples: somente poténcias de 2

3 sen=1
2S8(%)+10n sen=21,2223 .

S(n) = {

Formula fechada: S(n) =10nlgn + 3n

Prova~?

Lembrete: Ign :=10g>n

Teorema: S(n) =10nlgn+3n  para n =292 22 23
Prova, por indu¢ao matematica:

e Base: se n =1 entdo S(n) =3 =10nlgn + 3n

e Passo: se n > 1 entdo
S(n) = 25(5)+10n
2 (10glg 5+ 3%) + 10n (hipotese de inducao)
10n(lgn—1)+3n+10n
10nlgn —10n+4+3n+ 10n
10nlgn + 3n

Resposta mais grosseira: S(n) = O(nlgn)

Prova: ...

Como adivinhei a formula “10nlgn + 3n"?

Desenrolei a recorréncia:
S(n) = 25(n/2)+10n
4S(n/4)+20n
85(n/8) +30n

nS(1)+10Ilgnn
3n+10nlgn




De volta ao desempenho do Mergesort

Resolva a recorréncia

n n a n=1
() < 7([5])+7(|%]) + om R(n) = {2R(%)—|—bn com— 21,2225, .

Solugcdo: R(n) =bnlgn+an

Diferencas em relacao ao exemplo anterior:
Prova, por inducao:

e “<" no lugar de “="

e[.]lel]

e “1,2,3,4,5,... no lugar de “20,21 22 23~
e “O(n)" no lugar de “f(n)"

e Base: se n =1 entdo R(n) =a e bnlgn+an =a
e Passo: se n > 1 entdo
R(n) = 2R(Z)+bn
2(b53195 4 a3) +bn
bn(lgn—1)+an—+bn
T(n) =0(nlgn) bnlgn—bn+an—+bn
bnlgn+an

Apesar dessas diferencas, CLRS (sec.4.3 p.73—75) garante que

EXxercicio

O algoritmo supde n > 1 e devolve o valor de um elemento
maximo de A[l..n]

a sen=1
T(n—1)4+b sen=2,3,4,5,...

T(n) < {

sendo a e b constantes
MAX (A,n)
1 sen=1
2 entdo devolva A[1] Teorema: T(n) <a-+ b(n— 1) para todo inteiro positivo n
3 sendo z + MAX (A,n—1)

4 se x> Aln] Prova: ...

5 entdo devolva z

6 sendo devolva A[n]

Colorario: T(n) = O(n)
Analise do desempenho:

Prova: ...
e tamanho de instdncia: n

e T'(n): tempo de pior caso para instancia de tamanho n




Definicao: Dizemos que f = Q(g) se
existem constantes ¢ > 0 e N > 0 tais que
Aula 5 f(n) > c¢-g(n) para todo n >N

Ordens Q2 e © Exemplos:

n? = Q(n)

n? = Qn?)
Algoritmo Heapsort n?2 —10n — 100 = Q(n?)
nlgn = Q(n)

1.001" = Q(nl09)

n ndo é Q(n?)

f=(g) se esomente se g= O(f)

Novo algoritmo: Heapsort

Definicao: Dizemos que f = ©(g) se Rearranja A[1..n] em ordem crescente

f=0(g) e f=(g)
HEAPSORT (A,n)
1 para i+« |n/2]| decrescendo até 1
Exemplos: 2 faca MAX-HEAPIFY (A, n,1)
3 para m < n decrescendo até 2

100n? = ©(n?) 4 faca A[1l] ++ A[m]

n? —10n — 100 = ©(n?) 5 MAX-HEAPIFY (A,m — 1, 1)
Ign = ©(nn)

nlgn ndo & ©(n?) 1 m n
166 |44 [5544]22[33]11]77[88]99]99]

Invariante: no inicio de cada iteracao

e Alm+1..n] grandes, ordem crescente
e A[1..m] pequenos, max-heap




Vetor A[l..m]: MAX-HEAPIFY recebe A[1..m] e i > 1 tais que
subarvores com raiz 2¢ e 2¢ + 1 sao max-heaps.
Rearranja de modo que subarvore com raiz i seja max-heap.

MAX-HEAPIFY (A, m,1)

| 16| 17‘ 18‘ 19 e 2i
d<«2i+1
see<m e Ale] > Ali]
entao r <+ e
senao x <1
se d<m e A[d] > Alx]
entdo x + d
sexFi
entao Ali] + Alz]
MAX-HEAPIFY (A, m, )

filho esquerdo do no 1

filho direito do nd i 2i+1

pai do no i li/2]

raiz (n6 1) nivel 0
nivel do no i llgi]

nivel p tem 2P nos
altura do n6 i llg =]
folha altura O

O © W ~NO O WNHR

A[l..m] & um max-heap se A[|i/2]] > Ali] para cada

MAX-HEAPIFY recebe A[l..m] e i > 1 tais que
subarvores com raiz 2¢ e 2¢ + 1 sao max-heaps.
Rearranja de modo que subarvore com raiz i seja max-heap.

MAX-HEAPIFY (A, m,1)
Aula 6 :
e <+ 2%
d<«2i+1
see<m e Ale] > Ali]
entdo r « e
Senao x < ¢
se d<m e A[d] > Alx]
entdo z «+ d
sexFi
entao Ali] + Alz]
MAX-HEAPIFY (A, m, )

Algoritmo Heapsort (continuacao)

Filas de prioridades

O O W ~NO O WNHR

Correto?




Desempenho de MAX-HEAPIFY, versao 1: Desempenho de MAX-HEAPIFY, versao 2:

tamanho da instdncia: altura do nd ¢ e tamanho da instancia: nimero de nds na subarvore com raiz %
— m o .
h = [lg 7] M= m/i

consumo de tempo no pior caso: T'(h) e consumo de tempo no pior caso: T'(M)

“recorréncia”: T(h) =T(h—1)+ O(1) e “recorréncia’”: T(M) <T(2M/3) 4+ O(1)

mais concreto: justificativa do “2/3". ..

T()=a e T(h)=T(h—1)+bparah>1 e mais concreto (a e b nimeros positivos):
solucdo: T'(h) =bh—b+4+a para h>1 T(l)=a e T(M)<T(2M/3)+bpara M >1
resumo: T'(h) = O(h) solugao: T(M) < blogzp M +a

como h < lgm, podemos dizer que consumo é O(lgm) resumo: T(M) = O(lg M)

e como M < 21 < 2m, o algoritmo & O(lgm)

Construcao de um max-heap: Prova de que a construcdo do heap consome O(n):

Para simplificar, suponha arvore &€ completa e tem altura h
1 para i< |[n/2]| decrescendo até 1 portanto n = 2" — 1, portanto 3(n 4 1) = 2"

2 faca MAX-HEAPIFY (A, n,1)
cada né quantos

altura consome nos

Invariante: no inicio de cada iteracao 1 1 2h-1

; 3 i - 2 2 2h=2
i+1,...,n sao raizes de max-heaps 3 3 2h=3

Desempenho: h h 20

e tamanho de instancia: n 1.2"142.2h 24 4 h.20
e consumo de tempo no pior caso: T'(n) (127 42.2724 .. 4 h-27h)
e T(n) =50(lgn) = O(nlgn). (L4224 4nlp

e analise mais cuidadosa: T(n) = O(n). 1/2
a-12




Detalhes da prova: Consumo de tempo do Heapsort:

4+t =
l—w HEAPSORT (A, n)
12° 4+ 22t +32% 4 = (1_—13:)2 1 para i<« |n/2]| decrescendo até 1
2 faca MAX-HEAPIFY (A, n,1)
la' 202 +32% +.. = ﬁ 3 para m < n decrescendo até 2
4 faca A[1l] + A[m]
5 MAX-HEAPIFY (A,m — 1,1)

Total: O(nlgn)

Consumo de tempo no pior caso: Q(nlgn).

Fila de prioridades (priority queue) Implementacdes com max-heap

HEAP-MAXIMUM (A, m)

Tipo abstrato de dados (= abstract data type)
1 devolva A[1]

1
Al

Consome O(1) unidades de tempo

Organizar A[1..m] de modo que as operacdes
HEAP-EXTRACT-MAX (A,m) > m>1
consulte maximo 1 mazx < A[1]

extraia maximo 2 A[l] + Alm]

aumenta valor de elemento 3 m+—m-—1

insira novo elemento 4 MAX-HEAPIFY (A, m, 1)

5 devolva max

sejam eficientes

Consomem O(Igm) unidades de tempo
Vetor sem ordem alguma? crescente? decrescente?




HEAP-INCREASE-KEY (A, 4, chave) > chave > A[i] Aula 7
Ali] < chave

2 enquantoi>1 e A[[i/2]] < A[i]

3 faca Ali] «+» A[|i/2]] Quicksort

4 i [i/2]

No inicio de cada iteracao,
A[l..m] € um max-heap exceto talvez pela violacdo A[|i/2]] < Ali]

MAX-HEAP-INSERT (A, m, chave)

1 m+~m+1

2 A[m] + —oco

3 HEAP-INCREASE-KEY (A, m, chave)

Todos consomem O(lgm)

CLRS cap.7

Novo algoritmo: Quicksort PARTICIONE rearranja o vetor de modo que p<qg<r e

Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..7]
O algoritmo QUICKSORT rearranja A[p..r] em ordem crescente
PARTICIONE (A, p,r)
x <+ Alr] > z & o “pive”
t4—p—1
para j<«patér—1

faca se A[j] <=z

entdo i+ i+1
Ali] < A[j]

QUICKSORT (A, p,r)

1 sep<r

2 entdo q < PARTICIONE (A, p,T)
3 QUICKSORT (A,p,q — 1)
4 QUICKSORT (A,q+ 1,7)

Al 4 1] + Alr]
devolva i+ 1

0O~NO O~ WN

p q T
[22]22[22]11]11[4488]99][88]99]88]

Invariantes: no comeco de cada iteracao
Alp..i] <=z Ali4+1..5-1] > = Alrl ==

No comeco da linha 3, Alp..q—1] < Alg] < Alg+1..7]

p i J r
[22]22]228888[88[11]99]11]99]44]




Consumo de tempo de PARTICIONE

e tamanho de instdncia: n:=r—p+1

e consumo de tempo: ©(n) unidades de tempo

Consumo de tempo do QUICKSORT

e tamanho de instdncia: n:=r—p+1
e 0 algoritmo & O(n?)

e O algoritmo é Q(nlgn)

como veremos adiante

Exemplos exploratoérios

e se PARTICIONE divide sempre n/2—para—n/2
entao T'(n) =2T(n/2) + ©(n)
donde T'(n) = ©(nlgn)

e se PARTICIONE divide n/10—para—9n/10
entao T'(n) = T(n/10) + T(9n/10) + ©(n)
done T'(n) = ©(nlgn)

e se PARTICIONE divide O—para—n—1
entdo T'(n) =T(n—-1) 4+ O(n)
done T'(n) = ©(n?)

Desempenho do QUICKSORT no pior caso
e P(n): consumo de tempo no pior caso

« P(n) < max (P(k) + P(n—k—1)) + ©(n)
e cota superior: P(n) = O(n?)

e prova?’

e em lugar de uma prova, vou examinar um exemplo concreto

Exemplo concreto:

S(0)=S(1)=1ce

S(n) = Orglixn (S(k) + S(n—kz—l)) +n paran>2

S(n)

1

1
1+142=4
1+443=8
1+8+4+4=13

Vou provar que S(n) <n?41 paran >0

Prova:

e sen<1entdo ...trivial
e sen>2entio ...




e se n > 2 entao Desempenho do QUICKSORT no melhor caso

S(n) = max (S(k) + S(n—k=1)) +n

e M(n): consumo de tempo no melhor caso

max (k% + 1+ (n—k-1)2+1) +n e« M(n) > min (M(k) + M(n—k—1)) + O(n)
(n—1)2424n > CLRS 7.4-3 B
n?—n +3

n?+1 e prova? CLRS 7.4-2

e cota inferior: M(n) = Q(nlgn)

Exercicio (CLRS 7.4-1): S(n) > %nz para todon >1

Quicksort aleatorizado Aula 8

PARTICIONE-ALE (A, p,1)
1 i+« RANDOM (p,7) 1-€simo menor elemento
2 Ali] + Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p, 1)

Mediana
QUICKSORT-ALE (A,p,r)

1 sep<r

2 entdo q « PARTICIONE-ALE (A, p,r)
3 QUICKSORT-ALE (A,p,q — 1)
4 QUICKSORT-ALE (A,q+ 1,7)

Consumo de tempo esperado (ou seja, médio): ©(nlgn)
CLRS cap.9




Novo problema: i-ésimo menor elemento Observacdes:

Problema: Encontrar o :-ésimo menor elemento de Alp..r] e tamanho de instancia: n:=r—p+1
Suponha Afp..r] sem elementos repetidos problema s6 tem solucao se i esta no intervalo 1..n

caso ¢ = 1. algoritmo O(n)

Uma instancia: 33 & o 4-0 menor elemento caso i = 2: algoritmo O(n)

122[99]32]| 8834331197 55]66] 4 mediana: algoritmo O(nlgn)

[11]22]32]33]34]55]66|88]97[99] ordenado @ arbitrario: algoritmo O(nlgn)

existe algo melhor?

Mediana: |2} |-ésimo menor

Algoritmo: Recebe vetor Alp..r] (elementos todos diferentes) Consumo de tempo
e ¢ no intervalo 1 .. r—p+41

e devolve i-€simo menor elemento e proporcional ao nimero de comparacdes entre elementos de A

SELECT (A,p,1,1) todas as comparacdes acontecem no PARTICIONE
sep=r
entdo devolva A[p] PARTICIONE(A, p,r) faz n — 1 comparacdes
q < PARTICIONE (A, p,T)
k«qg—p+1 T(n): nimero comparagdes entre elementos de A no pior caso
se k=1
ent3o devolva A[q] T'(n)=T(n-1)+n-1
sek>i solucdo: T(n) = ©(n?)
entdo devolva SELECT (A,p,q — 1,1)
sendo devolva SELECT (A,q+ 1,7,7 — k)

O 0 ~NO O WN -

caso médio?




EXEMPLO .. .. comps
341
341
341
341
341
341
343
343
342
342
343
343
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NOmero médio de comparacdes no pior caso

-.’\J-.
I

L Sl Y Ny
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Examina todas as pertmutacdes 1,2,...,n

Supode linha 6 nao se aplica e linhas 8-9 escolhem o lado maior

NPEPRRROD W

Wwwwwwsr

WANPNOWWRAEA

APNOAPENDPOD WY
_-b_()) #_l\)_(.ﬂ_l\)_h())_#_l—‘
TR RRERRRROONOND

3
o
Q
o

Alp..r] Alp..r]
1,2 1,2,3

2,1 2,1,3
média 1,32
3,1,2

2,31

321

meédia

Mais um caso: quando r—p+4 1 =05, a média é 864/120

Esperanca (nUmero médio) de comparacoes Implementacdao: SELECT-ALEATORIZADO

e E[T(n)] =" e troque PARTICIONE por PARTICIONE-ALEATORIZADO
notacdao: FE(n) := E[T(n)] e nimero esperado de comparacdes:

probab de que A[p..q] tenha exatamente k elementos: % E(1)=0

E(n) < n-1 + 2(B(3)+ -+ E(n-1)) paran>2
recorréncia:
e alguns valores:

n E(n)
1 0
2 2/2
3 16/6
4

5

E(n) < n—-1 + f:%&%nmmk—Ln—k»
k=1

< n-1 + 2(BE(3) +E(54+1D) + - + E(n-1))
116/24
solucdo: E(n) < O(n) 864/120

compare com EXEMPLO acima




Teorema: E(n) < 4n para todo inteiro n > 1 Corolario: E(n) = O(n)

Prova:
esen=1entdo E(n) =E(1)=0<4=4.1=4n

esen>1entio BE(n) <n-—1 +%(E(L%J) + - +E(n—1))
<n—142(4/3] +-- +4(n-1))
<4dn-—-1

< 4n

Confira, pois as contas nao “batem” com as do livro!

Aula 9 Arvores binarias de busca

Arvores binarias:

Arvores binarias de busca ) o
e vetor x arvore binaria

e vetor crescente x arvore binaria de busca

- L. e busca binaria em vetor x ‘“busca binaria” em lista encadeada
Programacao dinamica:
_ . . Estrutura:
numeros de Fibonacci e

multiplicacao de cadeia de matrizes s now
chave[z]

pai: p[z]

filhos: esq[z] e dir[x]

valor especial niL

CLRS cap.12, cap.15




Arvore de busca: para todo nd z Varredura esquerda-raiz-direita:
para todo y na subarvore esquerda de x imprime os nds da subarvore que tem raiz =

e todo nd z na subarvore direita de x
VARREDURA-E-R-D (z) ©> inorder traversal

1 sex # NIL

2 entdo VARREDURA-E-R-D (esq[x])
3 imprima chave[z]

4 VARREDURA-E-R-D (dir[z])

chavely] < chave[x] < chave[z]

e arvore € de busca <
varredura erd da chaves em ordem crescente

e tamanho da instancia: nimero de nds na subarvore de raiz x
notacao: n

e consumo de tempo: T(n) =T(k) +T(n—k—1) 4+ ©(1)
para algum 0<k<n-—1

e T'(n) =0(n)

Tipo abstrato de dados BUSCA-EM-ARVORE (z,k) > Tree-Search
1 se z =nNiL ou k = chave[z]

e operacdes: busca, minimo, maximo, sucessor, predecessor, 2 entdo devolva z

insercao, remogao 3 se k < chave[x]
4 entdo BUSCA-EM-ARVORE (esq[z], k)
e todas consomem O(h), sendo h a altura da arvore 5 sendo BUSCA-EM-ARVORE (dir[z], k)

MIN-DE-ARVORE (z) > Tree-Minimum
1 enquanto esq[z] # niL

2 faca z + esq[z]

3 devolva z




SUCESSOR-EM-ARVORE (z) > Tree-Successor Programacao dinamica

1 se dir[z] # N

2 entao devolva MIN—DE—ARVORE (dl’f‘[I]) e ‘‘recursao—com-—tabela”

3 y<+ plr]
4 enquanto y # niL € x = dir(y] e transformacdo inteligente de recursao em iteracao
5 faca z +— vy

6 y < ply] Exemplos:

7 devolva y

nameros de Fibonacci

INSERCAO-EM-ARVORE? arvore 6tima de busca (CLRS sec.15.2)
REMOCAO-EM-ARVORE? multiplicacao de cadeias de matrizes

subseqgiliéncia comum maxima
Todas as operacdes consomem O(h) mochila booleana
sendo h a altura da arvore

Arvore balanceada: h = O(lgn) sendo n o nimero de nds

Aqui, a palavra “programacado” nao tem nada a ver com
programacao de computadores

Problema 1: numeros de Fibonacci Solugdo: T'(n) > 3™/2™ para n > 6

Consumo exponencial: T(n) = Q((%)n)

Algoritmo recursivo: Por que tdo ineficiente?
Algoritmo resolve a mesma subinstancia muitas vezes:

FIBO-REC (n)
1 sen<l1 Fs
2 entao devolva n

3 sendo a <+ FIBO-REC (n — 1)
4 b + FIBO-REC (n — 2)
5 devolva a+b

Consumo de tempo é proporcional ao niUmero de somas:

T(0)=T(1)=0
Tn)=Tn-1)4+Tn-2)4+1 sen>2




Fibonacci via programacio dindmica Problema 2: multiplicacao de cadeias de matrizes

FIBO (n) se AépxgeBégxrentdo ABépxr
1 f[0]« O

2 fl1]«1 (AB)[i, j1 = Xk Ali, k] B[k, j]

3 parai<« 2 atén

4 faca f[i] « fli — 1] + fli — 2] nimero de multiplicacdes escalares = p-q-r
5 devolva f[n]

Tabela f[0..n—1]
Multiplicacdo em cadeia: A - Ay - A3

Consumo de tempo: ©(n)

10 Al 100 AQ 5 A3 50

((A1 Ap) Ag) 7500 mults escalares
(A1 (A A3)) 75000 mults escalares

Problema: Encontrar nimero minimo de Aula 10
multiplicacdes escalares necessario para
calcular produto A; As--- Ap,

Programacao dinamica:

Multiplicacao de cadeia de matrizes

Subset sum (= soma de cheques)

An

cada A; ép;,_; Xp;

Continua. .. CLRS cap.15




Programacao dinamica Problema: Encontrar nimero minimo de multiplicacdes escalares

Problema 2: multiplicacdo de cadeia de matrizes necessario para calcular produto Ay Az---An

se Aépxge Bégxrentdo ABépxr o e Dy P
e

An

cada A; &€ p,_; Xp;

niamero de multiplicacdes escalares = p-q-r

Passo 1: Estrutura recursiva do problema

Multiplicacdo em cadeia: A7 -A>- A
P ¢ 1ra2nas Solucdes 6timas contém solucdes 6timas: se

(A142) (A3((A345) Ap))

10 100 5 50
Aq Ao Az minimiza multiplicacdes entdo

((A] Ay) A3) 7500 mults escalares (A142) e (A3((A245)46))
(A1 (A A3)) 75000 mults escalares também minimizam

Passo 2: Algoritmo recursivo: Passo 3: Programacao dinamica
recebe Pi_1,---,P; COM i < j e devolve nimero minimo de

multiplicacOes escalares m[i, j] = namero minimo de multiplicacdes escalares
para calcular A;---A;

REC-MAT-CHAIN (p,1,7)
1 sei=j

2 entdo devolva 0O
3 T4+ o0 decomposicao: (A;---Ag) (Apg1---Aj)
4 para k<+ i até j— 1 faca
5 a + REC-MAT-CHAIN (p, i, k)

6 b + REC-MAT-CHAIN (p,k+ 1,7)
7 q—a+p,_1pp;+0

8 seqg<zx
9

0

recorréncia:

se i =j entao m[i,j] =0

entdo z + g se i <j entdo mli,j] = ;oin. (mli, k] + pi_1pyp; + mlk+1, 1)
devolva z B

e tamanho de uma instancia: n:=j—i1+1
e consumo de tempo: Q(2")

e demora tanto porque mesma instancia resolvida muitas vezes
95

Exemplo: m[3,7] = 3r£lki£l7{m[3, k] + popyp7 + mlk+1,7] }




e cada instancia A;--- A; resolvida uma sé vez
e em que ordem calcular os componentes da tabela m?
e para calcular m[2, 6] preciso de

m[2,2], m[2,3], m[2,4], m[2,5] e de

m[3, 6], m[4,6], m[5,6], m[6, 6]

0 ~NO O WNH

.

Calcule todos os ml[i,j] com j—i+1 =2,
depois todos com j—i+4+1 =3,

depois todos com j—i+1 =4,

etc.

Programacdo dindmica: recebe pg,pq,...,p, € devolve m[1,n]

MATRIX-CHAIN-ORDER(p, n)

1 para i<« 1 atén faca

2 mli,i] < 0

3 paral<«+ 2 até n faca

4 para i<+ 1 até n—14 1 faca
5 j—i+1-1

6 m[i, j] + oo

7 para k<« i até j — 1 faca
8 q < m[i, k] +p;_1ppp; + ml[k+1, 5]
9 se g < m[i, j]

0 entdo mli, j] < ¢q

1 devolva m[1,n]

e compare com REC-MAT-CHAIN
e linhas 4-10 tratam das subcadeias A;--- A; de comprimento [
e um dos invariantes menos importantes: j—i+4+1=1

Prova da correcao do algoritmo:

e estrutura recursiva (optimal substructure property)
e (veja slide 93)

Consumo de tempo:

e tamanho de uma instancia: n:=j7—i1+1

e obviamente ©(n3)
(trés loops encaixados)




Programacao dinamica

Problema 3: Subset sum (soma de cheques)

Problema: Dados inteiros ndao-negativos w1, ..., wn, W

encontrar K C {1,...,n} tal que > wp=W
keK

e Uma instancia: w = 100, 30,90, 35,40,30,10 e W = 160

e motivacao: problema dos cheques
algum subconj dos cheques w1, ..., w, tem soma W?

e solucdo forca-bruta:
examine todos os 2™ subconjuntos de {1,...,n}

Algoritmo recursivo (ineficiente)

devolve 1 se instancia tem solucdo e 0 em caso contrario

ReEC (w,n, W)
se W =0
entao devolva 1
sen=20
entdo devolva 0O
se REC(w,n—1,W) =1
entdo devolva 1
se wp > W
entao devolva 0
sendo devolva REC (w,n—1, W—wy)

O 0 ~NO O WN -

Prova da correcao do algoritmo:

depende da subestrutura 6tima (optimal substructure property):

se K é solucdo da instancia (n,W) entado

e se n € K entdo

K — {n} & solucdo da instancia (n — 1, W — wy)
e se n ¢ K entdo

K é solucdo da instancia (n —1,W)

Consumo de tempo:

e Q(2™)  (Prova?)

e demora tanto porque mesma instancia resolvida muitas vezes

Algoritmo de programacao dinamica

1 seinstancia (i,Y) tem solucdo

sli, Y] :=
[, Y] 0 caso contrario

Recorréncia: s[i,0] =1
s[0,Y]=0 seY >0
s[i, Y] =s[i —1,Y] sew; >Y
s[i, Y] = max (sli — 1,Y],sli = 1,Y — w;])

colunas: Y vaideOa W
linhas: i vaide 0 an

lembrete: W e wi,...,w, Sao inteiros!




SUBSET-SUM (w, n, W)

0 aloca s[0..n,0..W]

1 para i<+ O até n faca
2 s[4,0] + 1

3 paraY < 1 até W faca
4 s[0, Y]+ 0

5 para i + 1 até n faca

6 s[i, Y] + s[i—1,Y]

7 se s[t,Y]=0ew; <Y

8 entdo s[i,Y] + s[i—1,Y — w;]
9 devolva s[n, W]

cada instancia (i,Y) resolvida uma sé vez

Prova da correcdo:

e propriedade da subestrutra 6tima

Consumo de tempo:

e Obviamente ©(nW)

Exercicio:

e escreva uma versdao que devolva K tal que Ypcgwp =W

Resumo do projeto do algoritmo

e passo 1: encontrar a propridade da subestrutura 6tima
(optimal substructure property)

e pPAassoO 2. escrever algoritmo recursivo

e passo 3: transformar algoritmo em programacao dindmica

Comentarios sobre o consumo de tempo do algoritmo

Algoritmo consome tempo @ (nW)

A dependéncia de W & ma noticia:

se multiplicar wi,...,w,, W por 100
a instancia continua essencialmente a mesma
mas o algoritmo consome 100 vezes mais tempo!

Qual o tamanho de uma instancia wai,...,w,, W do problema?
e & muito razoavel dizer que 0 tamanho é n+ 1

e infelizmente, ndo da pra escrever “©(nW)"” como funcdo de n+ 1
porque nW envolve o valor (e ndo s6 o tamanho) do W

a definicdo de tamanho deveria levar em conta o valor de W
e ndo apenas a presenca de W

outro detalhe: & necessario definir o tamanho por dois nimeros
adote o par (n,W) como tamanho de uma instancia
entdo ©(nW) é funcdo do tamanho




mas (n, W) ndo é a definicdo ideal de tamanho:
se multiplicarmos ws, ..., w,, W por 100
a instancia continua essencialmente a mesma
mas o seu tamanho passa de (n,W) a (n,100 W),
O que nao é razoavel!

definicdo razoavel de tamanho de um namero (como W, por exemplo):
nimero de caracteres

exemplo: o tamanho do nimero 256877 & 6 (e ndo 256877)
conclusdo: tamanho de instancia wi,...,wn, W & (n, [log(W+1)])
o consumo de tempo de SUBSET-SUM & ©(n 2'°9W)

o algoritmo é considerado exponencial

veja fim da pagina
www.ime.usp.br/~pf/analise_de_algoritmos/aulas/mochila.html

Aula 11

Programacao dinamica:

subseqiéncia comum maxima

CLRS sec.15.4

Problema: Subseqliéncia comum maxima

e Definicao:
(21,-..,2) € subseqliéncia de (x1,...,zm) Se
existem indices i1 < --- < 1 tais que

21=:1:Z-1, 22=1‘i2, "'azkzxik

e Uma instancia:
(5,9,2,7) & subseqiiéncia de (9,5,6,9,6,2,7,3)

Pequenas observacdes:
e (1, ..,xm) € 0O mesmo que z[1..m]
e z; € 0 mesmo que z[j]

e N30 & bom escrever “Z C X"




Exercicio preliminar:

e Decidir se (z1,...,2,) € subseqliéncia de (x1,...,zm)

e Uma instancia:
AAA é subseq de BABBABBBAABBABABABB?

e Solucao gulosa:

SUB-SEQ (z,k,z,m)

i+ k

j—m

enquantoi>1e j>1 faca
Se z; = xj

entdo i« i1—1

jJ—1

sei>1
entao devolva “n&o”

sendo devolva “sin’

O~NOODWNHFHO

Prove que o algoritmo esta correto!

Problema: Encontrar uma subseqliéncia comum maxima
de seqiiéncias X e Y

Z é subseg comum de X e Y se Z é subseq de X ede Y
minha abreviatura: ssco = subseqiiéncia comum
abreviatura do livro: LCS = longest common subsequence

uma instancia (fig 15.6 de CLRS):

X

Y

SSCO

SsCo maximal

SSCO maxima
outra ssco maxima

e invente heuristica gulosa para o problema

e mostre que ela nao resolve o problema

Algoritmo de programacao dinamica

Problema simplificado:
encontrar o comprimento de uma sscomax de X e Y

c[i, j] = comprimento de uma sscomax de X; e Y

Recorréncia:

e c[0,j] =¢[;,0] =0

o cli,jl =cli-1,j-1]+1 sei,j>0eux; =y,
o cli,j] = max (c[i,j—1],cli-1,j]) sei,j>0 ez #y;




LCS-LENGTH (X, m,Y,n) horizontal: X =A B C B D
aloca ¢[0..m,0..n] vertica: Y =BDCABA
para i <— 0 até m faca

cli,0] + 0

0]

1

2

3 para j<« 1 até n faca
4 c[0,7] <O

5 para i<+ 1 até m faca
6

7

8

9

(@)

para j < 1 até n faca
S€ x; = y;
entdo cfi,j] < cli—1,5—1]+1
sendo se c[i — 1,5] > c[i,j — 1]
10 ent3o c[i, j] < cfi — 1, ]
11 sendo cli, j] « ci,j — 1]
12 devolva c[m,n]

~NOoO o, WNHO
[ellellololloleolle] o]

horizontal: X =A B C B D horizontal: X =A B C B D
vertical: Y =B DCABA vertical: Y =B DCABA

(@)
(@)

O|O|0O/0 00|00

O|O|0O000o|o|o
~NOoO o, WNHO

~NOoO o, WNHO




ABCBDAB

BDCABA

X

©
..mt
S 3
25
o o
o >

Y

0123456

ABCBDAB

BDCABA

X

horizontal:
vertical:

Y

0123456

1 A|0/|0O/0]|O0|1|1]1

ABCBDAB

BDCABA

X

horizontal:
vertical:

Y

0123456

ABCBDAB

BDCABA

X

horizontal:
vertical:

Y

0123456




horizontal: X =A B C B D horizontal: X =A B C B D
vertical: Y =B DCABA vertical: Y =B DCABA

(@)
(@)

WWWNNHOW O,
BIWWNINHO= O
BIWWNINHO= O

~No o~ WNHHO
O|O|0O|0O|0o|0|o|o
PR R R RP RO oW -
NN N === O|lOojo N
NN N NN+ Ojoja W
W WIN|N|N| |~ o= b
~No o~ WNHHO
O|O|0O|0O|0o|0|o|o
PR R PR PO oW -
N[ NN === O|lOojo N
N[N N NN+ Ojoja W
W WIN|N|N| |~ o= b
B WWNN O IO

horizontal: X =A B C B D Prova da correcao do algoritmo:
vertical: Y =B D CABA

e 7 ={21,...,2k), X=A(x1,...,2m), Y ={(y1,.--,yn)

(@)

e notacao: X; = {(xq1,...,x;)

e propriedade da subestrutura 6tima:

suponha Z é sscomax de X e Y

® s€ Ty = yn
entdo zp = axm =yn € Zj,_1 € sscomax de X,,_1 e Y, 1
® S€ Ty F Yn € 2L F Tm
entdo Z é sscomax de X,,,_ 1 €Y

® S€ Ty F Yn € 2L F Yn
entao Z é sscomax de X e Y,,_1

O|O|0O|O|o|o|o|o

PR R PR eROo oW -
NN N === O|lOojo N
NN N NN+ Ojoja W
W WIN|N|N| |~ O|= b
B WWNN O IO
BB W WNN| = O= O

~NOoO o, WNHO

Prove a propriedade!




Exemplo da propriedade da subestrutura étima: Consumo de tempo:

X ABCBDAB e tamanho de instancia € o par (m,n)

Y BDCABA _ 3
e linha 7 (“se xz; = y;") & executada mn vezes
SSCO maxima BCBA

outra ssco maxima BDAB e consumo de tempo:  O(mn)

Algoritmos gulosos

Algoritmo guloso

Aula 12 e em cada iteracdo, acrescenta a solug¢do
0 objeto que parece melhor naquele momento

e procura maximal e acaba obtendo maximo
Algoritmos gulosos e procura 6timo local e acaba obtendo 6timo global

Costuma ser

O problema do disquete e muito simples e intuitivo
e muito eficiente

CLRS cap 16 e dificil provar que esta correto

Problema precisa ter

e subestrutura 6tima (como na programacao dinamica)

e propriedade da escolha gulosa (greedy-choice property)
123




O problema do disquete Algoritmo guloso, versdo recursiva:

Instancias “v=1" da mochila booleana dado I C {1’ T ,n} 0 algoritmo devolve |K|
sendo K subconjunto maximo de I tal que Y g wr < W

Problema: Dados inteiros ndao-negativos wiy,...,wn € W

encontrar K C {1,...,n} maximo tal que > wp <W DISQUETE-REC (w, W, I)
keK sel=10
entdo devolva 0

escolha m em I tal que wm = min{w; : ¢ € I}

se wy > W
e Diferente do subset sum dos slides 101—-106 ent3o devolva 0

e Motivacdo: gravacdo de arquivos em um disquete sendo devolva 1 + DISQUETE-REC (w, W — wm, I — {m})

Problema simplificado: encontrar |K| maximo

Prova da correcao do algoritmo: Versao melhor de DISQUETE-REC:

) supde wi > --- > wn
e escolha gulosa (greedy-choice property):

se wy = min{wy,...,wp} € wy < W

~ o DISQUETE-REC (w, n, W)
entao m pertence a alguma solucao o6tima

1 sen=00uUwp>W
e subestrutura otima (optimal substructure property): 2 ent3o devolva 0

se K & solucdo 6tima da instancia (n,W) enec K 3 sendo devolva 1 + DISQUETE-REC (w,n — 1, W — wp)
entdao K — {n} é solucdo otima para (n — 1, W — wy)

. , . o
A prova das propriedades &€ muito facil! Consumo de tempo:

e tamanho de uma instancia: n
e recorréncia: T(n) =T(n—1) 4+ O(1)
e solucdo: T(n) = O(n)




Versao iterativa, supondo wy > -+ > wp.:

DISQUETE-IT (w,n, W)
1 k<+O

2 para j < n decrescendo até 1 faca Aula 13
3 se w; > W
4 entdo devolva k
5 sendao k<« k+1
6 W W —w; Algoritmos gulosos:
.

devolva k . ..
problema dos intervalos disjuntos

Consumo de tempo: O(n) CLRS secdes 16.1, 16.2 e 16.3

Programacdo dindmica consumiria @(n?)

Problema: colecao disjunta maxima de intervalos Outra instancia:

Problema: Dados intervalos [s1, f1),. .., [sn, fn) ¢ 8 ; ; 13 11;
~ P . . . . Sq
encontrar uma colecao maxima de intervalos disjuntos dois a dois f; 6 12 13 14

Instancia:

e um candidato a solucdo: {3,9,11}

e uma solucdo 6tima: {1,4,8,11}

Solugdo (subconjunto de {1,...,n}):

Intervalos i e j sdo disjuntos se f; <s; ou f; <s;




A estrutura ‘“‘gulosa’” do problema

Propriedade da escolha gulosa:
e se fi;, € minimo entao m esta em alguma solucdao 6tima
Propriedade da subestrutura otima:

e se A é solugcdao O6tima e m € A é tal que fm,m € minimo
entdo A — {m} & solugdo 6tima de {j : s; > fm}
(todos os intervalos “posteriores” a fm)

Propriedade mais geral da subestrutura 6tima:

e se A é solucdo 6timae Asm
entdo A — {m} € solucdo otima de {i: f; <sm} U{j:s; > fm}
(intervalos “anteriores” a sy, ou “posteriores” a fm)

Prove as propriedades!

Algoritmo guloso, versao recursiva:

dado I C{1,...,n}
o algoritmo devolve subconjunto maximo A de I tal que
os intervalos [sa, fu), a € A, sdo disjuntos dois a dois

INTERV-DISJ-REC (s, f,I) > supbe [ = ()

1
2

3
4
5
6

se|I|=1
entdo devolva I
sendo escolha m em I tal que fi, = min{f; :i € I}
J{j€l:s;> fm}
A < INTERV-DISJ-REC (s, f, J)
devolva {m} U A

prova da correcdo: escolha gulosa + subestrutura 6tima

Versao recursiva mais eficiente:

e N30 precisa administrar o conjunto I explicitamente
e supde f1 <--- < fa

Algoritmo devolve uma subcol disjunta max de { [sg, f) : sp > fn }

INTERV-DISJ-REC(s, f, h)
1 m<«+«h+1

2 enquanto m<n e sy <fh

3 facam<«+ m-+1

4 sem>n

5 entdo devolva 0

6 sendo devolva {m} UINTERV-DISJ-REC (s, f,m)

Para resolver problema original
adote fg := —oo e diga INTERV-DISJ-REC (s, f,0)

Algoritmo guloso, versao iterativa:
supde f1 <---< fn

INTERVALOS-DISJUNTOS (s, f,n) > supden >1

1
2
3
4
5
6
7

A<+ {1}
141
para m < 2 até n facga
se sm > f;
entdo A+ AuU{m}
14— m
devolva A

Nome do algoritmo no CLRS: Greedy-Activity-Selector
A organizacao do algoritmo é semelhante a do PARTICIONE




Consumo de tempo: Minha primeira versao de INTERVALOS-DISJUNTOS

era correta e eficiente, mas deselegante:
e tamanho de instancia: n

e consumo de tempo: ©(n) INTERVALOS-DISJUNTOS-FEIO (s, f,n)
1 A«0

2 1+ 1

3 enquanto ¢ <n faca

4 A<+ AU {i}

5 m<+—i+1

6 enquanto m <n e s;m < f; faca
7 m++m-+1

3 P4 m

9 devolva A

Mostre que consumo de tempo é O(n)
(apesar dos dois loops)

Codigos de Huffman

Trata de compressao de dados e combina varias
Aula 14 idéias/técnicas/estruturas:

e gula

. e fila de prioridades

Algoritmos gulosos: _ o
e arvores binarias

codigos de Huffman

CLRS secao 16.3




texto = seqiiéncia de caracteres

cada caracter representado por uma seq de bits
codigo de um caracter = seq de bits

namero de bits por caracter pode ser variavel
exemplo: a =10, b= 101, etc.

codigo livre de prefixos

facil codificacdo/decodificacdo: 01010101101 = ababb

Dado um arquivo (= seqliéncia de caracteres) (c1,...,cn), COM
c; € C para todo ¢

Cada ¢ em C ocorre f[c] vezes no arquivo

Problema:
Encontrar uma codificacao de caracteres em seqgs de bits
que minimize o comprimento do arquivo codificado

Exemplo:

caracter ¢ d e f
frequéncia flc] 16 9 5
codigo de comprimento fixo .. 000 001 011 100 101
codigo de comprimento variavel 0 101 111 1101 1100

se texto original tem 100 caracteres, texto codificado tera

e 300 bits se cddigo de comprimento fixo
e 224 bits se cddigo de comprimento variavel

tabela de codigo é representada por arvore binaria
arvore binaria cheia: cada n6 tem 0 ou 2 filhos
caracteres sao as folhas

“0" se desce para esquerda, ‘1" se desce para direita
d(c) := profundidade de folha ¢ na arvore

d(c) = namero de bits de caracter ¢

custo da arvore = 3. flc]d(c)

texto codificado tera 3. f[c]d(c) bits

Problema reformulado: encontrar arvore de custo minimo

exemplos:




Algoritmo guloso: Detalhamento da linha O de HUFFMAN:

Recebe conjunto C de caracteres e vetor de freqiiéncias f

constroi arvore do c6digo e devolve raiz da arvore INICIALIZA-ARVORE (C)

1 para cada c em C faca
HUFFMAN (C, f) 2 aloque novo no z

0 Q«C 3 esqlz] < dir[z] < niL
1 parai<« 1 até|C|—1 faca 4 chave[z] « flc]

2 z + EXTRACT-MIN (Q) 5 INSERT (Q, 2)

3 y + EXTRACT-MIN (Q)

4 alogque novo no z

5 esq[z] + x

6 dir[z] <y

7 chave[z] < chave[z] 4+ chave[y]
8 INSERT (Q, z)

9 devolva EXTRACT-MIN (Q)

Q é fila de prioridades
EXTRACT-MIN retira de Q um né g com chave[g] minima

Desempenho de HUFFMAN: Prova da correcao de HUFFMAN:

e instancia: (C, f) Propriedade da escolha gulosa: se z e y minimizam f
entao existe arvore 6tima em que z e y sao folhas-irmas

e tamanho de instancia: n:=|C|

o N B Prova:
e inicializacao da arvore: n vezes INSERT

e sejam a e b sdo folhas-irmas de profundidade maxima
e suponha f[z] < fly] e fla] < f[b]
e cada EXTRACT-MIN e cada INSERT consome O(lgn) e troque =z com a:

custo(T) — custo(7") =Y flcld(e) — > fleld'(c)
= flz]d(z) + flald(a) — flz]d'(x) — fla]d'(a)
= flzld(z) + flald(a) — flz]d(a) — fla]d(z)

= (fla] = f[=]) (d(a) — d(z))
>0

e n— 1 vezes: EXTRACT-MIN, EXTRACT-MIN, INSERT

total: O(nlgn)

e agora troque y com b




Propriedade da subestrutura 6tima:

suponha que z e y minimizam f

e T & uma arvore 6tima que tem z € y como folhas-irmas;
seja z o paidez,yem T

e defina C":=C — {z,y} U {z} e f'[z] := flz] + flv];

entdo 7" :=T — {x,y} + = & arvore 6tima para (C’, f')

Prova:

e custo(T) = custo(T”) + flz] + flv]

Aula 15

Union-Find:

conjuntos disjuntos dinamicos

CLRS secdes 21.1, 21.2 e 21.3

ADT de conjuntos disjuntos dinamicos

ADT abstract data type = estrutura de dados abstrata
conjunto de coisas mais repertdrio de operacdes sobre as coisas

Nossas coisas: conjuntos mutuamente disjuntos

Exemplo:

{a} {b} {c} {d} {e}
{a} {b;d} {c} {e}
{a} {b,d}  {e,c}

{a} {b,d,c,e}

{a} {b,d,c,e}

Cada objeto (como b, por exemplo) pertence a um @nico conjunto

Operacdes de nossa ADT:

FINDSET (z) qual dos conjuntos contém z7?
UNION (z,y) unir o conjunto que contém x ao que contém y
MAKESET (x) construir conjunto {z}

Como dar “nomes” aos conjuntos?

e por exemplo, que nome dar ao conjunto {b,d}?
e resposta: cada conjunto tem um “representante”




Seqliéncia de operacdes MAKESET, UNION, FINDSET:

M M M U F U U F U F F F U F

| —
n

Diversas estruturas de dados poderiam ser usadas:

e vetor indexado pelos objetos

e uma lista ligada por conjunto
e ctc.

e vamos usar disjoint-set forest

Estrutura de dados disjoint-set forest:

e cada n6 z tem um pai pai[z]

e iSso define um conjunto de arvores
cada conjunto de objetos € uma das arvores
cada arvore tem uma raiz r definida por pai[r] = r
a raiz de uma arvore & o representante do conjunto

Nossa meta: tempo total O(m)
= tempo amortizado O(1) por operacao

As arvores sao diferentes das que vimos até agora:
e n3o tém ponteiros para filhos
e um no pode ter qualquer nimero de filhos

Implementacoes basicas

FINDSET devolve a raiz da arvore que contém z

FINDSET-ITER (z)

1 enquanto pai[z] # =
2 faca z + pai[z]
3 devolva z

versao recursiva:

FINDSET-REC (x)

1 se paifz] ==
2 entdo devolva z
3 sendo devolva FINDSET-REC (pai[x])

UNION (z,y)

1 2’ + FINDSET (z)
2 ¢/ < FINDSET (y)
3 pailr] « o

MAKESET (z)
1 pailz] + =




Exemplo:

01 para i+ 1 até 16

02 faca MAKESET (z;)

03 para i+ 1 até 15 em passos de 2
04 faca UNION (z;, x;41)

05 para i < 1 até 13 em passos de 4
06 faca UNION (z;, ;42)

07 UNION (z1,x5)

08 UNION (x11,713)

09 UNION (x1,210)

10 FINDSET (z5)

11 FINDSET (z9)

Exemplo:

para i<+ 1 até 9
faca MAKESET (z;)
UNION (1, z2)
UNION (z3,74)
UNION (4, T5)
UNION (x5, 24)
UNION (zg, T7)
UNION (zg, Tg)
UNION (zg, Tg)
UNION (25, x7)
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Consumo de tempo: MAKESET O(1)
UNION O(n)
FINDSET O(n)

M M M U F U UF UFF F U F

—_———
n

Tempo total: nO(1) + mO(n) + mO(n) = O(mn)

Ainda esta longe da meta de O(m) ...

Melhoramento 1: union by rank

MAKESETUR (z)
1 pailz] + =
2 rank[z] + O

UNIONUR (z,y) > supBe z e y em arvores diferentes
1 2/ + FINDSET (z)

2 3y < FINDSET (y)

3 se rank[z'] = rank[y’]

4 entdo paily’] « 2’

5 rank|[z'] < rank[z'] 4+ 1

6 sendo se rank[z'] > rank[y’]

7 entdo paily'] + o’

8

sendo pai[x'] < 3y’




e Exercicio: rank[z] & a altura do nd z Exemplo:

altura = mais longo caminho de x até uma folha
( 9 ! ) para i< 1 até 9

faca MAKESETUR (z;)
UNIONUR (x5, 1)
UNIONUR (24, z3)
UNIONUR (x5, z4)
UNIONUR (a:4,m2)
UNIONUR (z7, zg)
UNIONUR (zg, zg)
UNIONUR (zg, zg)
UNIONUR (:U7,{E5)

e Fato importante: rank[z] < lgng,
sendo ng 0 nimero de nds na arvore que contém z

(ngz ndo & o nimero de nés da subarvore com raiz z)

e Conclus3ao: todo caminho de um nd até uma raiz
tem comprimento <lIgn
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Consumo de tempo da versao com wunion by rank: Melhoramento 2: union by rank 4+ path compression

MAKESETUR O(1) > A funcdo devolve a raiz da arvore que contém z
UNIONUR O(lgn) > depois de fazer com que z e seus ancestrais se tornem filhos da rai

FINDSET O(lgn) FINDSETPC (z)

1 se x # pai[x]
M MM UFUUTFUTFEEFEFTFEFUF 2 entdo pai[z] <+ FINDSETPC (pai[z])
—_— 3 devolva pailx]

n

Cdodigo de UNIONURPC:

Tempo total: O(mlgn) troque FINDSET por FINDSETPC em UNIONUR

Ainda esta longe de O(m) ...




Outra maneira de escrever o coédigo:

FINDSETPC (x)

1 se z = pai[x]

2 entdo devolva z

3 sendo pail[z] <+ FINDSETPC (pai[z])
4 devolva pai|z]

Exemplo:

para i<+ 1 até 9
faca MAKESETUR (z;)

UNIONURPC (25, 1)
UNIONURPC (24, x3)
UNIONURPC (75, 4)
UNIONURPC (:)’:4,1‘2)
UNIONURPC (z7, zg)
UNIONURPC (zg, zg)
UNIONURPC (zg, xg)
UNIONURPC (z7,z5)
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repita com UNIONURPC (x5, 27) no lugar da linha 9

Consumo de tempo com union by rank + path compression:

MAKESETUR, UNIONURPC, FINDSETPC

M M M U F U U F UF F F U F

—_———
n

e tempo total: O(m Ig*n)
e prova é dificil
e custo amortizado de uma operacdo: O(Ig*n)

e tudo se passa como se todo caminho tivesse comprm < Ig*n

Ig*n & o Unico nimero natural k tal que T(k—1) <n <T(k)
sendo T(0) =1 e T(k) = 27(*+:~1) para todo k

2 2
Exemplo: T(4) =22° = 2(2®7)

T(k)

20 =1
21 =2
22 =4
24 =16

216 — 65536
265536

observe que IgT (k) =T(k—1) para k=1,2,3,...

portanto Ig*n € o menor k£ tal que Iglg ... lgn <1
————

k




15
16

65535
65536

100000000000000000 - -- 000000000000

80

e Ig*n cresce tao devagar que & quase O(1)
e quase atingimos nossa meta de O(m)

e CLRS usa funcdo a(n) que cresce ainda mais devagar que Ig*n

Aula 16a

Grafos

e arvores

CLRS cap. 23

Um grafo é um par (V, E) de conjuntos tal que E C V(2

v eo conj dos pares nao-ordenados de elementos de V
v(2) & o conj dos pares {u,v} comu eV, veEV, ukv
0 < |Bl < 5[VI(V]-1) < [V]?

os elementos de V sdo chamados vértices
os elementos de E sao chamados arestas

notacdo simplificada para aresta: (u,v) ou ww

vértices u e v sao vizinhos ou adjacentes se uv é aresta




Exemplo de grafo: Conexao e componentes:

o V={ab,cde,fgh,i} e um grafo & conexo se, para cada par z,y em V,
existe caminho de z a y

o £ = {{a,b},{b,c}, {c,d}, {d,e},...,{i,c}}
e fato: se (V, E) & conexo entdo |E| > |V|—-1
e notacao simplificada:

E = {ab,bc, cd, de, ef, fg, gh, ha,bh, cf,ci,df,ig,ih,ic}

a reciproca é verdadeira?

e um componente de um grafo & um
“pedaco’” conexo maximal do grafo

e G € conexo sse @G tem apenas 1 componente

Grafos: estrutura recursiva Contracdo de G = (V, E):

Dentro de todo grafo ha outros grafos e particdo X de V e subconjunto F de x(2)

Subgrafo de G = (V, E): suponha (X, E N X(2) conexo para cada X em X

suponha que {X,Y} em F sse

XCV e FCX® _
- - existe {z,y} em E talquez e X ey €Y

se F C F entdo (X, F) & subgrafo de G ~ _ ~
= (X, F) g entdo (X, F) é contracao de G

exemplo: um componente ~
exemplo: a colecdao dos componentes de G

exemplo: mapa das ruas de Campinas é subgrafo (cada componente & um vertice da contracdo)

do mapa completo (ruas e estradas) do estado SP ~
P P ( ) e exemplo: mapa das estradas do estado de SP é contracao

do mapa completo (ruas e estradas) do estado
e contracdo é um tipo especial de um mainor (minor, em inglés)
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Exemplo importante de contracdo: o grafo G/uv Calculo de componentes

o uvE KR Problema: Encontrar o niumero de componentes de um grafo G

o X = {{u,v}} U {{z}:2€V —{u,v}}

COMPONENTS-REC (G)

e F induzido por E da maneira 6bvia V + VI[G]

E «+ E[G]

e (X, F) & uma contracdo de G se E=10

entdao devolva |V|

e notacdo: G/uv seja wv um elemento de E
devolva COMPONENTS-REC (G/uv)

Como implementar “G/uv" de maneira eficiente?

Resposta: estrutura “floresta de conjuntos disjuntos”
veja CLRS secdo B.4, p.1084 cada arvore da estrutura € um bloco da particdo da V
177

Versdo iterativa (convém escrever “(V, E)" no lugar de “G"): tamanho de instancia: (|V|,|E|)

COMPONENTS (V, E) temos V operacdes MAKESET
1 para cada v em V faca seguidas de E operacdes UNION e FINDSET
2 MAKESET (v)
3 ¢+ |V] consumo de tempo: O((|V| +|E]) 1g*|V])
4 para cada (u,v) em E faca i OV + B 1a* V
5 se FINDSET (u) # FINDSET (v) para simpliticar, escreva ((V+E)1g"V)
6 entdo UNION (u,v) se V = O(FE) entdo consumo sera O(E Ig*V)
7 c+—c—1
8

devolva ¢

Use MAKESETUR, UNIONURPC e FINDSETPC




Aula 16b

Arvores geradoras de peso minimo

e o algoritmo de Kruskal

CLRS cap. 23

Arvores

Uma arvore é um tipo especial de grafo:

uma arvore é um grafo conexo (V, A) tal que |A|=|V|-1
arvores sao “minimamente conexas”

arvores ndao tém os conceitos “raiz”, “pai”, “filho”

(V,A) é arvore sse (V,A) & conexo e ndo tem ciclos

Arvore geradora de um grafo G = (V, E):

e uma arvore geradora de G é
uma arvore (V, A) que é subgrafo de G

e definicao alternativa: uma arvore geradora de G é
um subconjunto A de E tal que (V, A) é arvore

e (G tem uma arvore geradora sse G & conexo

Problema da arvore geradora minima

Problema: Dado grafo (V,E) com pesos nas arestas
encontrar uma arvore geradora de peso minimo

e em inglés: minimum spanning tree ou MST

cada aresta uv tem um peso w(uv) (nGmero real)
é claro que w(vu) = w(uv)

opesode ACE e w(A) =3, cqw(uv)
uma arvore geradora (V, A) & otima se tem peso minimo

aplicacdo: pavimentacao barata de rede de estradas




Exercicio: Discuta o seguinte algoritmo guloso: Algoritmo de Kruskal: avd de todos os algoritmos gulosos

A0 MST-KRUSKAL-REC (G,w) > supde G conexo
para cada v em V faca 1 se E[G]=10
F+ {e:e=aveE} 2 entdo devolva § > ¢ tem 1 soO vértice
seja f uma aresta de peso minimo em F' 3 escolha uwv em E[G] que tenha w minimo
A+ AU{f} 4 w' + CONTRAL-PESOS (G, uv, w)
devolva A 5 A< MST-KRUSKAL-REC (G /uv,w")

6 devolva {uv}U A

Na linha 4, CONTRAI-PESOS devolve w’ definida assim:
para toda aresta XY de G/uv
w' (XY) =min{w(zy) : zy € E[G),z € X,y € Y}

Minha discussao do algoritmo de Kruskal &€ um pouco diferente da do CLRS
185

Prova de que o algoritmo esta correto: Como implementar G/uv e w’ de maneira eficiente?
Resposta: floresta de conjuntos disjuntos

e propriedade da escolha gulosa:
MST-KRUSKAL (V, E,w) > supde (V,FE) conexo

A+ 0
para cada v em V
faca MAKESET (v)
coloque E em ordem crescente de w
para cada uv € E em ordem crescente de w
faca se FINDSET (u) # FINDSET (v)
entao A+ AU {uv}
UNION (u, v)

se aresta uv minimiza w
entdao uv pertence a alguma arvore 6tima

e propriedade da subestrutura 6tima:

se T é arvore 6tima de G e uv é aresta de T
entdo T'/uv & arvore 6tima de G/uv

O© 0 ~NO O WN

devolva A

e use MAKESETUR, UNIONURPC, FINDSETPC
e que acontece se grafo nao for conexo?




Consumo de tempo do algoritmo MST-KRUSKAL:

e linha por linha:

linha consumo

2-3  O(V)

4 O(F IgE)
O(E)
O(E 1g*V)
O(E)
O(FE Ig*V)

e como |[V|—1< |E|, consumo é O(F IgFE)

e como |E| < |V|2, consumo & O(E IgV)

Conclusao: poderia usar FINDSET no lugar de FINDSETPC

Aulas 17—18

Arvore geradora de peso minimo:

algoritmo de Prim

CLRS cap. 23

Problema da arvore geradora minima

Problema: Dado grafo (V, E) com pesos nas arestas
encontrar uma arvore geradora de peso minimo

Versao simplificada: encontrar o peso de uma arvore geradora
de peso minimo

Para descrever algoritmo de Prim precisamos de dois conceitos:

e um corte & um par (S,S) de subconjuntos de V
sendo S:=V — S

e Uma aresta uv cruza um corte (S, 5)
se ueSewveS ou vice-versa

Exercicio: Discuta o seguinte algoritmo guloso abaixo
O algoritmo supde que E =:{e1,...,em} € w(ey) < - - < wl(em)

A+ 0
seja r um vértice qualquer
S+ {r}
para i < 1 até m faca
se e; cruza o corte (S,5)
entdo A < AU {e;}
seja u; a ponta dee; em S
S+ SuU {ul}
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devolva A




Idéia do algoritmo de Prim: Rascunho 1 do algoritmo de Prim

e no comeco de cada iteracdo, temos uma arvore (S, A) RASCUNHO-1 (V, E,w) > supde grafo conexo
que & subgrafo de (V, E) 1 escolha qualquer r em V
2 S« {r}
3 peso <+ 0
4 enquanto S # V faca
min <— oo
Prova de que o algoritmo esta correto: para cada e em E faca
se e cruza (S,S) e min > w(e)
e propriedade da escolha gulosa: entdo min < w(e)
se aresta wv tem peso minimo dentre as que cruzam um corte seja ux a ponta de e em S

ent3o wv pertence a alguma arvore 6tima S < SU {ux}
peso <— peso + min

propriedade da subestrutura otima: devolva peso

e cada iteracdo escolhe uma aresta de peso minimo
dentre as que cruzam o corte (S,5)

se T é arvore O6tima de G e uwv é aresta de T
entdo T'/uv & arvore 6tima de G/uv

bloco de linhas 5—9: Consumo de tempo do RASCUNHO-1:

escolhe uma aresta de peso minimo

dentre as que cruzam corte (5, S) linha consumo

1-3  O(1)
prova da correcdo do algoritmo: 4-5 O(V)
no inicio de cada iteracao, 6-10 O(VE)
0 conjunto de arestas (implicitamente) escolhidas 11 o)
é parte de alguma arvore geradora 6tima 12 O(1)

e consumo total: O(VE)

e consumo muito alto. ..




Rascunho 2 do algoritmo de Prim RASCUNHO-2 (V,W,n) > supbe grafo conexo
escolha qualquer r em V
S+ {r}
para cada v em V — {r} faca
chavel[u] < Wr, u]
peso <— 0
enquanto S # V faca
min <— oo
para cada uw em V — S faca
se min > chave[u]
entao min <« chave[u]
Ux < U
S« SU{us}
peso <+ peso + chave[ws]
para cada v em V — S faca
se chave[v] > W v, us]
16 entdo chavel[v] < W v, ux]
17 devolva peso

Novidades:

e para simplificar, vamos usar matriz simétrica W no lugar de w

w(uv) se uv é aresta

Wilu,v| = pun
[u, 2] 00 caso contrario

e & como se o grafo fosse completo
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=
(@]

e cada vértice v tem uma chave[v]
igual ao peso de uma aresta minima
dentre as que ligam v a S

e e
a prp WN

Observacoes: Consumo de tempo do RASCUNHO-2:

e N0 comeco de cada iteracdo linha  consumo
chave[u] = min {W{s,u] : s € S} 1-5 Oo(V)
para cadauemV — S 6—7 o)

8-11 O(V?2)

e Nno come¢o da linha 12 12-13 O(V)

min = min{Wi[s,u] :s€SeueV -5} 14-16 O(V?2)

e consumo total: O(V?2)
e melhor que O(VE), mas ainda alto. ..

e lembrete: |V|—1< |E| < |V|?




Rascunho 3 do algoritmo de Prim RASCUNHO-3 (V, Adj,w) > supOe grafo conexo
para cada u em V faca
chave[u] < oo
escolha qualquer r em V
para cada uw em Adj[r] faca
chavel[u] < w(ru)

Novidades:

e listas de adjacéncia no lugar da matriz W
e Adj[u] é a lista dos vértices vizinhos a u peso + 0
Q « FILA-PRIORIDADES (V — {r}, chave)
enquanto Q # 0 faca

u + EXTRAL-MIN (Q)

peso <+ peso + chave[u)

para cada v em Adj[u] faca

se v € Q e chave[v] > w(vu)
entdo DECREMENTE-CHAVE (Q, chave, v, w(vu))

devolva peso

e V — S é& armazenado numa fila de prioridades @Q
com prioridades dadas por chave

© 00 ~NO O WNH

[ay
(@]

e () pode ser implementada como um min-heap
(mas ha outras possibilidades)

e e
A WON -

Detalhes: Consumo de tempo do RASCUNHO-3

supondo que fila de prioridades € um min-heap:

e FILA-PRIORIDADES (U, chave) constrdi fila de prioridades
com conjunto de elementos U e e consumo na linha 7: O(V)

prioridades dadas por chave
(por exemplo, um min-heap) consumo na linha 9: O(V IgV)

e DECREMENTE-CHAVE (Q, chave, v, w(vu)) consumo nas linhas 11-12: O(E)
faz chave[v] + w(vu) e pois Y., |Adj[v]| = 2|E| (método “agregado’” de analise)

faz os ajustes necessarios na estrutura de Q

consumo na linha 13: O(E IgV)
consumo nas demais linhas: O(V)
total: O(VIgV+FEIgV)

como |E| > |V|—1, total & O(E IgV)




Rascunho 4 do algoritmo de Prim RASCUNHO-4 (V, Adj,w) > supOe grafo conexo
para cada u em V faca

chave[u] < oo
escolha qualquer r em V
chave[r] < 0O
peso <— 0
Q + FILA-PRIORIDADES (V, chave)
enquanto Q # 0 faca

u + EXTRAL-MIN (Q)

peso <+ peso + chave[u)

para cada v em Adj[u] faca

se v € Q e chave[v] > w(vu)
entdo DECREMENTE-CHAVE (Q, chave, v, w(vu))

devolva peso

Novidade:

e arvore inicial ndo tem vértices

e no rascunho anterior arvore inicial era ({r},0)

© 00 ~NO O WN K

e e
w N = O

Consumo de tempo: O(E IgV)

assintoticamente, o tempo necessario par ordenar as E arestas

Algoritmo de Prim: vers3do final MsT-PRIM (V, Adj,w) > supde grafo conexo
para cada vértice u faca

1
Novidades: 2 chave[u] < oo
3 mlu] < NI
e devolve uma arvore geradora 6tima 4 escolha qualquer r em V
5 chave[r] < 0O
6
7
8
9

e poderia devolver conjunto A de arestas de arvore 6tima, Q + FILA-PRIORIDADES (V, chave)

enquanto Q # 0 faca
u + EXTRALI-MIN (Q)
para cada v em Adj[u] faca
10 se v € Q e chave[v] > w(uv)
11 entdo DECREMENTE-CHAVE (Q, chave, v, w(vu))
12 m[v] + u
13 devolva w

mas & melhor devolver um vetor de predecessores

Consumo de tempo: O(E IgV)




Qual das 5 versdes do algoritmo é mais eficiente?

e precisamos comparar O(VE) com O(V2) com O(EIgV)
e qual a melhor?

e depende da relacdo entre E e V

Licdes que desenvolvimento do algoritmo de Prim ensina:

e 2 idéia do algoritmo é simples
mas a implementacao eficiente nao é trivial

e tamanho de instancias & medido por dois nimeros (E e V)
que ndo sdo independentes (V —1 < E < V?2)

e uma implementacao pode ser melhor quando E proximo de V2
outra implementacdo pode ser melhor quando E longe de V2

e boa implementacao depende de
boa estrutura de dados para grafos

Estruturas de dados para grafos

Representacao de grafos:

e podemos supor V. =4{1,2,3,...,n}
e matriz de adjacéncia: M]Ju,v] vale 1 ou 0

e listas de adjacéncia: lista encadeada Adj[u] para cada u eV
Estrutura de dados para arvore geradora:

e adota uma raiz para a arvore
e cada n6 u exceto a raiz tera um pai wfu]

e 0 conjunto de arestas da arvore sera { (w[u],u) ;v eV —{r}}

Aula 19a

Ordenacao em tempo linear

CLRS sec. 8.2 8.3




Ordenacao por contagem Algoritmo rearranja A[1..n] em ordem crescente

supondo que A[j] € {0,...,k} para cada j:
Problema: Encontrar uma permutacdo crescente de A[l..n]
sabendo que cada A[j] estd em {0,...,k} COUNTING-SORT (A,n, k)
para i < 0 até k

faca C[i] < O
para j <« 1 atén

faca C[A[j]] < C[A[j]] + 1
para i<+ 1 até k

faca C[i] «+ C[:] + C[i — 1]
para j < n decrescendo até 1

faca B[C[A[]]] < Alj]

ClAUN + ClA[]] -1

para j < 1 atén

faca A[j] < B[j]

Exemplo:

[2[2[1]0[1]2]2[1]2[0[0[0[1]2[2]1]

© 0N O 0 WN

=
= O

Consumo de tempo do COUNTING-SORT:

linha consumo na linha
1-2 o(k)

3-4 O(n)

5—-6 o(k)

7-9 ©(n)
10-11  ©(n)

Consumo total: ©(n + k)

Entre linhas 4 e 5, C[i] := |{m : A[m] = i}| e se k é constante (ndo depende de n) entdo consumo é ©(n)

Entre linhas 6 e 7, C[i] :== |{m : A[m] < i}| e se k= O(n) entdo consumo & O(n)

Invariante: antes de cada execucao da linha 8, para cada 1,

Clil == [{m: Alm] <i}| + [{m:m<j e Alm] =} A propdésito: COUNTING-SORT é estavel




Ordenacao digital (radix sort) Exemplo:

Problema: Rearranjar A[1..n] em ordem crescente
sabendo que cada A[j] tem d digitos decimais

ad oo a2a1

ay 1097t ... 4+ a5 101 4 a4 10°

Algoritmo rearranja A[l..n] em ordem crescente:
RADIX-SORT (A, n,d)

Exemplo: 1329457 |657|839]436|720|355| 1 parai< 1atédfaca > 1 atéde ndo o contrario!
2 ordene A[1..n] usando apenas digito + como chave

E essencial que a ordenacdo na linha 2 seja estavel

Consumo de tempo:

e se usar COUNTING-SORT, tempo sera ©(dn)

Aula 19b

Limite inferior (lower bound)

para o problema da ordenacao

CLRS sec. 8.1




Ordenacao: limite inferior

Problema: Rearranjar A[1...n] em ordem crescente

e existem algoritmos O(nlgn)
existe algoritmo assintoticamente melhor?
depende
todo algoritmo baseado em comparacdes é Q(nlgn)
prova?

qualquer algoritmo de comparacdes &€ uma “arvore de decisao”

Exemplo:

INSERTIONSORT (A, n)
1 para j« 2 até n faca
2 chave + A[j]
i+ j—1
enquanto ¢ > 1 e A[i] > chave faca
Ali 4 1] «+ Ald]
t4—1—1
Ali 4 1] < chave

e arvore de decisdo para A = [a,b, c], elementos distintos

e “a:b' representa comparacao entre a e b

e “bac’ significa que b<a<c

e gquer execucao do algoritmo & caminho da raiz até folha

221

Arvore de decis3o:

Arvore de decisdo para um algoritmo que ordena A[l..n]:

e cada folha € uma permutacdo de 1,...,n
todas as n! permutacdes devem estar presentes
quantas de comparacdes, no pior caso?
resposta: altura, h, da arvore
conclusdo: devemos ter 2 > n!
(n)? = M[Zg (+1)(n—i) > [}gn = n"

n! > nn/2

h > 1g(nl) > 1g(n"/2) > Inlgn




Conclusao:
Todo algoritmo de ordenacao baseado em comparacdes faz

Q(nlgn)

comparacdes no pior caso

Exercicio: Qual o invariante na linha 8 do RADIX-SORT?

Exercicio: Suponha que todos os elementos do vetor A[l..n]
pertencem ao conjunto {1,2,...,n3}. Escreva um algoritmo que
rearranje A[l..n] o vetor em ordem crescente em tempo O(n).

Exercicio: Faca arvore decisdao para algoritmo SELSORT aplicado a
All..4].

Exercicio: Mostre que qualquer algoritmo baseado em
comparacdes necessita de pelo menos n — 1 comparacdes para
decidir se n nimeros dados sao todos iguais.

Exercicio: Dadas seqgiiéncias estritamente crescentes (ay,...,an) €
(b1,...,bn), queremos ordenar a seqiéncia (ai,...,an,b1,...,bn).
Mostre que 2n — 1 comparacdes sao necessarias, no pior caso, para
resolver o problema.

Aula 20

Complexidade de problemas:

introducao informal

as classes P e NP

CLRS cap. 34

Introducao a complexidade de problemas

Até aqui, tratamos de problemas no varejo

Agora vamos trabalhar no atacado




Alguns exemplos de problemas computacionais Fatoracao:
dado um ndmero natural n > 1, encontrar naturaisp>1eqg>1

Raiz quadrada: tais que n = p x ¢ ou constatar que tal par ndo existe

dado um inteiro positivo n, encontrar um inteiro positivo z

- . MDC:
tal que 22 =n ou constatar que tal = ndo existe

encontrar o maior divisor comum de inteiros positivos p € q

Equacao do segundo grau:
dados inteiros a, b, ¢, encontrar um inteiro x tal que
ax? +br+c=0 ou constatar que tal x ndo existe

Fator comum grande:
dados inteiros positivos p, ¢ e k, encontrar
divisor comum d de p e q tal que d > k

Equacdo diofantina: ou constatar que tal divisor ndo existe

dada equacdo polinomial com namero arbitrario de variaveis
(como z3yz + 2y*22 — Tzy®z = 6, por exemplo)

encontrar valores das variaveis que satisfacam a equacgao

ou constatar que tais valores nao existem

Subseqiliéncia crescente maxima:
encontrar uma subseqiiéncia crescente maxima
de uma seqiiéncia dada de inteiros positivos

Subseqiiéncia crescente longa: Arvore geradora de peso minimo:

dado inteiro positivo k e seqiiéncia de inteiros positivos, dado um grafo com peso nas arestas,

encontrar uma subseqiiéncia crescente de comprimento > k encontrar uma arvore geradora de peso minimo

ou constatar que uma tal subseqg nao existe ou constatar que o grafo ndo tem arvore geradora

Intervalos disjuntos: Arvore geradora de peso maximo:
encontrar uma subcolecdo disjunta maxima

de uma colec3o de intervalos dada Caminho minimo:
dados vértices u e v de um grafo,

Disquete: encontrar um caminho de comprimento minimo de v a v
dados inteiros positivos wq,...,w, € W, encontrar ou constatar que nao existe caminho de uw a v

subconj maximo J de {1,...,n} tal que Zjerj <W
Caminho curto:

Subset sum: dados vértices u e v de um grafo e um ndmero k,
dados inteiros positivos wq,...,wn € W, encontrar encontrar um caminho de v a v de comprimento < k
JC{1,...,n} tal que Zjerj =W ou constatar que tal caminho nao existe

Caminho maximo:




Ciclo minimo: Observacdes sobre a lista de problemas:
dado um grafo, encontrar ciclo com ndmero minimo de arestas
ou constatar que o grafo ndao tem ciclo varios tipos de problemas:

de busca, de maximizacdo, de minimizacao, etc.

Ciclo longo:
dado um grafo e um ndmero k, varios dos problemas envolvem grafos

encontrar ciclo simples de comprimento > k
ou constatar que tal ciclo ndo existe em geral, nem todas as instancias tém solucdo

Ciclo hamiltoniano: aparéncias enganam:
dado um grafo, encontrar um ciclo simples problemas com enunciado semelhante
que passe por todos os vértices podem ser muito diferentes

ou constatar que tal ciclo nao existe
alguns problemas sao ‘‘casos particulares” de outros

Emparelhamento que cobre um lado de grafo bipartido:
dado um grafo com biparticao (U,V),

encontrar um emparelhamento que cubra U

ou constatar que tal emparelhamento ndao existe

Problemas polinomiais e a classe P Complexidade de problemas

algoritmo resolve problema se, para qualquer instancia, questao: ‘“‘quao facil & o problema A7?"
da resposta certa resposta: existe algoritmo polinomial para A

ou constata que a instancia ndo tem solucdo
questao: ‘“‘quao dificil & o problema A?”

algoritmo é polinomial se resposta: nao existe algoritmo polinomial para A
existe j tal que consumo de tempo O(NY)
sendo N o tamanho da instancia

"

“prova de existéncia’” versus ‘“‘prova de nao-existéncia

& para a maioria dos problemas

problema & polinomial se
existe algoritmo polinomial para o problema nao sei fazer nem uma coisa nem outra
nao sei o problema esta em P ou fora de P

classe P: todos os problemas polinomiais
que fazer?

dé um exemplo de problema fora de P

compare com a prova do lower bound Q(nlgn) da ordenagdo




Complexidade relativa de problemas

conceito de complexidade relativa:
problema B mais dificil que problema A
problema A mais facil que problema B

exemplo: problema A é subproblema de B

em geral: reducdo polinomial entre problemas (veja adiante)

antes de tratar de reducdes,
preciso restringir a classe de problemas

nao da pra tratar de todo e qualquer problema. ..

Problemas ‘“razoaveis’” e a classe NP

e um problema é ‘“razoavel’ se
é facil reconhecer uma solucao do problema
quando se esta diante de uma

para toda instancia I do problema

é possivel verificar, em tempo polinomial,
se uma suposta solucdo da instancia I € uma solucdo de I

a maioria dos problemas da lista acima é "razoavel”
problema ‘razoavel’ = pertence a classe NP

nao confunda “NP" com “nao-polinomial”

daqui em diante, s6 trataremos de problemas em NP

questao “P = NP?”

evidente: P C NP
ninguém mostrou ainda que P # NP

sera que P = NP7

Apéndice: certificados de inexisténcia de solucao

e se um problema nao tem solucao
como “‘certificar’” isso?

certificado de inexisténcia de solucao
diferenca entre “‘certificar” e “resolver”

exemplos:
raiz quadrada, eq do segundo grau, col disj de intervalos,
caminho de u a v, ciclo hamiltoniano, etc.

certificados de maximalidade

exemplos: MDC, etc.




P, NP e NP-completo

e antes de definir P e NP
€ preciso padronizar o tipo de problemas

Aulas 21-22

padronizacao: sO problemas de decisao

Complexidade computacional:

problema de decisdo: toda instdncia tem resposta SIM ou NAO
problemas de decisao,

as classes NP e NPC

SIM / NAO =  tem solucdo / n3o tem solucdo
instancia positiva ... SIM
instancia negativa ... NAO

CLRS cap. 34 a teoria s6 trata de problemas de decisdo

Exemplos de problemas de decisao Mais exemplos de problemas de decisao

e EQ-SEGUNDO-GRAU: e INTERV-DISJS:
dados inteiros a, b, ¢, decidir se existe um inteiro = dada colecao de intervalos e natural k,
tal que az2 +brx4+c=0 decidir se existe subcolecao disjunta com > k intervalos

¢ NUMERO-COMPOSTO: ¢ SUBSEQ-CRESC-LONGA:
dado um ndamero natural n > 1, dado inteiro positivo k e seqiiéncia de inteiros positivos,
decidir se existem naturais p > 1 e g > 1 taisque n=p X ¢q decidir se alguma subseqiiéncia crescente tem comprimento > k

e NUMERO-PRIMO: e SUBSET-SUM:
decidir se um dado natural n > 1 & primo dados inteiros positivos wq,...,wn, € W,
decidir se existe J C {1,...,n} tal que Zjerj =W

e EMPARELH-BIPARTIDO:
dado um grafo com biparticao (U,V),
decidir se existe um emparelhamento que cobre U

Note os problemas complementares




Mais exemplos de problemas de decisao Mais exemplos de problemas de decisao

e HAM-CYCLE: e CLIQUE-COVER:

decidir se um grafo dado tem um ciclo hamiltoniano dado um grafo G e um natural k,
decidir se os vertices de G podem se cobertos por < k cliques
e LONG-CYCLE:

dado um grafo G e um natural k&,

decidir se G tem um ciclo simples de comprimento > k

e CLIQUE:
dado um grafo G e um natural k,
decidir se GG tem uma clique com > k vértices

e INDEPENDENT-SET:
dado um grafo G e um natural k,
decidir se G tem um conjunto independente com > k vértices

Problemas de decisdao nao sao tao ‘fracos” assim: Mais padronizacao

e suponha que HAM-CYCLE (G) tem resposta SIM e instancia: cadeias de caracteres
e COMoO encontrar ciclo hamiltoniano num grafo G? e tamanho de uma instancia: comprimento da cadeia

e para cada aresta e
se HAM-CYCLE (G — ¢e) tem resposta SIM Conseqiiéncias:
entdo G+ G —e

G € ciclo hamiltoniano e tamanho de um namero W & ~ logW

e 0 tamanho de um vetor A[1..n] & ~ Y7 ,logA[i]




Exemplo: Classe P

PRIMO (n)

1 para i<+ n—1 decrescendo até 2 faca
2 se ¢ divide n

3 entdo devolva "NAD"

4  devolva "SIM"

e todos os problemas de decisao
que podem ser resolvidos por algoritmos polinomiais

Qual o tamanho de uma instancia?
O algoritmo é polinomial?

Antes de definir a classe NP, preciso do conceito certificado

Certificado de problema de decisao Algoritmo verificador para um problema de decisao:

e certificado: & uma “prova’ de que resposta SIM esta certa e recebe instancia L e Eandidato C a certificado
e devolve SIM ou NAO ou nao para

e certificado substitui o conceito de solucao
e se instancia I & positiva

e tamanho do certificado: entdo existe C que faz verificador devolver SIM
limitado por polinbmio no tamanho da instancia em tempo polinomial no tamanho de I

e exemplos de certificados: e se instancia I & negativa
eq do segundo grau entao ndao existe C que faca verificador devolver SIM
col disj de intervalos
caminho de u a v
ciclo hamiltoniano
etc. Certificado polinomial:

certificado para o qual existe algoritmo verificador




Classe NP

e todos os problemas de decisao
cujas instancias positivas tém certificados polinomiais

~

e grosseiramente: problema NP = problema ‘“razoavel”

Problemas complementares e certificado de NAO

e problema complementar: troque SIM por NAO

e certificado de SIM de um problema =
certificado de NAO do complementar

e exemplos:
RAIZ-QUADRADA e seu complemento
EMPARELH-BIPARTIDO e “conjunto de Hall”
SUBSEQ-CRESC-LONGA e cobert por subseqgs estrit descresc
INTERV-DISJS e cobertura por cliques de intervalos
NUMERO-PRIMO e NUMERO-COMPOSTO

Classe co-NP

e todos os problemas de decisao
cujos complementos estao em NP

e todos os problemas de decisao
cujas instancias negativas tém certificados polinomiais

Relacao entre P, NP e co-NP

e facii P C NP e P C co-NP

?
e ninguém sabe ainda: P = NP




Reducoes polinomiais entre problemas em NP

Reducao polinomial de problema X a problema Y

e algoritmo que transforma instancias de X em instadncias de Y

e transforma instancias positivas em positivas e
negativas em negativas

e consome tempo polinomial no tamanho das instancias de X

Notacdao: X <p Y

(algor reducdao) + (algor polin para Y) = (algor polin para X)

Reducao mostra que

e X é t3o facil quanto Y
e Y é t3o dificil quanto X

Exemplos de reducao:

e RAIZ-QUADRADA <p EQ-SEGUNDO-GRAU
INTERV-DISJS <p INDEPENDENT-SET
HAM-CYCLE <p LONG-CYCLE
HAM-PATH <p HAM-CYCLE
HAM-CYCLE <p HAM-PATH
CLIQUE <p INDEPENDENT-SET
INDEPENDENT-SET <p CLIQUE

HAM-CYCLE <p INDEPENDENT-SET

Problemas completos em NP

e problema Y &€ NP-completo se

1. YeENPe

2. X <p Y para todo X em NP
e NP-completo £ tdo dificil gto qquer problema em NP
e classe NPC: todos os problemas NP-completos
e cvidente: P=NP sse PNNPC#0

e teorema de Cook & Levin: NPC ndo é vazio

Dado problema X

e cu gostaria de dizer que “X € P"” ou que “X ¢ P"

e Mas em geral s6 consigo dizer que “X € P” ou que “X € NPC”

Livro de Garey e Johnson




Exemplos de problemas em NPC:

SUBSET-SUM
M HILA

ocC Aula 23
HAM-CYCLE
LONG-CYCLE
LONG-PATH Analise amortizada
CLIQUE
INDEPENDENT-SET

CLIQUE-COVER Tabelas dinamicas
etc.

CLRS cap. 17

Analise amortizada Mais detalhes:

Contexto: e -&sima op tem um custo (= consumo de tempo) ¢;

repertorio de operacdes quero calcular custo total C:=31"_¢;
seqiiéncia de n operacdes do repertorio
~ ~ calculo da soma pode ser dificil
algumas operacdes sao caras
mas muitas sao baratas e “compensam” as caras imagine custo ficticio constante ¢ por operacdo

quero calcular o custo total C da seq de ops tal que C < P &= ¢&n
S 2=

¢ € o custo amortizado de uma operacao

Aqui, ‘‘custo” = “tempo”




Analise amortizada: método contabil

Exemplo: Contador binario

INCREMENT (A, k)
140
enquantoi<ke Ali] =1

b

1

2

3 faca A[i] + O

4 i+ i+ 1
5 sei<k

6 entdo Afi] + 1

cNoNeoNoNoNeoNoNoNeNeNN6)]
cNoNoNoNoNeoNoNoNaeNoNN
HHEOOOOOOOOoO|W
OORrRHLRLREFLROOOOIN
OO+ R OORrRHEHOO|F
HFOF,OFRFORFRORF,O|O

em vermelho: bits que mudam de valor quando somo 1 custo = tempo = nimero de bits alterados < k

Seqliéncia de n chamadas de INCREMENT: Exemplo com k=6 e n = 16:

hS

INCR INCR --- INCR INCR INCR

n

e custo total < nk
e a estimativa é exagerada
e vou mostrar que custo total é < n

e VvOuUu mostrar que custo amortizado de uma operacao é 1

HOOOOO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOOOOO|Nd
OFRRFRRKHERFERFRPOOOOOOOOIW

[eNoNoloooNoNoNoNoNolololNoNoNoNeRie)|
OHHRPEPRPOOOOHRHKRERELELELROOOO|N
O OO+, FROOFRHOOFHKFOO|H
OrHrOrHOHOHOFRLROFROHORO|O




e A[0] muda n vezes Método contabil de analise:
e A[1l] muda |[n/2] vezes
e A[2] muda |n/4] vezes ; custo real da i-ésima operacao
e A[3] muda |n/8] vezes . o o ~

: custo amortizado (ficticio) da i-ésima operacao
e €TC.

e defina ¢; de modo que Y ,¢; < Y, ¢
llgn]

. n — 1 —
custo total: 3 [Q_J <nYg=m
1= 1=

Como podemos calcular esse “2n" de maneira mais facil?

Método contabil no caso do contador binario: e conclusdo: em cada instante, Y ¢; <Y ¢

INCR; INCRo --- INCR; INCR,_ 1 INCRy e conclusdo: ¢; := 2 esta correto

e custo real total: X" .¢ < Y .6 = 2n
nimero de bits alterados =17 = 1=1%

2

e prova de > ¢; <> ¢

e pago $2 por cada chamada de INCR

e $1 & gasto pelo Gnico 0—1

e $1 fica sentado no bit 1 para pagar 1—0 no futuro
e em cada instante, ha $1 sentado em cada bit 1

e ‘‘crédito armazenado” nunca é negativo




“Amortizado” nao é “meédio”’ Exemplo 2: Tabela dindmica

e ndo confunda “custo amortizado” com “custo médio” Tamanho da tabela aumenta (dobra) quando necessario

e “amortizado” nao envolve probabilidades

e num[T] = nUmero de itens
e tam[T] = tamanho da tabela
e valores de tam: 0,1,2,4,8,16,...

comecga com num[T] = tam[T] = 0O Seqiéncia de n TABLE-INSERTS

TABLEINSERT (T, z) e qual o custo total da seq de operagdes?
se tam[T] =0
entdo aloque tabela[T] com 1 posicao

tam[T] + 1 o — 1 se ha espaco. ' . ) o
se num[T] = tam[T] 1 se tabela cheia (ou seja, se i — 1 é poténcia de 2)

custo real da i-ésima operacao:

custo total da seqg de operacdes: > ¢;

insira itens da tabela[T] na nova

libere tabela[T] para simplificar calculo de Y ¢;, invente custo amortizado
tabela[T] <+ nova

tam[T] < 2 tam[T] defina custo amortizado de i-ésima op: ¢; ;=3
10 insira = na tabela[T]
11 num[T) < num[T] + 1 preciso garantir que Y c¢; <X ¢

1
2
3
4
5 entdo aloque nova com 2 - tam[T] posicdes
6
7
8
9

custo = ndmero de “insira”




e prova de > ¢; <Y ¢
$1 para para inserir novo item
$1 pagto adiantado para realocacdao do novo item

$1 pagto adiantado para realoc de um dos itens antigos
“crédito acumulado” nunca é negativo

logo, YK _;¢; <>k & para cada k

e conclusao: ¢; =3 & um bom custo amortizado

e custo real total: 37 ;¢ < Y 46 = 3n

Analise amortizada: método do potencial

Exemplo: Tabela dinamica com insert e delete

e método contabil fica dificil

e introduz método da funcao potencial

Boas provas!

Boas férias!

Vou tratar antes de tabela sem delete:

e potencial da tabela T: ®(T) := 2 num[T] — tam[T]

e note que ®(T) > O

Seqliéncia de n ops e variacao do potencial:

e &, = potencial depois da i-ésima operacao
P —P1 = G—¢
e portanto, > ¢ =

e portanto, > ;¢




Calculo do custo amortizado ¢;:

e num;, tam; = valores depois da i-ésima operacao
o num; =1
e se i-ésima op nao causa expansao entao
G = ¢+ P —Pi
1+ (2num; — tam;) — (2num;_q1 — tam;_1)

1+ (2num; — tam;) — (2(num; — 1) — tam;)
3

e se 3-éSsima op causa expansao entao ...

e se i-ésima op causa expansao entao

cit & — P

num; + (2num; — tam;) — (2num;_1 — tam;_1)
num; + (2num; — 2num;_1) — (2num;_1 — num;_1)
num; + 2num; — 3num;_1

num; + 2num; — 3(num; — 1)

3

e conclusdo: ¢; = 3 para qualquer 1

O custo real das n operacdes é limitado
pelo custo amortizado pois & > 0:

n

ZCZ‘ = Z@—¢n+¢0

=1

= Z@'—d’n
< 3G

= 3n




