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SERIES

EXEMPLOS CLASSICOS

. A série harmonica, ), %, diverge. Para a 2"-ésima soma parcial de Z% obtemos,
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. A série geométrica Y 2", z € C converge absolutamente se |z| < 1, 7 2" = 1, e diverge
0

se |z| > 1 pois, neste caso, lim 2" # 0.
. A série Y nl—p, pelo critério da integral, converge se p > 1 e diverge se p < 1.
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. A série alternada, derivada da harmonica, Y % =1- % + % - i + % - % + . é, pelo

critério de Leibiniz, convergente.
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. Série nao comutativamente convergente Seja s=3 %
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e reescrevendo esta tltima como (é facil ver que podemos),
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Que é um rearranjo da série original com valor diferente pois, veremos, s = 1n 2.
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Obs: Escrevendo s = T°(+ e 5 na forma 5 = ¥7°b,, b, = 0, se n é fmpar e,
n
(-1) 2 ) s oo 1 4
b, = —*=7—, se n é par, temos que s+ 5 = }1" Cn, ¢, =+, se n é fmpar e, para n par,
¢n =0, se 5 é impar e ¢, = -+ se 5 ¢ par. Assim, a série apresentada, onde os valores
2

nulos nao estao presente, corresponde a Y. c¢,, em que tais valores estao presentes.



Zn+1

n! li 2]
T = 11m
z"(n+1)!| nes+oo M+1

+oo n
6. O critério da razao aplicado a ¥ %; fornece lim| = 0 e portanto, a
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série é convergente Yz € C. Na secao exponencial real provamos, utilizando a férmula de
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Taylor e lim %T,L =0,Ya eR, que e* =

7. Existéncia do limite da raiz e nao o da razao: sejam a, b >0, a # b, e (z,) =
(a,ab,ab,a®b? a3b?,a®b?, ...... ). Entao, 21 = a, se n é par e 2 = b se n é fmpar.
n n
, n , n-1 ;.
Porém, sendo x,, = (ab)2 se n é par e x,, = (ab) = a se n é impar, temos que ¥/, = Vab,

sen é par e, /x, = (ab)%_ﬁ Ya = \/ab%7 se n é impar. Entao, nl_l)IPoo v/x, =\Vab.
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2 b=>b" se n é impar.

Supondo a < b < 1 temos, x, < (bb)? =b", se n é par e z,, < (bb)

Logo, pelo critério da comparacao ). x, converge.
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Solugao Lembrando arctan(z) = Ox 1?;2 e a férmula para a soma de uma PG, temos
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Concluimos mostrando que para |z| < 1 a integral tende a zero:
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Solugao: Da progressio 1 -t +t2 —t3 +....(-t)" = #, t # —1, obtemos
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a qual, integrando nos d4, para z € (-1,1]
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Concluimos mostrando que a integral I, para -1 < x <1, tende a zero.

Caso 0<x<1. Logo,se0 <t < x < lentao1<1+te

x (_¢ n+l x n+2 1 oo
|I|=|f (=) dt|§|f ] = || < 0.
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Caso -1<x <0. Logo,se -1 < < t<0entao0 < 1+z < 1+¢ <1, ﬁ < ﬁ&
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1l < 721531 < @oem 0.



8. Pela férmula de Taylor para a fungao sen (x) na origem temos, para z € R,
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senz = sen(0) +sen’'(0)x + sen"(O)% Foe sen(k)(O)% + sen®D(T)

para algum T entre 0 e x. As derivadas sucessivas de sen(x) sdo: sen’(x) = cos(x),

sen®(x) = —sen(z), sen® (x) = —cos(z), sen(x) = sen(x),..., e assim, sen’(0) = 1,
sen® (z) = 0, sen® (z) = -1, sen™® (z) = 0,... . Consequentemente,
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senT= T — o 4o . +(—1)"I7+ sen(2”+2)(f)x7.
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Em geral, se |z| < R, % é uma sequéncia

Como é 6bvio, |sen?™+2)(T) (gn+2)!| < G

convergente a zero. Logo,

B 2T g
sen(r)=x— ——+ —— - 4.+ (-1)"——— +...,VzeR.
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9. Similarmente temos, cos'z = —senxz, cos”z = —cosz, cos®z = senz, cos® z = cosz,

cos0=1, cos’ 0=0, cos” 0=-1, cos® 0=0 e cos® 0 =1. Consequentemente,
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cos(z) =1 - % ST + (-D)" (;n)'

+..,VexeR.



