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SERIE BINOMIAL (NEWTON)
O que segue sao as solugdes dos exercicios 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9, secdo 3.5, pg. 71, e 14, 18, 19
e 20, secao 8.4, pp. 145-148, Guidorizzi, L. H., "Um Curso de Célculo’, vol 4, 52 ed., Ed. LTC.
1. Objetivo Provaremos ao longo destas notas o resultado abaixo, em R.

2. Teorema do Bindomio Dado « € R— N, consideremos a fungao f(z) = (1+z)%,z>-1, ¢

a(a—l)(a—Qn)!.....(a—n+1) 2"

+o0o ,
a série binomial, 1+ ) . E vélida a férmula do binémio,

n=1

(1+2)" - 1+’§°a(a—1)(a—2) ..... (a—n+1)xn _ J’Z"f(a)wn,

|
n=1 n: n=0 \T

(04):17 (a):a(a—l)(a—Q) ..... (az—n+1)7

0 n!

a) Para todo x € (-1,1). Ainda, o raio de convergéncia da série binomial é 1.

(c

(d) Se aw< -1 a série diverge em z = -1 e em z = 1.

(a)

(b) Se a >0, para todo z € [-1,1].
) Se -1 <a <0, para todo x € (-1,1]. Se x = -1 a série diverge.
)

Isto é, o dominio de convergéncia (conjunto dos pontos em que uma série de fungoes

converge) da série binomial é [-1,1] se >0, (-1,1] se -1<a<0e, (-1,1) se a < -1.

3. Lema 1 Seja o € R - N. Consideremos a equacgao diferencial linear de 1% ordem

(*) y,: a ya‘r>_1
l+x

(a) A funcgdo y = (1+z), x> -1, satisfaz (*).
(b) Sey=g(x),-1<xz<1,g(0)=1,ésolucao de (*) em (-1,1) entéo,

g(.’IJ) = (1 +$)a , L € (_1a+1)
Prova

(a) Para x> -1 estd bem definida a funcéo y = (1 +z)® = e®!"(1+2) ¢

y'(2) =a(l+z)* ! = ozM -

 (1+2) 1rz”"

. ~ T "(1+z)*—ag(l+z)*?
(b) Se g satisfaz (*) entdo, % I:(iq_fx;a:l = ol )(1%;12(; -

= 7(“;)2& [ag (1+2)*-ag(l +x)“_1] =0= 2@ _eR=c= g(0)=1m

T+z (T+z)>



a(e-1)(a=2)....(a=ntl) \m  « R _ N

+0oo
4. Teorema 1 (Do Binémio) A série binomial Y -

n=1
satisfaz:

(a) Tem raio de convergéncia R = 1.
(b) E solugao de (%) 3/ = 5=y, em (=1,+1) e com g(0) = 1, a fungao

g($)=1+§ a(a—l)(a—?n)' ..... (a_n+1)m”,—1<:c<+l.

n=1

(c) A identidade binomial, pondo (%) = alai)(o=2)(omntl) 5 q (9) =1,

n! 0
(1+x)°‘:§(a)x" :1+§°0¢(a—1)(a—2)' ..... (a=n+1) ol cmer]
n=0 \1 n=1 n:
Prova
(a) Temos,
lz["*! |a(a-1)(a=2)...(a-n+1)(a-n) n! _|w||@|
|| (n+1)! ala-1)(a-2)..(a-n+1)| “n+1"

o—

Assim, como lim [272] =1, pelo teste da razao a série binomial converge se || < 1.
n—+oo

(b) E claro que g(0) = 1 e ainda, a série de poténcias g = g(z) é derivével em (-1,+1) e

+°°a(a—1)(a—2)....(a—n+1)nxn,1:+°°o¢(0¢—1)(oz 2)....(a=(n-1)) -1 _

g'(x) =3, > (- 1)

n=1 n=1

n!

_ g a(a-1)(« —2)....(a—m)mm.

m=0 m!

O m-ésimo coeficiente, m > 1, na série de poténcias para (1 +x)g’ no ponto zo =0 é

a(a-1)(a=2)...(a-m) . afa-1)(a-2)..(a-m+1) _
m! (m-1)!

a(a-1)(a=2)...(a=m+1) fa-m _ ala-1)(a=-2)...(a-m+1)
(m-1)! ( +1)—a

que é igual ao coeficiente do mondémio =™, m > 1, na série de poténcias para ag(z).

m m!

Os termos independentes de (1+z)g’ e ag(x) sao, ¢’'(0) = a e ag(0) = al = a. Logo,

g satisfaz a equagao (¥*).

(c) Pelos itens (b), do lema 1, e (b), acima, temos g(z) = (1+x)%, Vo e (-1,+1) m

5. Lema 2 Para «a € R, nao natural, a série abaixo converge se a > 0 e diverge se « < 0,

a(a D(a-2)....(a- n+1)‘
n!

Prova Aplicando o critério de Raabe temos, lim n(l— u|) = lim n(1-]22)).
n—>+oo An n—+00 n+1
atl

1+1

[0
Logo, para n >>, hmoon( - m) = nhrfloon

=a+ 1. Donde, segue a tese m



6. Teorema 2 (Do Bindémio) Seja a >0, ndo natural. Entéo,

(1+x)a=§(2)x"= 1+ fa(a—l)(a—Q) ..... (a—n+1)xn, Vae[-1,+1].

n=0 n=l n!

Prova Pelo teste M de Weierstrass e lema 2 a série Z (0) " de fungdes continuas,

converge uniformemente em [-1,+1] a uma fungéo f = f (x) continua em [-1,+1] que,
pelo teorema 1, em (-1,+1) é igual a (1 + x)®, também continua em [-1,+1]. Logo,
(1+2)*=f(z),Vexe[-1,+1] m

7. Lema 3 Seja (a,), n >0, uma sequéncia de termos estritamente positivos tal que

lim n(l—a"+1):L,L¢0 .

n—+oo an
(a) Se L >0 temos,

(i) Existe p € N tal que Z aP é convergente.

(ii) lim ay, =0.

n—+o0o

(b) Se L<0, lim a, #0.

n—>+oo

Prova

a) (i) Pelas regras operatérias para limites temos lim in(1- %) =0L =0. Logo
(a) (1) gras op P - - g0,

n—+o0o

lim 22+l =1. Assim, fixado p € N,

n—+oo n

P p-1
lim n[l—(“”“)]: lim n(1—a”+1)[1+“”“+ ..... +(a”+1) ]:Lp.
n—+oo (07% n—+oo Ap A, an

Sendo L > 0 podemos escolher p € N tal que Lp > 1. Para tal valor de p temos,

lim n [1 - (“”” ) ] > 1. Logo, pelo critério de Raabe, a série Z al converge.
n—+oo an n=0

(ii) O termo geral da série obtida em (a), a®, tende a zero e entdo a, — 0.

(b) Se L <0, existe N €N tal que n> N = 1~ #2+L <( e, portanto, == >1 m

8. Lema 4 Para « € R, nao natural. Consideremos (a,),n > 1, a sequéncia dada por,

ale-1)(a-2)....(a-n+1)
n!

n =

(a) Se -1 <aentao lim a, =0 e ainda, (an)nsn,,n0o > o, decresce.

n—+oo

(b) Se a < -1, « inteiro ou nao, entdao lim a, # 0.

n—>+00
ne1 _ |a(a=1)(a=2)...... (a-n+1)(a-n) ! _Ja=n| _ n-
Prova Se n > Q, aTnl - ‘ (n+1)! a(a-1)(a- 273 ..... (a—n+1)| T on+l T %'
Logo, lim n(1-%2)= lim n(l1-72¢) =a+1. Pelolema 3, se a+1 > 0 entdo lima,, =0
n—+o00 n n—+oo

e,se a+1<0,lima, #+0 m



9. Teorema 3 (Do Bindmio) Seja a € R, com -1 < a < 0. Entao,

10.

", Vee]-1,+1].

Ainda mais, a série binomial diverge em x = -1.

a(a_l)(a_?! """ (a=n+l) ¢ alternada pois:

n=1
a <0, Oé(Oé _ 1) >0, ””oz(oz—l)(a—Zzl.! ...... (a—n+1) _ (_1)n| (Jz(owl)(cz—Qn)I ..... (a—n+1)| _ (_1)nan; e

+o00
Prova Mantendo a notagao do lema 4, a série

+0oo
reescrevemo-la Y (-1)"a,. Pelo mesmo lema, (ap)nsn, N 0 e pelo critério de Leibnitz,

n=1
+o00 too
> (-1)"a, é convergente. De passagem, em x = —1, pelo lema 2 a série Y. a,, diverge.
n=1 n=1

A estimativa para o limite de uma série alternada (vide adendo ao critério de Leibitz):
+00 V4

dada b= Y (-1)"by, (by) N 0, entdo [b— Y. (=1)"by| < bps1 Vp € N; é vélida supondo (by,)
n=1 n=1

decrescente a partir de n = ng, desprezando os termos iniciais by, ....,b,,-1. Pois, neste

P no-1 P
caso, [b— Y (-1)"b,] = |[b- X (-1)"b,] — X(-1)"bp]| < bps1-
n=1 n=1 no

. g a(a-1)(a=2).....(a—n+1) n ey n n z 4o

Assim, Y = 2" = ¥ (-1)"a,z™ é, fixado z € [0,1], uma série alter-
n=1 ’ n=1

nada, e (a,x™) decresce se n > ng > «, Va € [0,1]. Consequentemente, utilizando a

estimativa comentada, para cada x € [0,1], temos

ala-1)(a-2)..... (oz—p)anJr1

‘f(x)_[lJréa(a—l)(a—i)! ..... (a—n+1)xn:| < i <
ala-1)(a-2)....(a—p)
< (1)l ’—>O,S€p—>+oo

Assim, f é limite uniforme de fungdes continuas e portanto continua e, como (1 + x)® é

continua em [0,1] e (1+2)* = f(x) em [0,1) segue que f=(1+z)* em [0,1] m.

+o00
Adendo Se a < -1, a série ¥, a(afl)(afi), """ (a=n+l) yn diverge se z = +1.
n=1 :
a(a-1)(a-2).....
n!

Prova Se a < -1, pelo lema 4, lim | (0‘7"+1)| +0e em x = +1, a série

n—>+o0o

n!

+0oo
diverge. Se o = -1, @le=D(e=2)...(amnsl) (-2 = (-1)" e ¥ (-1)"(£1)" diverge m
' 1



