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SERIES E SOMAS EM ALGEBRAS: C([a,b]), Myxn(R), M,,(C), etc.

O PRODUTO DE SERIES ABSOLUTAMENTE CONVERGENTES

Abaixo, X é um K-espago vetorial normado com produto tal que |zy| < |z||y|,Vz,y € X,
e com toda as sequéncias de Cauchy convergindo. Exemplos: o espaco de fungdes continuas

C([a,b]) com norma do sup, espagos de matrizes quadradas reais ou complexas, R, C, etc.

—+o0
. Associatividade para Séries. Se > x, converge a x, a convergéncia é associativa:

+oo
D n = (@14 o+ ) F o+ Ty F et Tny) F

n=1
Uma familia em X, indexada em I, I um conjunto de indices qualquer, é uma fungao

x: I — X, denotada por (x;) ou (z;);. Toda sequéncia é uma familia.

. Somabilidade: A familia (x,) é soma&vel, com soma z € X, se Ve > 0 existe F, C N, F,

finito, tal que para todo F' C N, F finito e F D F,
() Jz=> x| <e.
F

Notagdo: >z, = z. Ainda, (z,) é absolutamente somavel se existe M > 0 tal que

N
olzn] £ M, VF CN, F finito. Temos, Y |z,| = sup {d_ |x,|: F finito}.
nelr F

O conjunto das sequéncias somaveis sobre X é um espacgo vetorial.

.Sedxp=xe|d xy,—2| <M, (ze M fixos) VF CN, F finito, entao, |z — z| < M.
N F

Em particular temos, | >z, < > |z,
N

. A familia (z,,) satisfaz a condigao de Cauchy se dado € > 0 existe F, C N, F, finito,

tal que para todo subconjunto finito F/ C N, disjunto de F, temos,
|an\ <E€.
F/

(a) Se (x,) satisfaz a condigdo de Cauchy, a sub-familia (z,,) J C N, também.

neJ?
(b) Toda sequéncia somével satisfaz a condigao de Cauchy.
Prova: O item (a) ¢ trivial.
(b) Dado € > 0, seja = a soma, F, dado pela somabilidade e F' C I, disjunto de F.. Entao,
|Zmn| < Z Ty, — x| + |x—ZJ:n| <e+e N
F FUF. Fe

Obs: Se (z,,) satisfaz a condigdo de Cauchy entdo I, = {i € N : |z;| > 1} ¢é finito.



5. (O Critério de Cauchy) (z,) é somével se, e s6 se, satisfaz a condigdo de Cauchy.

Prova: A ’ida’ ja foi provada quando da definicao da condigao de Cauchy.
(<) Seja I, como na observagdo acima e y, = »_ x;. Dado € > 0, existe F, contido em N
I

e finito, tal que se F C N, F finito e FNF, = (),
1> @il <e.
F
Para Ntq. F.CIyem>n>N,F. CcIyCcIl,Cl,, F=1I1,—1,C (F.)e

|ym_yn| = |Z$z_zxz| = |Zl‘l| <e€.
I I, F

Logo, 3 limy,, =z € X, |z —yn| < €,¥n > N. Provemos » z; = z. Se F D Iy,
T
F'=F — Iy C (F.)° e portanto,

\x—Zmi|=|x—in—in|§|x—yN|—|—|in|<e + el
F In F 2

A seguir temos um teorema que, em K, a prova utilizou a ordem em R. Abaixo a prova

vale em K-espagos vetoriais normados completos (sequéncias de Cauchy convergentes).

6. Teorema Toda sequéncia (x,,) absolutamente somavel é somével.
Prova Utilizemos o critério de Cauchy. Se X|x;| = sup{Zp|x;| : F é finito} = M < oo,
dado € > 0 seja F, finito tal que M —e < " |z;| < M. Entdo, se F' é finito e F N F, =0,
F,

€

M—e < Z|xz| < Z\mi|+2|xi|§M,
F. F. F

donde, [ > x| < Y foi| = (O o] + X0 |i]) = X fai| <M — (M —¢)=¢ B
F F F F. F.
Observagao A ’volta’ nao vale, em geral, se o espaco nao é K.

7. Associatividade da Somabilidade Seja (x,,) somével com soma z e (Jy),.,, particao
de N. Entao, (z;)

ies, €somavel (VA € A) e, se szz =vy,, (y) é somével com soma x:
A

A

Prova Afirmagao 1: Para todo J C N, (z,), é somével.

Prova: Seja € >0 e F. C N como na condi¢do de Cauchy para (z,). Entdao, F/ = F.N.J

é tal que se F/ C J ¢é finito e disjunto de F entao F/ NF. =0 e, | > z,| < e. Logo, a
FGJ

familia (x,,), satisfaz a condigdo de Cauchy e é, somével.



Afirmagéo 2: Se I1e Iy formam uma particao de N, y1 = > 2, € yo = >z, estdo bem
definidos e y1 + y2 = . A prova é simples. " "

Afirmagao 3: yy = >_ x; é bem definido, j4 vimos, e (yy), satisfaz a condi¢do de Cauchy.
Prova: Dado € > ‘(])A seja F, como na condi¢do de Cauchy para (z,)y. Consideremos

Ge ={)M,.., A} C Ataisque F, C Jy,U...UJy, . Se G C A éfinito e GNG, = 0, temos:

D= D m= ) w,
G G J\,AEG UG‘]A
e, V G finito em J J) temos GN F. = 0; logo, | > z;| < € e, pelo item 3 acima,
g
[2ml=1> > ml=e.
G G Jx\EG
Pelo critério de Cauchy existe X,y = v.

Afirmacéo 4: y = z.
Prova: Dado € > 0 sejam F. C N e G, C A finitos e tq: VF e VG finitos, F' D F,, G D G,

\in—x|<e , |Zy)\—y|<e.
F G

Sejam Aq,...., A, tais que F, C Jy, U...UJy, e G = {A\,....; A,,}. Podemos supor

{Ai}T = {A}}". Pelo item 3, na expressao a esquerda e desenvolvendo a outra temos,
n
| E i —x|<e , | E g x; —y| <e
U;LJAi [ J>\i

Pela associatividade para A finito (afirmacao 2), concluimos que Y . ;@3 = 21" 35, .
Logo, |t —y| <2 N

(oo} [ee]
. Teorema (Produto de Séries) Sejam > x, = = e Yy, = y séries absolutamente

convergentes em K. A familia {z,y,} é absolutamente soméavel (logo, somével) e,

NxN

(A) Dada uma ordem arbitraria (permutagéo) em N x N, a série X, y,, satisfaz :

(i) é absolutamente e comutativamente convergente a xy.

(ii) todo rearranjo, finito ou nao (total associatividade), converge absolutamente a xy.

(B) O produto de Cauchy das séries dadas ¢é a série obtida pela associacao :

i (zn:%yn—p) :i Z xiyjzz*:xnym.

n=0 p=0 n=0 i+j=n NxN

Obs: Este produto surge no calculo dos coeficientes da multiplicagao de séries de poténcias.



9. A Exponencial de uma Matriz ,

10. Seja M,, = M, (K) a dlgebra das matrizes quadradas de ordem n com coeficientes em K.

A exponencial de uma matriz A € M,, é dada por

oo
A_ A"
e —E .
m/!

0

a) A definicdo é bem dada.

(
(b

)
) A+B _ _A_B
c) Para toda A € M, e? é inversivel e (e4)"! =e=4; e’ = I.
)
)

Se A e B comutam entao e e‘e”.

(
(d) Se W € M, é inversivel entdo, "V AW = W-1eAW, VA € M,.

(e E de classe C° a aplicacio exp : M, (K) — M, (K) definida por,

oo

exp(X) = Zﬁ .

|
0 m:

(f) A funcio R >t +— f(t) = et € M, é derivavel e f'(t) = Aet/.

(2) Para toda X € M, det(eX)=eTmX) sendo Tr(X) o traco da matriz X

Observacao: Preferindo, resolva apenas em R. Utilize, ou nao, a equivaléncia entre a
norma || .|| em R™ e a norma operador ||. l|op, identificando M,, com L(K"™):

dados T e Sem € L(K"), TS=ToS € L(K") e ||TS|| < |IT||IS]]-

Notacao: || X2 < al|X|lop € [|X|lop < B X||2 , @ e 8 positivos.

Sugestao: Direto em C, utilizando a norma operador.

Resolugao:

7z 7. n re .
(a) Para A € M, (C™), com a norma operador é claro que a série > % ¢ uniformemente

absolutamente convergente sobre os compactos.

(e) As derivadas de XV, X € M, (C) sdo uniformemente limitadas em |X| < M.

Para A(t) e B(t) fungdes de R em M, (C) temos 4 A(t)B(t) = A'(t)B(t)+ A(t)B'(t).
Para E,.; = [0rs] € Mp(R), E;s € iEps, 1 <1, s < n, formam uma base de M, (C).
Chamemo-as F;,1 < j < 2n2. Temos XV = X....X, é funcio de 2n? varidveis,
cada entrada um polinomio. Derivando na direcao E;, obtemos

p=N-1
0

—(XN) = XPp;x NPt

p=0
(A indugdo) Se f(z) = f1(X)....... fn(X) é um produto matricial, tal que f;(X) é X
ou uma matriz constante. A derivada parcial na diregao E;; é dada por

O 1) = 3 A 1o (X 4B g e (X)
an = 1 1 T j)|t=0----JN .

r=



Entao, uma derivada parcial de ordem 1 é soma de N parcelas de representagao igual
a f e assim, uma de ordem 2 tém N2 parcelas na soma e a de ordem k, N* parcelas

nas quais |E;| <1 e, para o fator X, |X| < M. Logo, para a derivada aax—ka, lo| = K,

o0

D

Fyva ()
= |oX NI

ok XN o MY
B
N=0

A série numérica acima é convergente (teste da razdo), a das derivadas converge

uniformemente e absolutamente sobre os compactos. Logo, a exponencial é C*.

Temos,

(t+h)A _ _tA hA _ T hA2 RN—1pN
€ e A€ _ tA
— =e (h ) =e {A—I—Z! +....+7N! + ...

A série na expressdo acima converge a A, para h — 0.

Definindo para t € R, f(t) = det(e?X) temos

flt+s)= det(etX“X) = det(etXeSX) = det(etX) det(esx) = f(t)f(s) .

As funcdes C™ tais que p(t + s) = (t)¢p(s),Vt, s, sio dadas por p(t) = e

f () = det(e!X) = e, A = f(0). Por outro lado,

. Logo,

2X2

X =T+tX + =T +tX +t2F (1),

o T

onde F, = F;;(t) é uma fun¢do C*> de R em M,,. Assim,
det(etX) = det[&ij + tx;; + tQFij] .

O determinante é multilinear e o desenvolvimento de det[éij +txy; +t2FZ-j] pelas col-
unas (todas soma de trés ’sub-colunas’) é um polinémio em ¢ e, termo independente
det[d;;] = 1. Pondo t* em evidéncia, temos a parcela t?g(t), g um polinémio. O
termo de grau um s6 surge se na expansao hd uma tnica ’sub-coluna’ multiplicada
por t, e as demais, colunas de I. H& n possibilidades. Se a primeira coluna esta
multiplicada por ¢, as demais sao as segunda, terceira,... colunas de I. O determi-
nante desta primeira matriz é, expandindo pela primeira linha, tx,;. Para as demais

a argumentacao é analoga e obtemos txos, ...t

Logo, f(t) = det(e!X) = 14 Tr(X)t + t2g(t) e portanto, A = f/(0) =Tr(X) H



