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NOTAS

SEQUENCIAS

. Definigao Seja X c R, X nao vazio. Temos,

(a) M €R é um majorante para X se z< M,Vxe X.

(b) B €R é um supremo de X se [ é um majorante e, se M é majorante de X, 5 < M.

O supremo de X, se existir, é unico. Analogamente define-se minorante e infimo. Segue

o enunciado classico do Axioma do Supremo, equivalente ao apresentado na Lista 1.

. Axioma do Supremo Se X c R, é nao vazio e limitado superiormente, X tem supremo.
Prova: Sejam x € X e M um majorante. Definamos duas sequéncias em R, (z,) c X,

crescente, e (y,) de majorantes e decrescente, tais que (%) |yn — Tn| < ly”‘inﬁ"'ll, n>1.

Passo 1: sejam x7 = x e y; = M, a afirmacao é valida para n = 1. Passo 2: suponhamos
escolhidos &1, ..., Ty € Y1, ....,Yn segundo (). Seja 3 = Z22¥% Se ( nao majora X, existe
e X, B<a’, pomos Ty =2 € Ypy1 = Yn. S€ majora , pomos Tpy1 = Tp € Yni1 = 5.

O par (z,,), (yn) satisfaz (*) e, pela forma fraca do axioma do supremo, ambas convergem.

JVI*Il _
on-1_ 7

x> 3 =1lim y,, e assim § é majorante e nao hd majorante de X menor que § =lim z,, B

Seja o =lim z,, e # =1lim y,,. Como lim 0 entao o = 3. Nao existe, é claro, z € X,
n—>00

Segue, sobre sequéncias, resultados importantes para o estudo de séries.

. Defini¢ao Dada a sequéncia a = (a,) c K, e uma colegdo infinita de niimeros naturais,

N1 <Ny <Nz < ... <N < N1, & sequéncia (by), by = an, , ¢ uma subsequéncia de (a,).

. Proposicgao Se (a,) converge a L e (a,,) é uma sua subsequéncia, (a,,) converge a L.
Prova: Dado € >0, 3N €N com |a, — L| <€, n > N. Se ko é tal que ny, > N entéo, para

k> ko, temos ng > ng, € |a,, —L|<e ®

. Lema 1 Dada a sequéncia (a,) c K, L € K é limite de uma sua subsequéncia, se, e sé se,
Ve > 0, hd uma quantidade infinita de {ndices n € N tais que a,, € (L — ¢, L +€); isto é, se
quaisquer que sejam € >0 e ng € N existe n > ng tal que a,, € (L—¢,L+¢) .

Prova A ’ida’ é 6bvia. A volta é ficil (exercicio).

Dizemos que L, como acima, é um ponto, ou valor, de aderéncia da sequéncia (z,,).
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Teorema 1 Toda sequéncia em K, limitada, admite subsequéncia convergente.

Prova: Seja (z,) c[a,b]cRe A={aeR:a < x, para uma infinidade de indices}, isto
6, A={aeR:YmIn>mtal que < z,}. E 6bvio que a € A e b majora A. Pelo axioma
do supremo 33, supremo de A. Dado € > 0, para infinitos indices temos 3 — € < x,,, sendo
B < 3 —€ ¢ Na outra ponta, ndo hé infinitos indices tais que 5+ € < x,,, sendo f+ec A 7

Logo, para infinitos {ndices z,, € (8—¢,8+¢) e, pelo Lema 1, hd subsequéncia convergente.

Em C, sequéncias (z,) limitadas geram duas em R, (Rez,) e (Imz,), limitadas. Para
(Re zp, ) convergente, (Im(z,,)) tem subsequéncia convergente indexada por I c N. Sob

tal indexacdo as subsequéncias de (Re(zy,)), Im(z,) e (2,) convergem =

Corolario (x,) c K converge se, e s6 se, o limite das subsequéncias convergentes é tinico.

Prova: (=) Segue da proposi¢ao.

(<) Seja p tal limite. Afirmagao: (z,) converge a p. Caso contrério, existe € > 0 tal que
Ym e N,3In > m, com |z, —p| > e. Por indugdo, é trivial, hd uma subsequéncia (z, ),
|25, —p| > €, que néo tém, é Gbvio, subsequéncia convergente a p. Porém, por ser limitada,

tém subsequéncia convergente, que é subsequéncia de (z,,), e entdo o limite é p #

Definigao Uma sequéncia (z,) c K é uma sequéncia de Cauchy se para todo ¢ > 0,

existe N € N tal que |z, — x| <€,V n,m> N.

. Proposigao Toda sequéncia (z,) c K convergente é de Cauchy.

Prova: Seja p = lim x,,. Dado € > 0, arbitrério, existe N € N tal que |z, -p|< §,Yn > N.
n—oo

Logo, para n,m > N temos |2, — Tm| <[z —p[+[p-Tm|<S+5=€ =

O principal resultado nesta secao é que em K toda sequéncia de Cauchy é convergente.

Em R, tal teorema é equivalente ao Axioma do Supremo e portanto, nao é valido em Q.

Teorema 2 Toda sequéncia de Cauchy, (z,) c C, é convergente.

Prova: Fagamo-la em C. Afirmacao: (z,) é limitada. Seja N tal que |z, — z,,| < 1 se
n,m > N. Logo, se n > N, |z, — x| < 1 e x,, pertence ao disco D(xzn;1) = {z € C:
|z = xn| < 1}. Fora do disco hé finitos pontos, contidos em um disco de raio R’, seja
R =max(R,|zy|+1). E ficil ver que (z,) ¢ D(0; R).

Pelo teorema 1, existe (z,, ) subsequéncia convergente a p. Afirmagdo: limx,, = p. Dado

e > 0, existe N tal que |, — x| < 5, se n,m > N e, kg € N com |z,, —p]| <

2
k > ko. E possivel, e escolhemos, ng tal que k' > kg e npr > N. Assim, para n

se

€
2
> N,

£

|$n_p| < |xn_xnk’|+|xnk’_p|<§+2 u

Exercicios

(a) Sea>1, lim %:4—00, lim

n—+oo n—+oo

Sugestao: Binémio de Newton.

n
%:4'00
n

(b) limy, 00 2 = +o00.

~ !
Sugestao: Para ng € N, #¢ > 2. Escreva 27 = 705,
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Seja () em R e limitada; digamos, « < x,, < 5, Vn € N. Consideremos X, = {@yn, Tpni1, ...

Temos [a, ]2 X1 5 Xe2...0X,, > ...... Definindo a,, = inf X, ,b, = sup X,, temos:

a<a1<a3< . <an <. <by <. ba<b <G .

As sequéncias (ay) e (b,) sdo limitadas e, respectivamente, crescente e decrescente e
portanto, convergem. Dizemos que a = lima,, e b =limb,, sao, respectivamente, o limite

inferior e o limite superior de (z,) e os denotamos por:

a=liminf x, , b=1limsup x,

Teorema 3 Seja (z,) uma sequéncia limitada. Entao, liminfx, é o menor valor de
aderéncia de (z,,) e lim sup x, é o maior valor de aderéncia.

Prova Mostremos que a = liminf x, é valor de aderéncia. Apliquemos o lema 1. Dado
€ > 0 existe n; e N;ny > ng, tal que a—e < a,, <a<a+e Como a,, =infX,, <a+e,

existe n > n; tal que a,, < a, < a+¢€ e portanto, a, € (a—¢€,a+¢).

Afirmacdo: se ¢ < a, ¢ ndo é valor de aderéncia. Como ¢ < a = liminf x, existe ng
tal que ¢ < ap, = infX,, e assim, para todo n > ng temos, ¢ < a,, < z,. Donde,
Xy € [apy,+00], YN > ng. Logo, ndo existe subsequéncia de (z,) convergindo a ¢. O caso

lim sup x,, é redutivel ao caso lim inf z, bastando trocar (z,) por (-z,) m

Corolario Dada (a,) em R e limitada, (a,) converge se, e s se, lim inf x,, = lim sup .

Teorema 4 Seja (a,) uma sequéncia limitada em (0, +00). Temos,

An+1

.. An+1 L . .
liminf === <lim inf Va, < lim sup a, < lim su
“ P P

n a’TL

. .  Gmar s ) . T T
Em particular, existindo lim <2+ existe também lim ¢/a, e, lim Tk = lim /a,.

n—+oo n n—+oo

Prova Basta provar a desigualdade lim sup t/a, < lim sup %2 pois assim, para a

an
an
an+1’

sequéncia (ai), teremos lim sup% <lim sup Consequentemente, das igualdades,

an

. 1 1 . _ 1 . Lo
lim sup Vor = Tm anfvas © lim sup ane T segue a desigualdade sobre liminf.

An
a

An+1 56 14 n
ot entao lim sup ¢/a, <c. Dado c¢>gq, o

E suficiente mostrarmos que se ¢ > q = lim sup

maior valor de aderéncia de (“2£%), 3p € N tal que, n > p = “2= < c. Logo, para n > p,
n n

Ap+1 Ap+2 a
p+l o 02 n

<c

= 5 > >

g ey
ap Apt1 An-1

Multiplicando estas desigualdades membro a membro obtemos = < ¢"™7 = i—: Pondo
P
k= ‘j—;; vemos que k independe de n e, a, < k™, Vn > p. Assim, /a, < Vke,Vn > p.

Portanto, como lim ¥k = 1, lim sup t/a, < lim sup( Vkc) =lim Vkc=c m

Teorema 4 nos sera util também para determinarmos o conjunto dos pontos z € C em que

+00
uma série de poténcias, Y. a,z", (a,) uma sequéncia em K, converge.
n=0



