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A FUNCAO EXPONENCIAL REAL

1. A Funcao Logaritmo, In: (0,+00) > R, é dada por In(x) = flw % dt. Propriedades:

(a) In(1) = f' Ldt =o0.

(b) SeO<a <1, [Fin(t)dt=~[In(t)dt<0e, In(z) <0=0<z<1.
(
(d

)
)

c) Se xo > x1, In(xg) > In(xy).
) Pelo teorema fundamental do calculo In é derivével e In'(z) = L.
)

dmln(x) _ (*1)m+1(m*1)!7 m > 1.

m m
dx T

(¢) E infinitamente derivavel e

. Proposicao Para x e y positivos tem-se In(xy) = In(z) + In(y).

Prova: Temos,

@y dt @ dt »y dt 7Y dt
o - [ [ [t [
n(xy) 1 t 1 t+ T t n(x)+ x t

Na ultima integral, a mudanca de variavel, de ¢ para s, t = sx, 1 < s <y, dt = xzds, acarreta

oy dt v zd
[ [ i) -
x t 1 ST

. Corolario 1 Seja x > 0. Para r € Q tem-se In(z") = rin(x).

Prova: Pelo proposicao o resultado é ébvio se r € N e, neste caso, z"z™ = 1 e entao,

0 =in(1) = In(a"z™) = In(a™) + In(z™™) e portanto, In(x™) = -Iln(z™) = —nin(zx). Se
r-e, :
q

D, g€ Z*, temos plnx =InzP =In (;vg)q =qlnz4. Finalmente, lnz = %ln () m

. Corolario 2 A fungdo In: (0,+00) = R é inversivel e a inversa é continua.

Prova Sobre a imagem In( .) é sobrejetora e, por 1(c), injetora. A imagem de um intervalo
por uma fungao continua é um intervalo e assim In (0, o0), o qual néo é, por 1(c), da forma
[a,b], [a,b) ou (a,b] e sim, (a,b).

E trivial que (a,b) = (-0, +00) pois, se n € N, temos lim (n2" = lim niln2 = +oo.

n—+oo n—+oo

Analogamente, lim [n2™™ = lim -nln2=—-o00 e assim, lim Inz = —oo.
n—+oo n—+oo x—0t

Afirmacdo: In! : R - (0,+00) é continua. Pois, dado yo € R e J = [a,b] c (0,00),
In"Y(y,) € (a,b), temos que yo € I = (Ina,Inb) e In"1(I) c (a,b) m

. Definigao Denotamos por e o tnico niimero real tal que Ine =1

. Definigao A fun¢ao exponencial exp: R — (0,+00) é a inversa da fungéo logaritmo.



7.

10.

11.
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Teorema A funcao exponencial (real) é uma bijegao crescente de R sobre R* satisfazendo,

(a) E infinitamente diferenciavel e exp’ () = exp(z), ¥z € R.

(b) exp(z +y) = exp(x) exp(y), ¥,y € R.
(c) Se r e Q entao, exp(r) =e".

Prova:

(a) Pelo teorema da fungao inversa exp é derivdvel e, pela regra da cadeia,

1
@)= L (i exp) @) = ' lexp(a) | exp!(2) = — L exp/(a).
exp()
(b) Temos, ln[exp(x + y)] =z +y e ln[exp(z)exp(y)] = In[exp(x)] + In[exp(y)] = z + .
(c) Pelo coroldrio 1 e definigdo de e tem-se Ine” = rin(e) =r e, é Sbvio, Inexp(r) =r m
Notacgao exp(z) = e*,Vx e R.

Definicdo Para a € R,a >0, e z € R, pomos a® = e*"¢,

.~ A~ . J ) . . . x
Teorema As defini¢oes de e em 5, por sequéncia e série coincidem e lim (1 + l) =e.

T—>+00

Prova Sendo x > 1, 3!n e N* tal que n <z <n+1. Logo, 1+—<1+1<1+7 e,

nln(1+ ! ) < xln(1+l) < (n+1)ln(1+l) .
n+1 x n

Pela defini¢ao acima e calculando a exponencial, que é crescente, dos trés termos, obtemos

n T n+l
(1+ ! ) <(1+1) < (1+l) .
n+1 T n

Como

lim (1+
n—+oo n+1

1 n+1 1 n 1
lim (1+—) = lim (1+—) (1+—):e,
n—+oo0 n n—+oo n n

pelo teorema do confronto segue a tese ®m

Lema lim TT =0, VReR.

n—+o0o

~ n N n-N e
Prova: Seja N >2|R| e n> N. Entao, % = %(NH)(NJ;; vy S N,( Yy

2 n . .
Teorema e = 1+1+ % +....+ 7r +....., Vo € R, com convergéncia uniforme sobre compactos.

Prova: Pela formula de Taylor para f =exp, n€ N e x € R, existe T entre 0 e x tal que

OIS L O il B

e’ = f0)+ f(0)r + ——= " (1) ,VneN.
Se z € [-R, R], temos T € [-R, R], com fU)(x)=e®, fW(0)=1, f*(z) =€ ¢
f(n+1)(x) n+1| . . Rn1 R Rl

(n+1)! ) = el

R Rn+1
(n+1)?

uniformemente a exp(x) sobre [-R, R] para n tendendo ao infinito m

Para S, (z)=1+1+ “2"—? Fot % temos |e” - S, (z)| <e V]z| < R, e S, (z) converge



