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Capitulo 3

MEDIDAS COM SINAL E
DIFERENCIACAO

O tema principal deste capitulo é o conceito de diferenciagao de uma medida
v com repeito a outra medida p sobre a mesma o-algebra. Faremos isto no nivel
abstrato, e depois obtemos um resultado mais refinado quando p é a medida de
Lebesgue m sobre R”. Quando m é a medida de Lebesgue na reta real tal estudo
se combina com a teoria classica de uma variavel real para produzir uma versao

do teorema fundamental do calculo para integrais de Lebesgue.

3.1 Medidas com Sinal

Seja (X, M) um espago mensurdvel. Uma medida com sinal sobre (X, M)

é uma funcao sobre conjuntos v : M — [—o0, +00] satisfazendo
o v(@)=0.

o v assume no maximo um dos valores —oco e +o0.

o Se FEiq, Es, ... sao mensuraveis e disjuntos, entao
v (U Ej) =2 v(E))
N N

é uma soma nao ordenada na reta estendida. Vista por outra perspectiva,
0o _ ) 7 Jo . —
V(U2 Ej) = X2, v(E;) é uma série comutativamente convergente em R. Se

v(J52, Ej) < oo, entdo Y72, v(E;) é uma série real absolutamente convergente.



Atencao.

e Recordando a definicao de soma n3o ordenada em R temos

Yv(E,)"-Yv(E,)", se tal diferenca nao é +oo — (+00),

ZV(En) =

+00, se existe n tal que v(E,) = £oo.

e A hipdtese “v assume no maximo um dos valores +co e —oco” é supérflua.
Pois, para todo F em M a equacao v(E) +v(E°) = v(X) estd bem definida

e entdao v(F) = +oo implica v(X) = +o0, e v(E) = —oo0 implica v(X) = —o0.

Observagoes 3.1 Seja ¥ uma medida com sinal e E, F' mensuraveis, com F c F'.
(a) Se v(E) = +oo, entao v(F) =v(E)+v(F\ E) = +o0.
(b) Se v(F') é finita, entdao v(E) é finita.
(c) Se v assume o valor —oo, entdo —v é medida com sinal e assume o valor +oo.

E evidente que toda medida é uma medida com sinal. Para melhor identificar,

algumas vezes nos referiremos as medidas como medidas positivas.

Exemplos 3.1. Dois exemplos de medidas com sinal vem prontamente a mente.

(1) Se py e po sdo medidas positivas sobre M, com ao menos uma finita, entao
¢ uma medida com sinal.
(2) Seja p uma medida sobre M e f: X — [-o0, co] mensurdvel tal que
ff*d,u<oo ou [f‘d,u<oo

(em um ou outro caso f é dita uma fungao p-integravel estendida).

Entao, a fun¢ao de conjuntos v : M — [-o0, o] definida por

v(E)=[fdu=[frdu-[fdu
E E E

¢ uma medida com sinal.

Logo logo (em decomposicao de Jordan) veremos que estes sao os tinicos exemplos.
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Proposicao 3.1 Seja v uma medida com sinal sobre (X, M) e (E;)jen ¢ M.

(a) Se (E;) € crescente, entao

v (LNJ Ej) =limv(E;).
(b) Se (E;) € decrescente e v(Ey) < oo, entdo

v (Q Ej) =limv(E;).

Prova.
(a) o Se v(E,) = +oo para algum n, temos v(E}) = +o0 = v(U Ej) se k > n.

o Se v(E;) < oo para todo j, temos
UE;=FE1u(ExNE))u(EsNEy)u... e
v(UE;) =v(Ey) + [v(Ey) —v(Ey)] + [v(Es) —v(Ey)] + - = limv(E;).

(b) Pela Observagao 3.1(b) vemos que v(E;) < oo, para todo j. Por outro lado,
a sequéncia By \ Ej cresce a U2, (E1 N Ej) = By~ (N32; Ej). Donde, por (a),

v(Ey) -limv(E)) =v(Ey) -v((E;)+

Se v é uma medida com sinal sobre (X, M), um conjunto E € M é chamado
o positivo, segundo v, se temos v(F') > 0 para todo F' € M tal que F c E.
o negativo, segundo v, se temos v(F') <0 para todo F € M tal que F c E.
o nulo, segundo v, se temos v(F') =0 para todo F € M tal que F c E.

Trocando v por —v vemos que conjuntos positivos e negativos tem atributos afins.

A restricao de v aos subconjuntos mensuraveis de um positivo dado é uma medida.

Seguem algumas importantes observacoes sobre esta terminologia.



N3o confundir conjunto nulo com conjunto de medida nula ao usar medida com sinal.
Enquanto todo conjunto nulo tem medida nula, um conjunto £ de medida nula
nao necessariamente é nulo, pois F pode ser a uniao de dois conjuntos disjuntos
E; e Ey com medidas nao nulas e opostas v(E;) = —v(FE5). Por outro lado, dada
uma medida positiva p, devido a monotonicidade de 4 um conjunto E é p-nulo

se e somente se u(E) = 0.

No Exemplo 3.1.2, que apresenta a medida com sinal
v(E)= [ fap.
E
temos que E é v-positivo, v-negativo, ou v-nulo precisamente quando
f>20pu—q.s. sobre £, f<0pu—q.s. sobre £, f=0pu-q.s. sobre E.

Verifique que no caso p = m, onde m é a medida de Lebesgue sobre R, é bem
facil apresentar uma fun¢ao f Lebesgue mensurdvel (até mesmo continua) e um
conjunto E tal que v(F) > 0 mas E nao é v-positivo (similarmente quanto a

conjuntos v-negativos e v-nulos).

Lema 3.1 Seja v uma medida com sinal sobre (X, M).
(a) Todo subconjunto mensurdvel de um congunto positivo também € positivo.
(b) A reunidgo enumerdvel de conjuntos positivos também € positivo.
(¢) Um conjunto é nulo se, e somente se, € positivo e negativo.
Prova.
(a) Obvio.

(b) Sejam Py = @, Pi, P, ... conjuntos positivos e um mensurdavel £ c U P;.

Pela o-aditividade de v e decompondo E, por (a) segue

v(E) = ZylEﬂ(Pn\:O:Pj)] > 0.

n>1

(c) Triviala

10
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Teorema 3.1 (Teorema da Decomposicao de Hahn). Seja v uma medida
com sinal sobre (X, M). Entdo, existe um conjunto positivo P e um conjunto

negativo N, ambos sequndo v, tais que
X =P[JN.

Se P', N' € outro par nestas condigoes, entio PAP'(= NAN') é nulo para v.

Esquematicamente representamos

+ o+ 4+ - - -
X = + P+ - N -
+ o+ 4+ - - -

Prova.

Suponhamos que v nao assume o valor +co (sendo, analisamos —v). Seja
v =sup{v(E): E é conjunto positivo} [V(2)=0<7y< 0]
e (P;) uma sequéncia de conjuntos positivos tal que v(P;) - 7. Seja
P=\JP=PuPu--.

Pelo Lema 3.1(b), o conjunto P é positivo. Utilizando as comparagoes
0 <v(P) = v(P;) +v(P\ P;), encontramos v(F;) < v(P) < para todo j.
Donde segue v(P) = e que 7y é real.

Afirmacdo: N = X\ P é negativo. Suponhamos o contrario, /N nao negativo.

Primeira observacdo. Se E' é um subconjunto positivo de N, entao v(E) = 0.

Basta ver que P u E é positivo e que v > v(PU E) =y +v(E) 2 7.

Segunda observacdo. Se Ac N e v(A) >0, entao existe B tal que
BcA e v(B)>v(A)

A
Ora, pela primeira observagao A nao é positivo e existe C' ¢ A com v(C) < 0.

Definindo B = A\ C' temos v(A) finito e entao v(A) = v(B) +v(C) < v(B).

11



Verificadas as duas observacgoes, continuemos a prova da afirmacao.

Por hipdtese, N nao é negativo e contém algum conjunto de medida maior
que zero. Sendo assim podemos definir uma sequéncia decrescente (A4;) ¢ N
e uma sequéncia (ny, ng,...) em N da seguinte forma: n; é o menor natural
para o qual existe um conjunto A, c N satisfazendo [vide figura]

V(A > -

ny

0 A uA) & [trechosem w(Ap.)]

T,

Figura 3.1: A escolha de n; e de Aj;.

Por indugao e a segunda observagao acima, para cada j > 2 existe o menor

natural n; para o qual existe A; c A;_y satisfazendo [vide figura abaixo]

V(A) > V(A1) + ni

J

V(A1) A+ L v(A) v(A)+2hp  [trecho sem “v(Ayy)]
Figura 3.2: A escolha de n; e de A;.

A sequéncia (v(A;)) é estritamente crescente. Definamos

Utilizando a Proposicao 3.1(b) obtemos

oo>1/(A):liml/(Aj)zlim(i+---+i):Zi>0 e limn; = co.

T ny n; Jj—oo
Donde existe B ¢ A com v(B) > v(A)++ para algum n. Para todo j temos
1 1
v(B)>v(A)+—>v(A;)+— e BcA,,
n n

Donde segue n; < n para todo j e portanto n = oo /

Logo, N é negativo.

Para finalizar, se P’, N’ é outra particao de X com P’ positivo e N’ negativo
entdao PN P’ c Pe PNP'c N', e o Lema 3.1(a) mostra que P\ P’ é positivo

e negativo, e assim nulo. Vice-versa, P'~ P é nulo e NAN’ = PAP' idem#

12
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Um par
(P,N)

como no teorema acima é dito decomposi¢cao de Hahn de X, induzida por v.
Dizemos que P “carrega toda a massa positiva de p”, pois temos pu(E) > 0 para
todo (mensuravel) F c P, enquanto N “carrega toda a massa negativa de pu”,

pois temos p(E) <0 para todo (mensurdvel) E c N.

Em geral, a decomposigao de Hahn nao é tnica (pois conjuntos v-nulos podem
ser transferidos de P para N ou de N para P), mas conduz a uma representacao

canonica da medida com sinal ¥ como diferenca de duas medidas positivas.

Vejamos uma 1til terminologia e um conceito. Uma medida p com sinal esta

concentrada em F € M se ocorre
u(A) = pu(AnE), para todo A e M,
ou, equivalentemente (cheque),
pu(A) =0, para todo A disjunto de £ [A e M].

Duas medidas com sinal p e v sobre (X, M) sdo mutuamente singulares, ou

1 € singular com respeito a v, ou vice-versa, se existem E e F' tais que
o X=FulF.

o F' é nulo para u (isto é, a medida com sinal p estd concentrada em E) e

E é nulo para v (isto é, a medida com sinal v estd concentrada em F').

Simbolicamente, expressamos esta relagao de “independéncia” como

L.
Esquematicamente representamos
[ [ ] [ ] o o o
X = ° E o e o Fv o
[ ] [ ] [ ] [¢] [e] [¢]

13



Teorema 3.2 (Teorema da decomposig¢ao de Jordan). Seja v uma medida

com sinal. FExistem duas unicas medidas positivas vt e v~ tais que
v=v'-v_ e v Lv.

Esquematicamente representamos

+ o+ + - - -
X = + Puvt + - Nyv -
+ o+ + - - -

Prova.
Seja X = Pu N a decomposi¢ao de Hahn para v (Teorema 3.1) e definamos
vi(E)=v(EnP) e v (E)=-v(EnN).

E fécil ver que v = v+ — v~ e v* L v~ (cheque).

Unicidade. Suponhamos que também temos v = p* — p~, com p* L .
Por definicao de singularidade mutual temos X = P u N, com N p*-nulo
e P p~-nulo. Assim, P é v-positivo, N é v-negativo e X = PuN ¢ outra
decomposi¢ao de Hahn para v. Pela unicidade da decomposi¢ao de Hahn ,
a diferenca (P \P)u (P \ P) é v-nula.

Dado A mensurével [e notando que Pu (P ~P) =P u (P P)] temos

pH(A) = (AnP)
=v(AnP)
=v[(AnP)uAn(P~P)]
=v[(AnP)uAn (P~ P)]
=v(AnP)
=vt(A).

Analogamente temos p~ = v~ (cheque)#

14
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As medidas v* e v~ sao chamadas de variagoes positiva e negativa de v, e
v=vt-v

¢ a decomposicao de Jordan de v, por analogia com a representacao de uma
funcao de variagao limitada sobre R como uma diferenca de duas fungoes cres-
centes (vide 3.5).

A variacao total de v é a medida positiva

V| =vt+v-.

E facil ver que E é v-nulo se e s6 se |[V|(E) = 0 (cheque).

Se v e p sao medidas com sinal, temos
Vip = v'lpu <= |v|Llp (Exercicio 2 3.1).

Se v omite o valor +oo entao v*(X) = v(P) € [0,00) e concluimos que v* é
uma medida finita e v é majorada por v*(X).

Analogamente, se v omite o valor —oco entdo 0 < v~ (X) = -v(N) < o e
portanto v~ é uma medida finita e v é minorada por -~ (X).

Em particular, se a imagem de v esta contida em R, entao v é limitada.

Observemos também que v é da forma

v(E)= [ fdp.
E
com p=|v|, f=xp-xn e X =PuN adecomposi¢cao de Hahn para v (cheque).

A integracao com respeito a uma medida com sinal v é natural. Definimos
L'(v)=L'(v")nL'(v") e

/fduszdzﬁ—/fdu’, onde f e L'(v).

Notemos que f é uma funcao a valores em R ou f é uma funcao a valores em C.

Uma medida com sinal v é dita finita (o-finita) se |v| é finita (o-finita).

15



3.2 O teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym

Seja v uma medida com sinal e g uma medida positiva sobre (X, M). Dizemos

que v ¢ absolutamente continua com respeito a p e escrevemos
V<K

se v(E) =0 para todo F tal que u(E) =0.
Logo, supondo v « u, segue trivialmente que se £ é um conjunto p-nulo entao

E é v-nulo (cheque).

E facil verificar as equivaléncias:
V< = r*<pu < |v|<pu  (Exercicio8 3.2).

A continuidade absoluta é em certo sentido a antitese da singularidade mutual.
Diz-se também que a continuidade absoluta a “ortogonal” a singularidade mutua.
[O teorema de Radon-Nikodym, pagina 23, ratifica tal interpretacao geométrica.]

Mais precisamente,

’ valendo v «< i e v L ji, concluimos que v = 0. ‘

De fato, supondo X = NuM, com M nulo para v e N nulo para p [vide diagrama

imediatamente abaixo|,

: a O : A A A
X = o Nv o : A My A
O O O A A A

temos

(M) = p(N) =0
e ent@o a continuidade absoluta v <« p implica |v|(N) = 0. Donde, |v|=0¢e v =0.

E possivel estender a nogao de continuidade absoluta ao caso em que p é
uma medida com sinal (a saber, podemos definir v < p por v < |u|), mas nao

necessitaremos desta generalizagao.

16
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O termo “continuidade absoluta” é derivado da teoria de fungoes de variavel
real (vide 3.5). No caso de medidas com sinal finitas, ¢ equivalente a uma outra

condicao que é obviamente uma forma de continuidade.

Teorema 3.3 (Caracterizacao ¢ -0 da continuidade absoluta). Sejam v
uma medida com sinal finita e p uma medida positiva sobre (X, M). Temos

v <KL se e so se para todo € >0 existe 6 >0 satisfazendo:
lv(E)| < e sempre que u(E) < 0.
Prova.

Devido & equivaléncia v < pu se e somente se |v| < u e a desigualdade

[V(E)| <|v|(F), se E € M, é licito supor que v = |v| é uma medida positiva.

(<) Obvio.

(=) Por contradi¢do. Suponhamos que exista € > 0 tal que para todo n € N

existe um conjunto mensuravel F, satisfazendo

1
w(E,) < o © v(E,) >e.

Seja
FkZUEn (§ FZDFk
n==k k=1
Temos
1 1 1
M(F]f)s?+2k+1+"':F [§] IM(F):O

Logo, por hipétese, v(F') = 0. Também temos v(F}) > € para todo k
e, j& que v é medida finita, v(F) = limv(F,) > € ¢

Observagao 3.2 Seja ;1 uma medida positiva e f: X - [-oco,+00] é uma fungao

p-integravel estendida. Entao, a medida com sinal v definida por

v(E)= [ fdu

é absolutamente continua com respeito a y [pois, se u(E) =0 entao [, fdu =0).

Ainda mais, v é finita se e somente se f e L'(u).

17



Se f: X —» C pertence a L'(u), o teorema acima (Teorema 3.3) pode ser

aplicado as partes Ref e Imf, e obtemos o resultado abaixo.

Corolario 3.1 Seja f e L'(u). Entao, para todo € >0 existe 0 >0 tal que

fEfdu

< e sempre que u(E) < 0.

Prova. Trivials

Observacao 3.3 Expressamos a relacao
v(E) = [ fdu
E

empregando a notacao

v=7ii ]

As vezes, abusando da linguagem, nos referiremos a “medida com sinal fdu”.

Chegamos assim ao principal teorema desta secao, que fornece um quadro

completo da estrutura de uma medida com sinal em relacao a uma medida posi-

tiva. Primeiro, precisamos de um lema técnico (i.e., adequado ao teorema).

Lema 3.2 Sejam v e u medidas finitas sobre (X, M). Entao, ou v L u ou existe

e>0e FEeM tal que u(E) >0 ev > eu sobre E (isto é, E € positivo para v—ep).

Prova.

o Preparagdo. Seja X = P,J N,, a decomposicao de Hahn para

1
vV——.
n

Sejam P=UP, e N=NN, = Pc. Entao, N é negativo para v —n~'u, para
todo n € N. Donde segue 0 < v(N) < n~'u(N) para todo n. Logo, v(N) = 0.

o Se u(P) =0, temos v L p.

o Se u(P) >0, temos u(P,) >0 para algum n, com P, positivo para v—n=!u#

18
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Teorema 3.4 (Teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym, real). Sejam v
uma medida com sinal o-finita e p uma medida positiva o-finita, definidas em
(X, M). Ezistem duas unicas medidas com sinal o-finitas X e p sobre (X, M)
tais que

v=A+p, com AL ep<<p.
Ainda, existe uma fungao p-integrdvel estendida f: X - R tal que
dp = fdu.

Ainda mais, f € unica a menos de um conjunto p-nulo.

Como mnemanico temos o diagrama (com M # M)

v ) o @
X = A . M o
v VARV ) o @

onde X = Au M, sendo X\ concentrada em A e a medida 1 (e portanto p) em M.

Prova.

Dividamos a prova em existéncia, com trées casos, e unicidade.
Existéncia.
¢ Caso I (o principal). Suponhamos v e p positivas e finitas. Analisemos
F:{f:X—> [0,00]:[EfduSV(E) para todo Ee/\/l}.

Tal F é nao vazio pois contém a fungao nula. Ainda mais, dadas f e
g, ambas em F, a fungao h = max(f,g) também pertence a F, pois se

A={xz: f(z)>g(x)} e E é um conjunto mensuravel qualquer entao

fEhdu=‘/;mAfdu+v/;\AgdusV(EﬂA)+V(E\A):V(E).

azsup{[fdu:fxfd,u:fe}"}.

19
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Temos a < v(X) < o e a seguir mostramos que tal sup é atingido em

uma fungao f a ser apontada. Consideremos uma sequéncia (f,,) ¢ F

/fnduaa.

Definamos ¢, = max(fi,...,f,) e f = sup, fn,. Temos que g, € F,

tal que

sendo que g, cresce pontualmente a f e satisfaz

ffndqugnduﬁa-

limfgndu:a

e pelo teorema da convergéncia mondtona segue que

Portanto, temos

feF e ffd,uzoz<oo.

Logo, f é finita q.s. e podemos supor f real positiva.

Afirmamos que a medida d\ = dv — fdu [observemos que d\ é finita
e positiva pois v é finita, o é real e f € F| é singular com respeito a
p. Caso contrario, pelo Lema 3.2 existe um conjunto mensuravel E e

e>0 tal que u(E)>0e A >ep sobre E. Mas entao temos
expdp < d\=dv - fdu,
como constatado pelas relagoes
[FeXEdu - eu(EnF) < A(EAF) < A(F) = deA - fF(du—fdu), FeM.
Donde segue que (f +exg)du < dv e portanto f + exg pertence a F e
[+ exe)dp =+ en(B) > af

Donde, A 1 p. [Notemos que A é positiva e finita.]

Pela Observagao 3.2, a medida (positiva e finita) p, denotada dp = fdu,

¢ absolutamente continua com respeito a p. Provamos que existem

A, fedp= fdpu.

20
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o Caso II. Suponhamos p e v medidas positivas o-finitas. Seja E € M.

Entao X é uma uniao enumerdvel disjunta de conjuntos p-finitos e
também uma uniao enumeravel disjunta de conjuntos v-finitos. Inter-
sectando dois a dois os conjuntos nestas unioes, particionamos X em
uma quantidade enumerdvel de X5 com p(X;) < oo e v(X;) < oo.

Definamos as medidas positivas finitas concentradas em X, e usuais,
IMJ(E) = ,LL(EHXJ) e Vj(E) = I/(EﬂXj)

e enfatizemos que u =Yy e v=> v;.

Pelo caso I, para cada j temos dv; = d\; + fidp; com \; L ;e f; >0
(e integravel). Como p; e v; estdo concentradas em X, segue que a
medida (positiva e finita) \; = v; - f;du; idem e, ainda, X§ ¢ nulo para

i, vj e Aj. Donde, podemos supor f; =0 em X5. Estao bem definidas
)\:Z/\je f=ij >0 [f(x)=fj(x)sexer].
A seguir, efetuemos as necessarias verificagoes.
- Primeiro, dv = d\ + fdu. Dado E temos Xx, dp =dp; e
U(E) =S (B =3 [N (E)+ [ | -AE)+ X [ fix du
- ME) +Z[Efjdu= ME) +[Efdu.

- Segundo, A L p. Utilizando A; L p;, particionemos X; = Aj u M;

com \; concentrada em A; e u; e M;.

: O O A A A
Xj = O Aja)\j O A Mj,/JJj A
O O O A A A

Entao,
X =AM, com Az[’j/\j e M:GMj.
E facil ver que X estd concentrada em A e  em M (cheque).
- Terceiro. Claramente d\ e dp = fdu sao positivas e o-finitas e

p < 1 (cheque).

21



o Caso geral. Se v é uma medida com sinal o-finita, aplicando o caso
IT aos pares de medidas posivas o-finitas (v*, ) e (v=, 1), obtemos os
respectivos pares de medidas positivas e o-finitas (A, p1) e (A2, p2).

Basta entao considerarmos (cheque)
)\:)\1—)\2 e p=p1—pP2.

Unicidade.

Suponhamos que também vale a decomposicao dv = d\ + f'du. Particio-

nando X em uma reunido enumeravel
X =) X; tal que [V|(X;) < 00 e u(X;) < oo,

vemos que podemos supor sem nenhuma perda |[v|(X) < oo e pu(X) < oo.

Entao temos d\ — d\ = (f' - f)du. Verifiquemos a relagao
(A=) L p.
De fato, se temos

Auw M, com M nulo para A e A nulo para pu,
X =1 e

ANy M’ com M’ nulo para X' e A’ nulo para u,

entao obtemos
X=(AuAN)u(MnM")

com Au A’ nulo para e M n M’ nulo para A - \.

Pela Observagao 3.2, segue

(f' = fdp < dp.

Concluimos entao dA —dX = (f' = f)du=0. Logo, A\=X e f' = f u-q.s#
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Mantenhamos a notagao no teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym (real).
A decomposicao

v=A+p, com ALl pep<<p,
¢ a decomposicao de Lebesgue de v (com sinal) com respeito a p (positiva).

Se v <« u, pela unicidade no teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym temos

A=0, p=veo

‘ Teorema de Radon-Nikodym: dv = fdu para alguma funcao f: X — R.

Assim, se v << u entao em certo sentido temos que v é um “miltiplo” de pu.
[Portanto, se v << e v 1 p entdo temos v = 0.] Isto ratifica a interpretacao ja

comentada de que a continuidade absoluta é ortogonal a singularidade miitua.

A funcao f é a derivada (real) de Radon-Nikodym de v (com sinal) com

respeito a u (positiva). Notagao:

Rigorosamente,

dv
T é a classe das funcoes iguais a f p—q.s.
1L
As formulas sugeridas pela notacao diferencial

dv

dp
estao geralmente corretas. Por exemplo, ¢ bem simples ver que se v e 15 sao
medidas com sinal e p é uma medida positiva, tais que 1y < p e vy < u, e z é

uma constante complexa entao valem as férmulas (Cheque)

dn +vo) _dn | dvy

du dp  dup
d(zv1) z%
dp  Tdp

Temos também a importante regra da cadeia (real) a seguir.
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Ateng3o. A seguir, o item (a) é um pouco mais geral que em Folland, p.91.

Proposicao 3.2 (Regra da Cadeia, real). Suponha que v é uma medida com

sinal o-finita e que p e X sao medidas positivas o-finitas sobre (X, M) tais que
VKL e <K

As sequintes propriedades sao verdadeiras.

(a) A fungao g€ L'(v) se e somente se gZ—Z € L'(p), e entdo
d
fgdy = [g—yd,u.
dp

dv _dvdu
d\  dpd\

(b) Temosv <<\ e
A-q.s.

Logo, definindo as fungoes F' e G por dv = Fdu e dp = Gd\, vale a associatividade
F(Gd\) = (FG)d\ [e ndo hd dubiedade em FGdM].
Prova.

Alerta. O Teorema de Radon-Nikodym (real) garante a identidade das
medidas p
v
dv = —d
v 0 1

e que para a integral de g com respeito a v tem-se

fgdl/:[g(g—:du).

Mas, enfatizemos que nao sabemos a priori que vale a associatividade

dv dv
—dpl=g—\|d
g(d,u #) (gdu) s

ou mesmo que gg—l’: € L'(p). Ainda, ndo podemos imediatamente utilizar a

agradavel notacao diferencial para medidas
dv
gdv = g——dp
dp
pois nao definimos gdv para g assumindo valores negativos e positivos e v

uma medida com sinal.
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(a) Analisemos dois casos.

o Ocaso g>0ewv>0. Temos (por Lebesgue-Radon-Nikodym, real)

d d
dv = —Vdu, com a fungao real w > 0.
du du

Supondo g = x g para algum conjunto mensuravel F, pela definicao da

identidade imediatamente acima [vide Observagao 3.3] obtemos

f Xpdv =v(E)
dv

= [ —d

[E du a

S o

A linearidade e a convergéncia monétona das integrais encerram este

caso. Vide também Exercicio 14 2.2.

¢ O caso geral. Decompondo g em suas partes real e imaginaria (se
preciso), podemos supor g: X — [-o00, 00]. Decompondo v e g em suas
partes positivas e negativas, notemos que g € L'(v) se e somente se

todas as integrais abaixo sao finitas e satisfazem as identidades

fng=/ng+—fng_
:(/g*difr—/g_du*)—([g*dlf—/g‘dl/‘)
dv* dv* dv~ dv~
- [ g d—[‘ d—f*—d f——d
fgduu ) N el el
_f[ LAt dvt +du‘+ _dy‘]d

dv
= —du.
fgdu a

A prova de (a) estd completa.

A seguir, provamos (b).
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(b) Como v < pe u<< \, éclaro que v < A.

Quanto a segunda afirmagao do item (b), ja que X é o-finito para v, p e
e a uniao contavel de conjuntos de medida nula segundo A é um conjunto
de medida nula segundo A, podemos supor v(X), u(X) e A(X) finitos
(cheque).

Entao, dado um arbitrario £ € M temos v(E) < oo e, pelas defini¢oes das

fungdes reais [vide observagao 3.3]

v dv
< du

e pelo item (a), obtemos

dv dv du dv dp
Y ar=uv(E f Y f —d f f g,
sy VE) = = | xegpdn= | xR A

O caso particular £ = X mostra [usando (a)] que

dv dv d,u

7Y e dM I sao A — integraveis.

Gratos a pela Proposigao 2.13(b) concluimos

dv dud_,u g
d\ dp d

A prova de (b) estd completa.

O enunciado comentdrio final apenas parafraseia a identidade acima (cheque)#
Corolario 3.2 Se < X e A < u, entao temos
—— =1 ¢.s., com respeito a p ou a \.
Prova. Cheque.

Proposicao 3.3 Sejam pq,...,pu, medidas (positivas) sobre (X, M). Entao,

eziste uma medida (positiva) p sobre (X, M) com cada ji; < p. A saber,

Jo= e

Prova. Cheque.

26



Oswaldo Rio Branco de Oliveira

3.3 Medidas Complexas

Uma medida complexa sobre um espa¢o mensuravel (X, M) é uma aplicacao
v:iM—-C
que satisfaz
o v(@)=0,
o v (LNJ Ej) = %I/(Ej), onde os Ej, sao disjuntos e mensuraveis.

Em particular, uma medida complexa nao assume os valores —oco ou +oo.

Assim,

uma medida positiva é uma medida complexa se e sé se ela é finita. ‘

Como exemplo trivial temos: se p é uma medida positiva e f € L'(u), entao fdu

¢ uma medida complexa.

Se v é uma medida complexa, escrevemos
v, e 1; para as partes real e imaginaria de v.

Portanto, v, e v; sao medidas com sinal que nao assumem os valores +oo e sao

finitas. Logo,

| v: M > C é limitada. |

As nocoes que desenvolvemos para medidas com sinal generalizam-se facil-

mente a medidas complexas. Por exemplo, definimos
L'(v) = LY (v,) n L' (v) e

ffdy:[fdl/T+i[fdl/Z-, para feL'(v).

Se v e A\ sao medidas complexas, dizemos que v e A sao mutuamente sin-
gulares (ou que v é singular com respeito a A; ou que A é singular com respeito

a V) se v, e 1; sa0 ambas singulares com respeito tanto a A, como a \;. Notagao:

V1A
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Neste caso, também existe uma particao X = NuA com a medida complexa v

concentrada em N e a medida complexa \ concentrada em A. Esquematicamente,

° ° ° o o o
X = ° N,v e o A,/\ o
° ° ° o o o

Verifiquemos tal decomposicao.

o Caso v real. Particionamos

X =Ny uA,, com v concentrada em N; e A\, em A,,

X =NyuA;, com v concentrada em Ny e \; em A,;.

Obtemos a partigao
X =(NinNo) JI(NinA) u (A n No) w (A0 AY)],
com v nula em (N7 n Ny)¢ ao passo que A é nula em Ny n No.

o Caso v complexa.

Nesta situacao, v, e v; sao reais e satisfazem
vy LA e v LA

Assim, pelo caso anterior, particionamos

X =N,uA;, com v, concentrada em N, e XA em Aq,

X = N;u,y, com v; concentrada em N; e A em As.

Obtemos a partigao
X =(AnA) JIN, n N) U [(N, nAg) u (A n N;) ],

com v nula em A; N Ay enquanto A é nula em (A; N Ay)es
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Se p é uma medida positiva, dizemos que uma medida complexa v é ab-
solutamente continua em relacao a p se as medidas com sinal v, e v; sao

absolutamente continuas em relagao a p. Notacao:
V<< .
Os teoremas do paragrafo 3.2 se generalizam naturalmente a medidas com-
plexas. Basta aplica-los as partes real e imaginaria da medida, separadamente.

Teorema 3.5 (Teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym Complexo). Se-
jam v uma medida compleza (logo, finita) e p uma medida positiva o-finita sobre

(X, M). Ezistem uma medida complexa A e uma f: X - C, em L'(u), tais que
dv=d\+ fdu e X1 pu.
Se também temos dv =dN + f'dyp e N 1 p, entao ocorrem

N=Xe ff=fpu-qs.

Como mneménico temos o diagrama (com M + M)

& <& ¢ <&
X = A & Mu ¢
& & & <& ¢ <&

onde X = Au M, sendo A concentrada em A e a medida v (e fdu) em M.
Prova. Verifique (é trivial).

Como no caso real, se v << p e, ainda, A e f sao como no Teorema 3.5 acima,

entao temos A L e A << p e portanto A = 0. Em suma, escrevemos

_ dv
f—@,sey«u. !

A variagao total de uma medida complexa v é a medida positiva |v| deter-

minada pela seguinte propriedade:
Se dv = fdu, onde i é uma medida positiva, entao dv| = |f|du.

Verifiquemos que esta definicao “ex machina” é bem posta.
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o Primeiro passo. Mostremos que toda medida complexa v admite uma re-
presentacgao da forma
fdp
para alguma medida positiva finita p e alguma f € L'(u). De fato, esco-
lhendo
p = v + il
é evidente que p é uma medida positiva finita e satisfaz v <« u. Entao,
utilizando o teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym complexo (Teorema 3.5),

concluimos que existe uma fungao f € L!'(u) tal que dv = fdu
[enfatizemos que v(X) = f fdu < oo] :

o Segundo passo. Suponhamos
v = fiduy = fodps, com puy e ps medidas positivas.

Temos v(X) < co. Logo, f; em L'(u;) e v << p; para j=1e j=2. Segue
dv dv
Ji= d—m e fo= d_/@

Para p = p11 + o, temos p; << p. A regra da cadeia (associatividade) garante

diLs
f-ﬁdp:fjd,uj =dv, paraj=1e j=2.

J dp
Logo, J g
mo_ iz
fi dp = fa dp P —q.s.
Visto que % é uma funcao positiva, para j =1 e j =2, obtemos
du du du du
frldps = | fil=dp = i dp = | o= | dp = | fol =dp = | foldpsz.
dp dp dp dp

Isto mostra que a defini¢ao de |v| independe da escolha de p e de f#

Esta definicao de |v| ndo conflita com a prévia definicao de |v| [a recordar,
|v| = v* +v7] para uma medida com sinal. De fato, se X = PuN é a decomposigao

de Hahn para v, é facil verificar que
dv =(xp-xn)(dv*+dv7), com |xp—xn|=1.
Logo, na nova definicao também temos

div| = |xp - xn|(dv* +dv7) =dv* +dv™.
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Proposicao 3.4 (Propriedades da medida variagao total). Seja v uma

medida complexa sobre (X, M). Vale o que segue.

(a) W(E)| < |V|(E), para todo conjunto mensurdvel E

[desigualdade triangular para uma medida compleza).

(b) v<<|v|, e a fungdo complexa w = d| 5 tem valor absoluto 1 |v|-q.s.

(c) L'(v) = L'(|v|), e para todo funcao f e L*(v) tem-se

[ rav] < [ 151aw1

[desigualdade triangular para integrais em medidas complexas/.

Prova.

Seja p positiva com dv = pdu e g € L' (). Logo, dlv| = |p|ldu e || < p.

(a) Dado E, pela desigualdade triangular para integrais (Prop. 2.12) segue

(E)|= | [ edn < [ Ieldu=11i(E)

(b) Temos v, +iv; = v < |v| < p. A regra da cadeia real [Proposigao 3.2(b)]
aplicada a v, e a v; acarreta

dv dl/r i@— dv,
dp  dp dp \dy|

‘i d"" ol s
=W -(.S.
Y= d|l/| Yl u-q

Donde segue ¢ = w|g| |v]-q.s. E claro que |({z: |<p(:c)| =0}) = 0 e portanto

temos |p(z)| > 0 |v|-g.s., 0 que garante a igualdade |w| =1 |v|-q.s.

(c) Seja f: X - C [ou f: X — R] mensurdvel. Formalmente temos

ffdy:ffdz/,,Jriffdui:f 'fff;;
=ff<pdu-

Pela regra da cadeia real [Proposigao 3.2 (a)] segue

dly|
dp

[ 1f1divl+

dv

fel'(v) & foeLl'(p) < flol=f——eL'(n) < feL'(|]).

Por (b) e pela Proposicao 2.12 segue

[ yar] - |[f ]| <
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Proposicao 3.5 (Propriedades do espago normado das medidas comple-

xas). Sejam v, vy e vy medidas complezas sobre (X, M) e XA e C. Entao,
(a) 1 +vo| <[] +[vs.
(b) |Ava| = M| e, ainda, 11| =0 se e sd se vy =0.
(c) v+ 1a| =] + e, se vy L,
(d) max(|v,.],|v]) < |v| < |ve| + |vil, onde v, = Re(v) e v; = Im(v).
Prova. O item (b) é trivial (cheque).

mo ja comen , mos representar v; em relaca uma medi
Como ja comentado, podemos representa em relagao a al a medida
positiva finita. O mesmo vale para 5. Pela Proposicao 3.3 podemos escrever

dvy = fidp e dvy = fodp para uma mesma medida (positiva) p e entao
(1 + 1) = (fi+ f2)dp.
(a) E claro que djvr +va| = [f1 + foldp < | fildp +| foldp = dlin] + dlvs].

(¢) Como ja vimos, podemos particionar X = N; u Ny com a medida complexa

11 concentrada em N; e a medida complexa 15 concentrada em N.

° . ° o o o
X = e Niy,vp e ° No,vg o
° ° ° P o o o

Donde, dv, = xn, fidp e dvy = X, fadp.

Podemos supor sem perda de generalidade fi|y, =0 e fa|y, = 0. Logo,

|f1+ fa| = |f1] + | f2| em todo ponto.
Pela definicao de variacao total concluimos que
iy +vol =[f1 + foldp = | frldp + | f2ldp = dlvr | + dlvs).
(d) Seja p = |v| + |vi|. J& vimos que existe f e L'(u) tal que dv = fdu. Segue
lv|=|fldu, e dv,+idv; = Re(f)dp+ilm(f)dp.

Logo, por definicao, d|v.[ = [Re(f)ldp < |fldp = dlv| e dlvi| < |fldp = dlv].
Ainda mais, d|v| = |f|dp < |[Ref|dp + Imfldu = d|v,| + d|v;| #
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3.4 Diferenciacao em Espacos Euclidianos

O teorema de Radon-Nikodym (real) prové uma nogao abstrata de “derivada”
de uma medida com sinal v com respeito a uma medida positiva pu. Nesta secao

analisamos com maior profundidade o caso especial
(X, M) = (R",Bgn) e 1 =m a medida de Lebesgue.

Definimos a derivada pontual de v com respeito a m da seguinte forma.
Denotando por B(x;r) a bola aberta de centro z e raio r > 0 consideremos, se

existir, o limite

Logo mais veremos que podemos trocar as bolas abertas por outros conjuntos

que, adequadamente, encolham a x de uma forma regular.

Se v < m, e portanto dv = fdm, entao

V(B(ﬁ;r)) _ fB(m) fdm
m(B(a:;r)) m(B(x;r))

é tao somente a média de f sobre B(z;r). Assim, devemos esperar que

F(x) = f(x) m-q.s.

Efetivamente, isto é o que ocorre desde que V(B(ZE;T)) seja finita para todo r e
para todo x. Do ponto de vista da funcao f isto pode ser interpretado como uma

generalizagao do teorema fundamental do céalculo:
a derivada da integral indefinida de f (a saber, v) é f.

No restante desta se¢ao termos como “integravel” e “quase sempre” referem-se
a medida de Lebesgue a menos que especificado o contrario. Iniciemos com um
lema técnico (uma versao simplificada de um lema de cobertura de Wiener) que

tem grande importancia por si préprio.
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Lema 3.3 (Lema da Cobertura de Wiener - simplificada). Seja C uma
coleg¢ao qualquer de bolas abertas em R™ e O = Ugee B. Dado ¢ < m(O), existem

bolas disjuntas By,..., By em C tais que
m(By) + - +m(By) > 3%
Prova.

Pelo Teorema 2.19(b) existe um compacto K ¢ O com m(K) > ¢ e uma
quantidade finitas de bolas A4, ..., A,, em C e cobrindo K. Entre tais bolas,
seja B a de raio maior, By a maior que é disjunta de By, B3 a maior que
¢é disjunta de By e By e assim por diante até que nao exista mais nenhuma
bola A; disjunta de By, ..., By (é 6bvio que k < m). Por construcdo, se a
bola A; nao é nenhuma dos By, entao existe um j tal que A;n B; # @ e se
J € o menor indice com tal propriedade, temos A;Nn By =@,...,A,nB;_; =&
e portanto o raio de A; nao pode ser estritamente maior que o raio de B; e
¢ portanto menor ou igual a este ultimo. Vemos entdao que 4; ¢ B}, onde

B} ¢ a bola concéntrica com B; e cujo raio ¢ o triplo do de B;.

=

Figura 3.3: As bolas A;, B; e B}.

Donde segue
k k
KcBju-uB; e c<m(K)<Y m(B;)=3") m(B;)s
j=1 J=1
Se f:R" - C é mensuravel, f é localmente integravel (m-integravel) se
f |f(x)|dx < oo para todo K mensuravel e limitado em R™.
K

Denotemos o espaco das fungoes localmente integraveis por

L%OC (Rn) ou L%OC N

1

loer um ponto x € R™ e um raio r > 0, indicamos a média

Dada uma funcao f € L

(“average” em inglés) de f em B(z;r) por
1

AS@) = o Sy TPV
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Lema 3.4 (Continuidade da Média). Seja f € L} (R"). Entdo, a funcdo
(r,x) > A, f(z)

¢ continua em (0,+00) x R,

Prova.

Pelos resultados no 2.7 sabemos que m(B(:c; 7’)) =r"c, onde ¢ = m(B(O; 1))7
e m(S(z;r)) =0 onde S(z;r) ={y:ly-=z|=r}.

Ainda, se r > ry e T > xy entao

XB(z:r) = XB(zomro) PONtualmente sobre R™ \ S(xg;70),

1 XB(zyr) = XB(wzo;ro) qUASE SEIIPTe,

0 < XBayr) € XB(uoyror2) Se T <ro+1 e |z -z <1.

Assim, pelo teorema da convergéncia dominada concluimos que a func¢ao

() [, Ty = [ X @) )y

é continua, e assim também a funcao

(r) = Af@) == [ paye

crm

Dada f e L} (R"), a sua fungao maximal de Hardy-Littlewood H f é
1
Hf(z)=sup A,|f|(z) =sup —— / |f(y)|dy € [0,+00], onde x € R".
>0 r>0 m(B(x;r)) B

Visto que A,|f| é continua, deduzimos que o conjunto

(H )" ((a,00]) = UALfD) " ((a, 00))

r>0

é aberto para todo a € R. Donde segue que a funcao Hf : R" - R é mensurével
(pois os intervalos (a, co] geram a o-dlgebra Bg, dos borelianos na reta estendida,

vide também Exercicio 4 2.1).
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A funcdo H f é uma avaliacao do tamanho das médias de |f| em torno de z.
O operador H é bastante importante em Analise Harmonica e apesar de nao ser

linear, é sub-linear pois satisfaz

e H(f+g9)<Hf+Hg.

e H(Af)=AHf, para todo A > 0.

Teorema 3.6 (Teorema Maximal de Hardy-Littlewood). Existe uma cons-

tante C' > 0 tal que para toda f € L'(R™) e para todo o> 0, temos
C
m({z: Hf(z)>a})< - / | fldm.

Prova.

Seja E, = {x: Hf(z) > a}. Para cada = € E, podemos escolher r, > 0 tal
que A, |f|(x) > a. As bolas abertas B(x;r,) cobrem E,. Pelo lema de co-

bertura de Wiener simplificado [Lema 3.3|, dado um numero ¢ satisfazendo

c<m(E,) < Y m[B(x;r,)],

xreF,
existem x1,...,x; em F, tais que as bolas B; = B(xj;rmj) sao disjuntas e

k

Donde segue (com j=1,...,k)
1 3"
Y m(B) <3 Y~ [ |fldms= [ |flam.
cea o) <3y [ flims T [ 1fim

Impondo ¢ - m(FE, )", obtemos o resultado desejado#

O teorema maximal revela H f finita q.s. (cheque), o que ndo é 6bvio a priori.

Com tal teorema a disposicao, apresentamos trés sucessivas versoes aprimo-
radas do teorema fundamental da diferenciacao. Nas demonstracoes utilizaremos
os conceitos de limite superior para funcoes de uma variavel real e a valores reais,

limsupg(r) =lim sup ¢&(r)=inf sup o(r).
r—R €0 0clr—R|<e €0 oc|r—R|<e

Pode ser facilmente verificado que (cheque, vide Exercicio E1 Lista 1)

lir% ¢(r) = c se e somente se limsup|p(r) —¢| =0.

r r—-R
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Teorema 3.7 (Convergéncia Simples q.s. da Média). Seja f € L) (R").
Entao,

hI%ATf(ZE) = f(x) ¢.s. para x € R".
Prova. Seja B(x;r) = B.(x).

E f4cil ver que o resultado é local e que podemos supor f € LY(R") (cheque).

Dado € > 0, pelo Teorema 2.20(b) existe uma funcao integravel e continua

g tal que g - f]1 <e. Célculo basico mostra que A,g - g pontualmente:
1 e
[Arg(2)=g(2)| = ————= f l9(y) - g(@)dy| < sup |g(y)-g(x)| = 0.
(B @) |, e
Também temos [enfatizemos que |A,¢| < A,|¢| < Hp para todo ¢ em L ]
[Arf(z) = f(2)] <[A(f - 9) (@) +]Arg(z) = g(x)| +]g(z) - f(2)]
< H(f-9)(@) +]|Arg(x) - g(2)| +]g - fl(2),
implicando em (vide comentdario acima)
limsup A, f(x) = f(2) < g - fI(x) + H(S - g) ().
A seguir, considerando
Eo={o:lmsup|A.f(2) - f@)| >} Fa=(o:1f - gl(z) > )
r—0
vemos que
EachU{x:H(f—g)(x) > %}
Porém,

Sm(Fy)< [ @) =g@lde <c

Logo, pelo teorema maximal de Hardy-Littlewood segue

Como € > 0 é qualquer, obtemos m(E,) = 0 para todo o > 0. Donde

concluimos
limsup A, f(z) = /()
r—0

para todo z ¢ Ey U Eyjp U B3+, com

m(UE1)=04
n=1 "



O teorema acima (3.7) pode ser reformulado como segue. Dada f € L{  entao

1

Li%m[g(m)[f(y) - f(x)]dy=0 q.s. em x.

Na verdade, temos uma afirmacao mais forte. A identidade imediatamente
acima permanece valida se trocarmos o integrando por seu valor absoluto. Isto

é, definamos o conjunto de Lebesgue de f como
Ly={ostim— et [ 7))y =0
P27 0 m[B(a;1)] JB@n Y =0

Teorema 3.8 Consideremos f € L} (R"). Entao,
m(R™\ Ly) = 0.
Prova.

Para cada ¢ € C, aplicando o Teorema 3.7 a funcao g.(z) = |f(z) — ¢| con-
cluimos que exceto para x em um conjunto E. de medida nula temos a
identidade

1 1 = xr)-—=c
i B o] gy M)~ el =17(2) el

Seja D um subconjunto enumeravel e denso de C e seja

E=JE.

ceD

Entao m(E) =0 e se x ¢ E, por densidade segue que dado € > 0 existe c € D
com |f(x) - | < e. Logo, temos a desigualdade |f(y) = f(x)| < |f(y) —c| +¢€

a qual acarreta

) 1
lim sup

oo m[B(z:r)] /];(x;r) |f(y) = f(@)ldy < |f(z) =] + € < 2.

Como € > 0 ¢ arbitrario, tal limsup ¢ 0 e o ponto x estd em L;. Logo,

Rn\LfCEQ
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Para completar, consideremos familias de conjuntos mais gerais que as bolas.
Doravante, diremos que uma familia {E, : r > 0} de borelianos em R" contrai-se

adequadamente a um ponto x € R se
o FE,c B(x;r) para cada r.

o Existe uma constante o > 0, independente de r, tal que

m(E,)
m[B(z;7)]

> Q.

Enfatizemos que os conjuntos E, nao precisam conter o ponto x. Por exemplo,

se U é um subconjunto boreliano de B(0;1) tal que m(U) > 0 e definimos
E.={x+ry:yeU}=x+1rU,

entdo a familia {E, : r > 0} satisfaz

m(E,)  rm(U)

m[B(xz;r)] rmm[B(0;1)]

e portanto contrai-se adequadamente a x, mas = ¢ F,.

Mostremos a seguir a versao final do teorema da diferenciacao.

Teorema 3.9 (Teorema da Diferenciagao de Lebesgue). Seja f € L .
Para cada x no conjunto de Lebesgue de f (logo, para quase todo x) temos

1 1
iy gy [ ) @y =0 et [ f)dy = (@),

r—0 r=0m ( E, )

para toda familia {E, :r >0} que contrai-se adequadamente a x.
Prova.

Gragas as duas condigoes sobre {E,}, existe a > 0 tal que

iy S 1@l s e [ 17) - @l

A primeira identidade segue entao da definicao de conjunto de Lebesgue.

A segunda segue da primeira, escrevendo

1
F@) = gy Sy, Ty (cheque) s
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A seguir, retornamos ao estudo de medidas.

Definicao 3.1 Seja v uma medida positiva de Borel sobre R™ (logo, o dominio de

v € a cole¢ao dos borelianos de R™). Dizemos que v € regular se
(i) v(K) < oo para todo compacto K.

(i) v(E) =inf{v(0O): O € aberto e E c O}, para todo boreliano E de R™.

Comentario. A condigao (ii) é de fato uma consequéncia da condigao (i).
Se n =1 e v satisfaz (i), o Teorema 1.5 [correspondéncia entre fungdes crescentes
continuas a direita e medidas positivas de Borel finitas sobre limitados] mostra
v = vp para alguma F' crescente continua a direita e o Teorema 1.6 [regularidade
das medidas de Lebesgue-Stieltjes] mostra que vp satisfaz (ii). Vide o caso geral
em 7.2 Regularity and Approximation Theorems, Folland, pp. 216-221.

Observemos que, por (i), toda medida positiva e regular é o-finita.

Definicao 3.2 Seja v uma medida de Borel, com sinal ou complexa, sobre R".

Dizemos que v € regular se a medida (positiva) |v| € regular.

Toda medida de Borel regular (positiva, com sinal ou complexa) é o-finita
[cheque, ¢ trivial]. Por exemplo, se f € L*(R"), a medida fdm é regular se e s6
se fe L (R"). De fato, a condigao f € L] . claramente equivale & condicao (i).

loc

Quanto & condicao (ii), neste caso particular constatemo-la diretamente.

Suponhamos que E é um boreliano limitado. Dado 0 > 0, pelo Teorema
2.19(a) existe um aberto limitado U 2 F tal que m(U) < m(E) + ¢ e portanto
m(U ~ E) < 6. Mas entao, dado € > 0, pelo Corolario 3.1 [e o Teorema 2.19(a)]

existe um aberto O o F tal que

[ fdm < e
O\NE

fEfdmgfofdm<fEfdm+e.

O caso F ilimitado segue facilmente se escrevermos E = FyuU EyuU---, com cada

e portanto

E; limitado, e escolhendo abertos O; > £ tais que

€

dm < —.
»[O]'\Ejfm 2]
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Teorema 3.10 (Derivada (relativa) de uma medida regular com res-
peito a m). Seja v uma medida reqular, com sinal ou Borel complexa, sobre R™.
Consideremos

dv = d\ + fdm

sua representacao de Lebesque-Radon-Nikodym. Para m-quase todo x € R™ temos

im v(Er) = f(x
¥—>Om(Er) f(z),

qualquer que seja a familia {E, :r >0} que contrai-se adequadamente a x.

Prova.

¢ Verifiquemos a identidade d|v| = d|A| + | f|dm.

Preparacdo. Como v é regular, pelo comentario acima v é o-finita. Ob-
viamente, m é o-finita. Entao, conforme v seja uma medida com sinal ou
uma medida complexa, aplicando o Teorema 3.4 (Lebesgue-Radon-Nikodym
real) ou o Teorema 3.5 (Lebesgue-Radon-Nikodym complexo) decompomos
dv =d\+ fdm, com A L m. Se v é medida com sinal entao \ é o-finita e a
funcao f é Lebesgue quase-integravel. Se v é medida complexa entao A é
complexa e a fungao f é Lebesgue integravel. Em ambos os casos, todas as
medidas envolvidas sao o-finitas (incluindo fdm). Assim, basta mostrar a
identidade desejada sobre um boreliano qualquer de medida finita segundo
v, A e m (cheque). Isto é, podemos supor que v é uma medida complexa

(pois toda medida com sinal e finita ¢ uma medida complexa).

Neste cenario, A L m acarreta A L fdm. Propriedades de norma para medi-

das complexas [Proposigao 3.5(b)] e a defini¢do de variagao total implicam
vl = A+ fdm| = [ +[fdm]| e |fdm|=]|f|dm.

o Verificada tal identidade, a regularidade de v implica |v| regular, f € LL (R"),

loc

fdm regular e X regular (vide comentérios prévios e/ou Exercicio 26  3.4).

Logo, para provar o teorema, gragas ao Teorema 3.9 (Diferenciagao de Le-
besgue) basta verificarmos que se A é regular e A\ L m entao

A E,
1«%% =0, m-q.s. para z em R",

onde {E,},s0 é uma familia arbitréria que contrai-se adequadamente a x.
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Verifiquemos. Basta supor E,. = B(x;r) e A positiva pois, para algum « > 0,

M(E,) _ B )]
“ m(E,)  am[B(rir)]

‘ A(E,)
m(E,)

Afirmacdo. E valido que

A[B(x;7r)] 0
m[B(z;r)]

0 para quase todo ponto x em R".

Suponhamos A > 0. Devido a hipdtese A L m, existe um boreliano A com
A(A) =m(A°) =0.

Consideremos os seguintes subconjuntos de A,

Ak={x6A:1imsupM !

— k=12 ....
0 m[B(:l:;r)]>k:}’ pata T

E facil ver que para provar a afirmagao acima basta checar que m(Ay) = 0.

O argumento é similar aquele na prova do teorema maximal de Hardy-
Littlewood (3.6). Pela regularidade de A, dado ¢ > 0 existe um aberto
O, 2 A com A(O,) <e. Cada x € A é centro de uma bola B, c O, tal que
m(B:)

A(B;) > P

Mas entao, pelo Lema 3.3 de Cobertura (de Wiener), considerando a reuniao
de bolas V. = Ugea, By [enfatizemos que A; ¢ V, ¢ OJ e um ntmero
arbitrario ¢ < m(V,), temos que existe uma quantidade finita de pontos

Z1,...,xy tal que as bolas By, ,..., B;, sao disjuntas e, ainda,

J J
c<3" Y m(B,,) <3k Y. A(B,,) < 3"kA(V.) < 3"kA(O,) < 3"ke.

j=1 J=1
Impondo ¢ - m(V,)~, obtemos m(V,) < 3"ke.

Finalmente, notando que Ay c V. e € > 0 é arbitrario, concluimos que

m(Ak) =0
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3.5 Funcoes de Variacao Limitada

Apesar de nao ser estritamente necessario nesta segao, para evitar argu-
mentacoes nao muito elegantes ou até sofisticadas é 1til apresentarmos a im-
portante desigualdade do valor médio (com uma demonstracao bem elementar).

Algumas provas assumem que a derivada é integravel (no sentido de Riemann).
Desigualdade do Valor Médio. Seja F': [a,b] — C tal que F' ¢ continua em
[a,b], derivdvel em (a,b) e satisfazendo |F'| < M. Entao,
(DVM) |F(b) - F(a)| < M|b-al.

Prova. Podemos supor a =0 e b =1 (cheque, é til)

Escrevamos F'(t) = z(t) +iy(t) e definamos

G(t) = [z(1) —2(0)]=(t) + [y(1) - y(0)Jy(?).
Pelo TVM para funcoes a valores reais temos
G(1)-G(0) =G'(7)
Logo,
(1) =2 (0)* +[y(1) - y(0)]* = [2(1) - 2(0)]2" (1) + [y(1) - y(0)]y'(7)
e entdo, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz em R2,
[F(1) - FO)P < [F(1) - F(0)|[F'()|#

Os teoremas da secao precedente se aplicam em particular na reta real. De
fato, devido a correspondéncia entre medidas de Borel regulares e funcoes cres-
centes que estabelecemos em 1.5, na reta tais teoremas conduzem a resultados
sobre diferenciacao e integracao de fungdes. Como em 1.5, no caso em que F' é

uma fungao sobre R que é crescente e continua a direita, adotamos a notagao pp

para a medida de Borel determinada pela relacao

ur((a.b]) = F(b) - F(a).

Ainda, ao longo desta secao os termos “quase sempre” e “q.s.” referem-se tao

somente a medida de Lebesgue.
Nosso primeiro resultado utiliza o teorema da diferenciacao de Lebesgue para

provar a diferenciabilidade q.s. das fungoes crescentes.
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Teorema 3.11 (Continuidade e Diferenciabilidade das Fungoes Monétonas).
Seja F: R - R crescente e seja G(z) = F(a+).

(a) O conjunto dos pontos nos quais F' € descontinua é enumerdvel.
(b) G € crescente, continua a direita e G = F nos pontos de continuidade de F.
(¢c) F e G sdo diferencidveis q.s. e

F'=G" q.s.

Prova.

(a) Seja N € N. Sendo F crescente, a colegao {(F(x—), F(x+)) :x e (=N, N)}
é formada por intervalos, abertos e disjuntos, contidos em (F(-N), F(N)).

Donde segue (com a definigao de soma para uma familia de positivos)

Y [F(z+)-F(z-)]<F(N) - F(-N) < 0.

ze(-N,N)

Portanto, {x € (-N,N) : F(z+) - F(x-) >0} é enumeravel para todo N em

N. Logo, o conjunto dos pontos de descontinuidade de ' em R é enumeravel.

(b) Trivial. Cheque (em particular, a continuidade a direita de G).

GO) b .

Figura 3.4: Um exemplo de G crescente e continua a direita
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(¢) Também temos G > F' em todo ponto. Pela correspondéncia entre medidas

de Borel e fungoes crescentes e continuas a direita (Teorema 1.5) segue

c i) - G = pe((z,z+h]),  seh>0,
Glen =6 {_MG((erh,a:]), se h <0,

sendo que as familias {(z,z+h]} e {(z+h,z]} contraem-se adequadamente

a x [com “a=1/2"] conforme h - 0" ou h - 0, respectivamente [cheque].

A medida pg é regular pelo Teorema 1.6 (propriedades de regularidade).
Pelo Teorema 3.10 (derivada de uma medida regular com respeito a m)
vemos que em quase todos os pontos existem e sao iguais os limites laterais
N G T ()
h-0* m((z,z + h]) 0" m((z + h,z])
Segue entao a existéncia de [cheque]

lim G(x+h)-G(x)
h—0 h

= G'(x) em quase todo ponto.

Para completar esta prova, resta ver que H = G - F satisfaz H' =0 q.s.

Como G = F' exceto em um conjunto contavel, temos H = 0 exceto um

conjunto contavel (finito ou infinito) {x;}.
E trivial ver que H(z;) > 0. Segue
(TEO 3.11.1) 0< 3 H(x))

|5 <N
g ;N[F(l"ﬁ) - F(z;)]
< | Z|: [F(z;+) - F(x;-)] < oo para todo N.

Sejam §; a medida de Dirac em z; [isto é, a medida ponto de massa em z;
dada por 0;(E) =1se xj € E e §;(E) =0 se z; ¢ E] e a medida de Borel

(pois definida sobre borelianos)
p=>y H(z;)d; (seja tal soma infinita ou ndo).

Gragas a desigualdade (TEO 3.11.1), temos que p é finita em compactos
(cheque). Entao, pela correspondéncia entre medidas de Borel e funcoes
crescentes e continuas a direita (Teorema 1.5) e propriedades de regulari-

dade das medidas de Borel (Teorema 1.6), segue que a medida p é regular.
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Ainda mais, temos

mwiLm

pois 1 estd concentrada em {z;}; e m({z;},) = 0. Neste caso,
dp = dp +0dm

é a decomposigao de Lebesgue-Radon-Nikodym real de p (Teorema 3.4).
Entao, o Teorema 3.10 (derivada de uma medida regular com respeito a m)
garante [pois H é nula no complementar de {z;} /]

H(z+h)~H(z)| H(z+h)+ H(x) _ pl(z=2hl.x+2h)] neo
h - |h| ~ m[(x-2lhl,x +2|h])]

0q.s

Isto mostra que H' =0 q.s., donde segue I’ = G’ ¢.s.. Fim da prova#
A grosso modo, podemos dizer que

medidas positivas sobre R estao relacionadas a fungoes crescentes
e

medidas complexas sobre R estao relacionadas a funcbes de variacdo limitada.

A defini¢ao deste 1ltimo conceito (fungoes de variagao limitada) é um pouco
técnica. Vejamos alguma motivacgao.

Intuitivamente, se F'(t) representa a posi¢ao de uma particula que se move ao
longo da reta real no instante ¢, a “variacao total de F” sobre o intervalo [a,b] é a
distancia total percorrida desde o instante a até o instante b. Se F' tem derivada

continua, tal distancia é exatamente a integral da velocidade

b
f |F't)|dt.

Entretanto, definir a variagao total sem assumir alguma hipétese de suavidade
sobre F' requer uma abordagem diferente. A saber, particionamos o intervalo
[a,b] em sub-intervalos [¢;_1,t;] e aproximamos F' sobre cada sub-intervalo por

uma funcao linear cujo grafico une os pontos

(tj-1, F(tj-1)) e (L, F(t)))
e entao computamos o limite.

Para precisar tal abordagem, introduzamos um ponto de vista levemente di-

ferente, com a = —oo e considerando a variagao total como uma funcao de b.
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Para sermos bem claros, dada uma funcao de uma variavel real e a va-

lores complexos F': R - C e um nimero real = definimos a fungao

Tp(x):sup{Z|F(xj)—F(:cj_1)]:neNe —oo<$0<---<a:n:x}.

J=1

I | | | | |
F T T T T 1

—00 X X1 Tp =2 +00
Figura 3.5: A particao {zg < x1 <<z, =x} de [z, z].

Dizemos que

Tr:R - [0,00] é a fungao variagao total de F.

Dado a < b, nao é dificil constatar a identidade

(3.12.1) Tr(b) = Tr(a) +sup{zn: |F(z;) - F(zj-1)|:neN, a=z9<-- <z, = b}.

J=1

—oo o mp=a - 2, =b
Figura 3.6: A particao {zg=a <<z, =0b} de [a,b].
A desigualdade > ¢ trivial. Para a desigualdade <, o somatorio relativo uma
partigdo {xg < --- <z, = b} cresce ao incluir o ponto a na partigao. Cheque ambas.

Assim, TF é crescente.

Dizemos que

F:R — C é de variagao limitada sobre R se Tr(o0) = lim Tr(x) é finito.

Seja BV (“bounded variation”), o espago vetorial complexo das fungbes de va-

riacao limitada. Isto é,

BV ={F :R - C tal que F é de variagao limitada}.

Mais geralmente, o supremo explicitado no lado direito da identidade (3.12.1)

é chamado de variagao total de F' em [a,b] e é denotado
Vi (F).

Em particular, as funcoes constantes pertencem ao espago linear BV. Logo,

C é subespaco de BV, com T) =0 para toda constante A € C.
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A variagao total depende apenas dos valores de F' em [a,b] e podemos definir

BV([a,b]) = {f :[a,b] = C tal que VI(f) < oo}.

Dada F € BV, a restrigao de F' a [a,b] estd em BV ([a,b]) e vale a férmula

Vo (F) = Tr(b) - Tr(a).

Inversamente, dada F' € BV ([a,b]) e definindo a extensao

F(a) para z < a,
F(z) =
F(b) para x > b,

segue que F' e BV.

A figura abaixo ilustra tal extensao.

\ /T L(s)
6 SWm 14

Figura 3.7: Uma funcao real em BV([?, 12]) estendida a uma funcao em BV

Gragas a tal artificio, os resultados que veremos para BV sao aplicaveis a
BV ([a,b]).
Observemos que se I’ é de variagao limitada, entao F' ¢é limitada.

A seguir apresentamos algumas (seis no total) observagoes e exemplos, todas

triviais e elucidativas. Solicitamos ao leitor efetuar as necessarias verificagoes.
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Exemplos 3.1 Abaixo, F' e G designam funcoes de R em R ou de R em C.
Ainda, a e b sao numeros reais com a < b.

(a) Se F:R - R € crescente e limitada, entao F € BV. Ainda,

Tr(z) = F(x) - F(~o0).

(b) BV € um espago vetorial complezo.
(¢) Se F:R — C € diferencidvel e F' € limitada, entao F € BV ([a,b]).
(d) Se F(x) =sinz, entio F' € BV ([a,b]) mas F ¢ BV.

(e) A func¢ao (par)

1

F(x) xsin,, sex 0,
xT) =
0, sex =0,

¢ continua mas nao pertence a BV ([0,b]) nem a BV ([a,0]), onde a <0 < b.

Figura 3.8: O gréfico de F(z) = zsin (1), com F(0)=0 e lim F(z) = 1.

T

(f) Se F' é integrdvel, a func¢ao

O(z) = f oo F(t)dt

€ de variacao limitada.

Quanto a verificar tais exemplos, exceto (f), vide também Exercicio 27  3.5.
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Lema 3.5 (Decomposicao de Jordan em BV). Seja FF': R - R em BV.
Entao,
TEF+F e TF-F sao crescentes.

Prova.

Dado x <y e € >0, por definicao de sup existem zg < --- < x,, = x tais que

S F(2)) - F(aya)| 2 TF(z) —c.

=1

Entao (vide representacao grafica abaixo)

() = P+ 1F ) - F)

Figura 3.9: A partigao {zg=a<--<z, =2} u{y} de [a,y].
é uma soma aproximada para Tr(y) e temos
F(y) =[F(y) - F(x)] + F(x).
Donde segue
Tr(y) = Fy) 2 3 1F () - Fao)

HE(y) - F(@)| = [F(y) - F(x)] + F(x)
>Tr(x)—€e+ 0+ F(x).

Como € > 0 é arbitrario, concluimos que

{ Tr(y) + F(y) > Tr(z) + F(2),
Tr(y) - F(y) > To(z) - F(z) #

Mantida a notacao acima, a representacao
Ip+F Tp-F
2 2

¢é a decomposicao de Jordan de F', e
Tr+ F Tr - F

2 ° T2

sao a variagao positiva e a variacao negativa de F', respectivamente.

F=
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Teorema 3.12 (Propriedades de BV). Dada F :R - C, vale o que segue.

(a) F e BV se e somente se Re(F) e BV e Im(F) e BV.

(b) Se F':R - R, entdo F € BV se e somente se F' € a diferenca de duas fun¢oes
crescentes e limitadas. Nestes casos tais fungoes podem ser tomadas como
Tr+ F Ty - F
2 T2

(c) Se F'e BV ex é um niumero real, entdo existem

F(r+)=lm F(y), F(z-)=ImF(y) ¢ F(xe0) = im F(y).
(d) Se F'e BV, o conjunto dos pontos de descontinuidade de F' € enumerdvel.
(e) Se F e BV e G(z) = F(x+), entao F' e G' existem e sao iguais q.S.

(f) Se F € BV([a,b]) e um ponto c € (a,b), entio a variagio total de F no

intervalo [a,b] € a soma das variagoes totais de F' em [a,c] e [c,b].
(9) Se F € BV, entao Tr : R - R pertence a BV
Prova.
(a) Trivial.

(b) (<) Segue dos Exemplos 3.1(a) e 3.1(b).

(=) Como F € BV, segue que T é limitada e também que F' é limitada.

Entao, pelo Lema 3.5 a equacao
F- %(TF FF)- %(TF )
expressa F' como diferenca de fungoes crescentes, e limitadas.
(c) Segue de (a) e (b).

(d) Segue de (a), (b) e propriedades de continuidade e diferenciabilidade das

mondtonas [Teorema 3.11(a)].
(e) Segue de (a), (b) e da propriedade Teorema 3.11(c).
(f) Basta notar que Tr(b) — Tr(a) = [Tr(b) = Tr(c)] + [Tr(c) - Tr(a)].

(g) Segue de (b), notando que Tr é crescente e também limitada (pois F' € BV )#
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Comentario (dispensavel em uma primeira leitura).

Consideremos F : R - R, com F' € BV, e sua representacao de Jordan

TF+F TF—F
2 2

F=

Sejam a, b e ¢ nimeros reais. A seguir, utilizaremos as relagoes (cheque)

at* <a*+b*, (a+b)* <at+0bt, . el+e _ el-c
¢t = :
a~<a +b7, (a+b)"<a +b, 2

Seja x € R. Temos [cheque, use as relagdes acima na primeira e essencial
igualdade abaixo (as desigualdades mostram que o primeiro sup minora

o segundo enquanto as igualdades permitem mostrar que o segundo sup

minora o primeiro)]

sup{i[F(xj) —F(xj)]*: —oo<xg < <xpy = x}

{i F(t) = F(ty1)]F: =00 = tg <+ <ty = m}

% {]§:1|F(tk) F(ty1)] = ]i[F(tk)_F(tkl)]: Coo =ty <<t :x}
{i|F(tk) F(tk 1)| —o0 =13 < <tm:$}iF(x) _2F(_°O)
k=1

TFiF) L F(=0)

2 2

Donde concluimos as identidades (com xy podendo assumir —co ou nao)

%(TF + F)(z) = sup{il[F(xj) - F(zjq)]F o< <ay = ZE} + %F(—oo)#

Exemplos com fungoes oscilatérias para ilustrar o conceito funcao de variacao

limitada sao importantes. Vejamos mais dois.
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Exemplo 3.2 Verifique que a fungao impar

F(x)=2? sin(l)7 sex+0 e F(0)=0 {Cheque lim [z - F(z)] = 0+},
X T—>+00

Figura 3.10: O gréfico de F(x) = 22 sin (%), com F'(0)=0.
com reta assintota y = x no infinito, esta em
2
BV([O,—]) mas F ¢ BV.
T

Mostre que F' atende as condi¢bes no Exemplo 3.1 (c¢), com F”’ limitada mas
nao continua na origem. Assim, F' é de variagao limitada em [0,2/7] contraria-

mente a fun¢do zsin(1/x), definida nula na origem. Vide Exemplo 3.1 (e)#

Exemplo 3.3 Verifique que a fungao seno cardinal

Si?t, set#0,
1, set=0.

sinc(t) = {

pertence a BV ([-N, N]), para todo N > 0, mas nao pertence a BV (R).
il

]
1 3

— = RN /-\_"_7”“*?.‘“-:—-—&.

1 |r
B
v | !

Figura 3.11: O gréafico do seno cardinal.
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As propriedades enunciadas em Teorema 3.12(a,b) apontam uma conexao en-
tre funcoes de variacao limitada e a valores complexos e medidas complexas de

Borel sobre R (i.e., definida nos borelianos da reta). Vejamos.

Definamos o espago vetorial complexo NBV (“N” para normalizada):

NBV ={F € BV : F é continua a direita e F'(-o0) = 0}.

Assim, NBV é o espaco das fungoes de variagao limitada normalizadas.

Consideremos uma funcgao F': R — C arbitraria em BV. As propriedades em

Teorema 3.12(a,b) garantem que a funcao
x> G(z)=F(z+) - F(-00)
pertence a BV. Melhor ainda,
Ainda mais, pela propriedade Teorema 3.12(e), a funcao G é derivavel e satisfaz
G'=F'qs.
Suponhamos que tal F' (uma funcdo de variacdo limitada) é real e satisfaz
F=F, - F5, com F e F, crescentes.
Neste caso obtemos
G(z) = Fi(z+) - [Fa(az+) + F(-00)],

que, além das propriedades ja citadas, é uma diferenca de duas funcoes crescentes.
A seguir, apresentamos algumas propriedades da variacao total T, e das
variacoes positiva e negativa

TF+F o TF—F
2 2

para fungoes de variagao limitada (i.e., pertencentes a BV).
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Lema 3.6 (Propriedades das Variagoes de F). Seja F:R - C em BV.
(a) Tp(-o00) = 0.
(b) Se F' € continua a direita/esquerda entdo Tr € continua a direita/esquerda.

z s F -F ~ ’ . .
(c) Se F' é real continua, TF2+ e TF2 sao continuas, crescentes e limitadas.

(d) Se F'e NBV, entio Tr € NBV.

Prova.

(a) Dado e>0 e x €R, existe —oo <y <...<x, =z tal que

Tp(z) €< i |F'(2;) = F(j0)| < Vi (F) = Tr(2) = Tr(20)

J=1

Donde segue, Tr(xg) < € e T'(-00) =0 pois Tk é crescente e positiva.
(b) Caso F' continua a esquerda em z. Dado € > 0 existe uma parti¢ao
To <+ < Tpoy <Tp = tal que Tp(z) —e< Y |F(x;) - F(zj).
Dado € € (x,-1, ), a desigualdade triangular e a defini¢ao de T%(¢) mostram
YN () = F(xja| < Tp(€) +|F(z) - F(€)]  [cheque].

Segue 0 < Tr(z)-Tr(§) < e+|F(z)-F(§)|. Logo, Tk é continua a esquerda.

Caso F' continua a direita em z. Dado € > 0 existe uma partigao [cheque]
To <+ < Ty =T < Ty <+ < Ty =2+1 com Tp(z+1)—e <Y |F(x;)—F (x|
Considere n € (z,x;41) = (z;,7;41) € complete este caso.
(c) Segue de (b) e da decomposigao de Jordan de F' (Lema 3.5).
(d) Pela propriedade Teorema 3.12 (g), Tr € BV. Encerre com (a) e (b)#
Seja f e L'(R). Entao,

F(x)= / f()dt é continua, Fe NBV e Tr<|f|1 (cheque).
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Teorema 3.13 (Correspondéncia entre Medidas de Borel Complexas e

NBV). Consideremos o espag¢o das medidas de Borel complexas sobre R e o
espagco NBV'.

(a) Se p € uma medida de Borel complexa sobre R, entdo

F(z) = p((-o00,z]) € uma fungio em NBV.

(b) Inversamente, dada F € NBV existe uma unica medida de Borel complexa

pr, sobre R, tal que F(x) = /LF((—oo,x]). Ainda mais,
el = pr.
Prova.

(a) Decompondo i = (uj —puy)+i(us—pi5), onde p sao medidas positivas finitas,

definimos
Fi () = (=00, 2]).

Evidentemente as fungoes F* sao positivas, crescentes e limitadas. Utili-
zando propriedades de medidas é facil ver que (verifique) tais fungoes sao
continuas a direita e satisfazem Fi*(-00) = pi3(@) = 0 e F*(o0) = 15 (R) < o0.
Assim, F = (F} - F7)+i(F,-F;) é continua a direita e se anula em —oco. Por
propriedades de BV [Teorema 3.12(a,b)] segue F' € BV. Logo, F € NBV.

(b) Dada F' € NBV, pela propriedade em Teorema 3.12(a) as fun¢oes Re(F') e
Im(F") pertencem a N BV. Por propriedades das variagoes [Lema 3.6(d)] as
funcoes Tre(r) € Tim(r) pertencem a NBV. Entao, gratos a propriedade Te-
orema 3.12(b) escrevemos Re(F') e Im(F'), como diferenga de duas fungoes

limitadas e crescentes e em NBV:
F=(F - Fy)+i(Fy - Fy).

A cada fungao (crescente, limitada e continua a direita) F3* corresponde

uma tnica medida de Borel p3 = p Fe [vide Capitulo 1]. Assim, concluimos

F(x) = pp((=o0,2]), onde pp = (i — ) +i(p3 - p13).

A prova de |up| = pr,. é esbogada no Exercicio 28 3.5

Tendo em vista o resultado acima, é natural perguntarmos: quais fungoes em

N BV correpondem a medidas y tais que g L m ou g << m? Segue uma resposta.
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Proposicao 3.6 (Propriedades da Correspondéncia F e NBV — ux). Seja
F:R - C em NBV. Valem as propriedades abaizo.

(a) F'e L'(m).
(b) pr L m se e somente se F' =0 gq.s.

(c) urp <<m se e somente se F(x)= ["_ F'(t)dt.
Prova.

¢ Preparagdo. Por uma propriedade de BV [Teorema 3.12(e)] existe a derivada
F’" m-q.s. A correspondéncia entre medidas de Borel complexas e NBV
[Teorema 3.13] garante F(z) = pp((-o0,z]) para todo z, com pp uma

medida de Borel complexa. Por definicao de derivada, valem as identidades
F -F F(x)-F(x-
(x+r)-F(z) . Fl)-Fla-r)
r

r—0% r

F'(x) = Tlir(r)l+ q.s.

Logo, reescrevendo obtemos

() = lim MF(ET)
Fi(x) rl—>0+ m(E,)

, com B, =(z,z+r] ou E, =(xz-r,x], m-q.s.

Vejamos que pp é regular. Pelo Teorema 3.13(b) temos |pp| = pr, € assim,
como Tr ¢ limitada, vemos que pr, € finita em compactos. Entao, vide
comentdrio a Defini¢ao 3.1 [defini¢ao de medida regular], a medida de Borel

pr,. € regular. Logo, por definigao, pup € regular.

O Teorema 3.10 (derivada de uma medida regular com respeito a m) mostra

que a representagao de Lebesgue-Radon-Nikodym complexa (Teorema 3.5)
dup =d\+ fdm, com A L m e feL'(m), satisfaz

lim pr(Er)
r—0 m(ET)

(a) Pelos comentarios temos F’ = f q.s. e f e L'(m). Logo, F' = f € L'(m).

= f(z), com E, como acima, m-q.s.

(b) Como A L m, temos up L m se e somente se F’dm 1L m. Utilizando que

F'dm < m, temos F’'dm 1L m se e s6 se F'dm =0 se e sé se F' =0 q.s.

(c) Como A L m e F'dm <« m, temos pup < m se e somente se A\ = 0. Logo,

temos pup << m se e somente se dup = F'dm ou, equivalentemente,

F(w):,up((—oo,a?]):f F’dm:[:F’(t)dM

(—00,.72]
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A condigao up << m pode ser expressa em termos de . Uma funcao F': R - C
¢ dita absolutamente continua se para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que: para

toda colegao finita de intervalos abertos e disjuntos (ay,b1),. .., (ayx,by) temos

Y(bj—a;) <6 = Y |F(b;) - F(a ) <e.

Mais geralmente, F' é dita absolutamente continua em um intervalo [a,b]
se a condicao acima é satisfeita sempre que todos os intervalos (a;,b;) da colegao

acima estao contidos em [a,b]. Valem as seguintes propriedades (cheque).
e F' ¢ absolutamente continua se e somente se Re(F') e Im(F') também o sao.
e Se F' é absolutamente continua entao F' é uniformemente continua.

e Se I é derivavel em todo ponto e F” é limitada, pela desigualdade do valor
médio
|F'(b;) = F(ay)| < (sup [F'])(bj - a;),

segue que F' é absolutamente continua.

e Se feL'(R), entao
F(x)z[ fdm

é absolutamente continua (Corolario 3.1).

Exemplo 3.3. A funcdo x, , ¢ também chamada fungao de Heaviside H(?).

(a) Mostre que H é de variac@o limitada mas nao é absolutamente continua.

A H(t)

Figura 3.12: A funcao de Heaviside.

(b) Mostre que H é continua a direita.

(c¢) Determine pig.
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Proposicao 3.7 (Caracterizagao da continuidade absoluta em NBYV).
Seja F: R —>C em NBV. Entao,

F é absolutamente continua se e so se g << m.

Prova.

Preparagdo. Temos que F' € NBV se e s6 Re(F') e Im(F’) pertencem a NBV'.
Ainda, F' é absolutamente continua se e s6 se Re(F') e Im(F') também o
sao. Uma medida complexa é absolutamente continua com respeito a m se
e sO se suas partes real e imagindria também o sao. Logo, podemos supor
F a valores reais. Entao, pelo Lema 3.6(d) [propriedades das variagoes|, a
variacao total Tr pertence a NBV e pela propriedade Teorema 3.12(b) a
funcao F' é a diferenca de duas funcoes crescentes e limitadas e em NBV
(logo, continuas a direita). Ainda, o espago das fungoes reais absolutamente
continuas é linear, assim como o espaco das medidas com sinal absoluta-
mente continuas com respeito a m. Em suma, podemos supor F' crescente,

limitada e continua a direita e pr uma medida (positiva) de Borel finita.

Com tal simplificacao, provemos a equivaléncia anunciada.

Pela caracterizacao da continuidade absoluta em Teorema 3.3, dado € > 0
existe 0 > 0 tal que pp(FE) < € sempre que m(E) < ¢. Entao, considerando

uma colegao finita de intervalos abertos e disjuntos satisfazendo
0> (b —az) =m[J(ay, ;1]
concluimos que Y. |F(b;) - F(a;)| = ,up( W(a,, bj]) <e.

Consideremos um boreliano F tal que m(E) = 0. Dado ¢, seja § como na

definicao de continuidade absoluta de F'. Pelo Teorema 1.6 existe um aberto
O = U(aj,bj) O F
[a colecao de intervalos é enumerdvel] tal que m(O) = ¥ (b; —a;) < 6.

Donde entao segue [seja a colec¢ao finita ou nao, cheque]

pr(E) <Y pr[(a,b)] < Y[F(b;) - Fa;)] < es
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Corolério 3.3 (NBV e a Forma Fraca do Teorema Fundamental do

Calculo). Sao vdlidas as propriedades abaizo.
(a) Seja f e L'(m). Entdo, a fun¢do integral
F@)i[:ﬂﬂﬁ
pertence a NBV , € absolutamente continua e satisfaz F' = f q.s.
(b) Reciprocamente, se F'e NBV ¢ absolutamente continua entdo

Flel'(m) e F@):/:ﬁ%wﬁ.

Prova.
(a) A fungao f e L' determina uma medida de Borel complexa

w(E) = [ fdm.

O Teorema 3.13(a) [correspondéncia entre medidas de Borel complexas e
NBV] garante

F(z) = p((-o00,2]) = [: f(t)dt e NBV.

Entao, gragas ao Teorema 3.13(b) temos p = ip.

Como pup = pu < m, devido as propriedades Proposigao 3.6(a,c) [relativas a

correspondéncia entre N BV e medidas de Borel complexas| deduzimos que
Flell(m) e F@):[:f%nﬁ.
Da mesma forma, F' determina uma medida de Borel complexa
mmzfﬁmz
E

satisfazendo

V((—OO,:C]) = [: F'(t)dt = F(x).

Assim, em virtude da unicidade estabelecida no Teorema 3.13(a) concluimos

Ww="v.
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Logo, temos
/; fdm = /; F’dm para todo boreliano E.
Donde segue
[gfdm = ng’dm para todo £ Lebesgue mensuravel (cheque).
Por fim, gratos & Proposigao 2.13(b) concluimos que

F'=f qs.

[Poderiamos também argumentar que a colegao de conjuntos Lebesgue men-

f fdm = / Fldm,
E E

contém os intervalos abertos, contém os conjuntos de medida nula, é fechada

suraveis F tais que

por complementaridade e é uma o-édlgebra (cheque). Logo, tal colegao é L.]

(b) Pela caracterizacdo da continuidade absoluta em N BV [Proposigao 3.7],
segue

HEp < m.

Entao, pelas propriedades em Proposicao 3.6 (a,c) [relativas a correspondéncia

entre NBV e medidas de Borel complexas] temos que

F' e L'(m) e, ainda, F(z)= / F'(t)dts

A seguir, considerando fungoes definidas em intervalos limitados, melhoramos

o resultado acima.
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Lema 3.7 (Continuidade absoluta implica variacao limitada). Se F' ¢

absolutamente continua em [a,b], entao F € BV ([a,b]).

Prova. Suponhamos [a,b] = [0, 1].
Dado € =1, seja 6 = 1/(N - 1) > 0 devido a continuidade absoluta de F. A
seguir, dada uma particao arbitraria 0 = xy < --- < x,, = 1, inserindo os pontos
1/N,...,(N =1)/N criamos a parti¢ao 0 =y < --- < y,, = 1. Para os pontos
de tal partigao e no intervalo [(j—1)/N, j/N], digamos yx < ... < Y4, temos

(Yrs1 = k) + -+ (Yost = Yosr-1) = 1/N

e entdo a trivial desigualdade |F(yri1)—F (ye)|+ -+ F (Yrsr) = F (Yrri-1)| < 1.

Donde entao segue

2|F($i) - F(2i)] < §|F(yi) — F(y;1)| < N.

Logo, 0 <Tr < N e F € BV (cheque o caso [a,b] geral)#

Teorema 3.14 (O Teorema Fundamental do Célculo para Integrais de

Lebesgue). Seja F': [a,b] - C, com [a,b] contido na reta. Sdo equivalentes:

(a) F € absolutamente continua.
(b) F(z)-F(a)= [ f(t)dt para alguma f € L'([a,b],m).
(¢) F ¢ diferencidvel q.s., com F' € L'([a,b],m) e

F(x) - F(a) = [ " F(t)dt.

Prova.

(a) = (¢) E fdcil ver que podemos assumir F(a) = 0. Pelo lema acima segue
F e BV([a,b]). Definindo F'(z) =0se z <ae F(x)=F(b) se x> b, vemos
que F'e BV e F e NBV. Desta forma, (c¢) é uma consequéncia da forma

fraca do teorema fundamental do calculo | Corolério 3.3(b)].
(¢) = (b) Obvio.
(b) = (a) Constantes e fungoes definidas por integrais sao absolutamente continuas#

Importante. A funcao f de Cantor-Lebesgue, cujo gréafico é a escada do
Coisa Ruim, é continua, limitada, crescente, de variacdo limitada e tem derivada

nula q.s. Pelo teorema fundamental do calculo f n3o é absolutamente continua.
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A seguinte decomposicao de medidas de Borel sobre R" é por vezes impor-
tante. Consideremos uma medida de Borel complexa p sobre R”. Dizemos que
p é discreta se existem um conjunto enumeravel de pontos {z;}; em R" e um

associado conjunto de nimeros complexos {c;}; tais que
= ¢j0,,, com Y |¢j| < oo e d,, amedida de Dirac no ponto ;.

[Toda medida (sobre R™ e de Borel e complexa) discreta é regular, cheque.]
Por outro lado, u é chamada continua se pu({z}) = 0 para todo x € R*. Toda

medida complexa p pode ser escrita de forma tnica como
W= bg + e, com fig discreta e p,. continua.

De fato, como p ¢é finita segue que {z :|u(z)| > 1/n} ¢ finito, para todo n e N, e
portanto D = {z: u(z) # 0} é enumerdavel.
Assim, com B percorrendo os borelianos em R”, definimos as medidas
pa(B) = u(Bn D), que é discreta, e
{ pe(B) = u(BnC), com C = D¢, que é continua.

E claro que [ = fig + fie, com pig concentrada em D e p,. concentrada em C' = D¢,

e portanto pg L .. Vide mnemonico abaixo.

N N N ~

-
R™ = D;,ud NN C’ILLC N
N ~ ~ ~

E trivial ver que

se p ¢é discreta entao p L m,

se << m entao p é continua.

Dada uma medida de Borel complexa (regular) qualquer p, escrevamos
=+ e
Por Lebesgue-Radon-Nikodym complexo [Teorema 3.5] temos
fhe = fse + Mae, COM flge LM € flge << M.

Entao, encontramos

U= g+ Use T Hac-
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Como p.({x}) = m({x}) = 0 para todo z, segue u.({xr}) = 0 para todo x.

Logo, a medida p. ¢ singular com respeito a m e . é continua. Segue entao que

{ [se estd concentrada em um conjunto S contido em C)

ac €std concentrada em A = (D u S)e.

Temos entao o mnemonico

1 1 1 K K < <K K
R™

I
S
=
U
l_
2
=
&
'_

K KA Y K K

1 1 1 K K < K K

A existéncia de medidas singulares nao nulas em R” é bem evidente se n > 1,

pois a medida de superficie na esfera unitaria discutida em 2.7 é um exemplo.

Porém, se n = 1, este fato nao é é6bvio. No cason = 1, devido a correspondéncia
entre medidas de Borel complexas e NBV [Teorema 3.13(b)] tais medidas cor-
respondem a fungdes nao constantes F' € NBV tais que F' é continua mas F’ =0
q.s. Uma tal fungao é a fungao de Cantor construida em 1.5 (estendida a reta,
definindo F'(x) = 0 para x < 0 e F(z) = 1 para > 1). Mais surpreendente,
existem fungoes continuas e estritamente crescentes F': R — R tais que F’' =0 q:.s.
Vide Exercicio 3.5.40.

Dada F € NBV, é usual denotar

f gdpp,

a integral de uma fungdo g com respeito a medida p g, por

[ng ou /g(w)dF(x),
tais integrais sao chamadas integrais de Lebesgue-Stieltjes.

Concluimos com uma férmula de integracao por partes para integrais de

Lebesgue-Stieltjes. Vide variantes desta férmula em Exercicios 34 e 35, 3.5.
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Teorema 3.15 (Férmula de Integracao por Partes). Sejam F,G ¢ NBV/,

com ao menos uma delas continua. Entao, para —oo < a <b< oo,

(a,b] FdG + f(a,b] GdF = F(b)G(b) - F(a)G(a).

Prova.

Preparacdo. Supondo G continua e fixando-a, vemos que basta provar a

férmula acima para toda F'e NBV.

Pela propriedade em Teorema 3.12(a), as fungdes Re(F’) e Im(F") pertencem

ao espaco vetorial NBV e por linearidade podemos supor que F' é real.

Em seguida, notando que Re(G) e Im(G) pertencem a N BV e sao continuas,

vemos que podemos supor que G e F' sao reais.

Entao, fixando uma arbitraria G real e continua em N BV, utilizando que
F é a diferenga de duas fungoes crescentes limitadas [propriedade Teorema

3.12(b)] supomos que F' é crescente e limitada.

Em seguida, por propriedades das variagoes [Lema 3.6(b)| vemos que T é
continua e também, desta feita pela propriedade Lema 3.6(c), que G é a

diferenca de duas fungoes crescentes limitadas e continuas.

Em suma, podemos supor F' e GG crescentes e limitadas, com G continua.

A conclusdo. Consideremos o boreliano

Q={(z,y):a<x<y<b}.

ﬂ‘
= o
[
. Jid
ISP | 1 8 1
1%
" W |
I
l . .
(= & X i) 2

Figura 3.13: O conjunto €.
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Utilizando o Teorema de Fubini, computemos (1 x 1) (€2) de duas formas.

Primeiramente, fixando y e variando = temos

(e xne)(@= [ dF@)G()

_ '/(QVb][F(y) ~ F(a)dG(y)
_ [( , G - F(a)[G(b) - G(a)].

a

Por outro lado, notando a identidade G(z) = G(x~) e que pug é finita temos

ne([x,b]) = lim pa((e - h,b]) = lim [G(b) - G(z - h)] = G(b) - G(=).

Assim, fixando x e variando y encontramos

(e xne)(@= [ ] dG@)dF()

- f(a,b]Wb) - G(2))dF (x)

= G)[F(b) - F(a)] - f( ., GF.

Subtraindo estas duas expressoes para (g x jig)(£2) obtemos o desejado#
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