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Capitulo 2

INTEGRACAO

...entre as muitas defini¢oes que tem sido sucessivamente
propostas para a integral de fun¢oes em uma variavel real

e a valores reais, eu tenho retido apenas aquelas que, em
minha opiniao, sao indispensaveis para entender as trans-
formacoes ocorridas com o problema da integracao, e para
capturar a relacao entre a nocao de area, tao simples em
aparéncia, e algumas defini¢oes analiticas mais complicadas
da integral. Alguém pode questionar se é realmente interes-
sante se ocupar com tais complicacoes, e se nao é melhor se
restringir ao estudo das funcoes que necessitam apenas defi-
nigoes simples... Como veremos neste curso, teriamos entao
que renunciar a possibilidade de resolver muitos problemas
ha muito tempo apresentados, e cujo enunciado é simples. E
para resolver tais problemas e nao por amor a complica¢oes
que eu introduzi neste livro uma defini¢ao de integral mais

geral que a de Riemann. H. Lebesgue, 1903



2.1 Funcoes Mensuraveis

Uma fungao f: X - Y induz uma aplicagao f~1: P(Y) - P(X), definida por

fHE)={zreX: f(z)eE},
que preserva unioes, interseccoes e complementares. Se N é uma o-dlgebra sobre
Y, entao {f~'(E): F € N} é uma o-élgebra sobre X. Se (X, M) e (Y,N) sao
espagos mensuraveis, dizemos que a fungao f: X — Y é (M, N)-mensuravel,

ou mensurdvel, se f~1(F) € M, para todo E € N.
Se f: X >Y é (M,N)-mensurdvel e g: Y - Z é (N,O)-mensurével, entao
gof:X -2 é (M,0O)-mensuravel.

Proposigao 2.1 Seja N a o-dlgebra gerada por €. Neste caso, uma aplicacao
f: X =>Y é(M,N)-mensurdvel se e somente se f[~(E) e M, para todo E €E.

Prova.

A “ida” é ébvia. Para a “volta”, veja que a familia {E c Y : f-1(F) e M} é

uma o-algebra contendo £. Tal familia contém N = o (€) [gerada por £] &

Corolario 2.1 Se X e Y sdo espagos métricos (ou topoldgicos), toda fungao

continua f: X =Y € (Byx,By)-mensurdvel.
Prova. Exercicio.

Se (X, M) é um espaco mensuravel, uma fungao f: X — K, onde K =R ou
K = C, é dita M-mensuréavel, ou apenas mensuravel, se é (M, Bx) mensuravel.
A menos que especificado, as o-algebras no contra-dominio sao sempre en-
tendidas como By [isto é, Bg ou Bc|. Em particular, uma funcao f: R - K é
Lebesgue mensuravel se é (L, Bx) mensurdvel. Analogamente, f: R - K é

Borel mensuravel se é (Bg, Bx) mensuravel.

Atencao: Se f,g: R - R sao Lebesgue mensuraveis, nao podemos concluir
que f o g é Lebesgue mensuravel, mesmo supondo g continua. Pois, dado E € By
temos que f~1(FE) € L, porém nao sabemos se f~}(E) é um boreliano e portanto
nao podemos garantir que g*l(ffl(E)) € L (Exercicio 9 2.1). Entretanto, se f é

Borel mensuravel, entao f o g é Lebesgue ou Borel mensuravel, conforme g.



Proposicao 2.2 Seja (X, M) um espago mensurdvel e f: X - R. Sao equiva-

lentes as afirmagdes abaizo.
(a) f é M-mensurdvel.
() -
(c) f~
(d) f~
(e) [~

1((r,00)) € M, para todo r € R.
1([r,00)) € M, para todo r € R.
Y((~00,7)) € M, para todo r € R.
((~00,7]) € M, para todo r € R.

Prova.

Como a o-algebra Bg ¢ gerada por cada uma das familias de intervalos reais

em (b), (c), (d) e (e), basta empregar a Proposi¢ao 2.1 (cheque)#

Se (X, M) é um espago mensuravel, f : X - K é uma fungao arbitraria e

E € M, dizemos que f é mensuravel sobre F se
fY(B)nE e M, para todo boreliano B.

Equivalentemente, f|gp é Mpg-mensurével, onde Mg ={FnE:F e M}.

Seja X um conjunto, {(Ya,Na)}aca uma familia de espagos mensuréveis e
fo: X = Y, uma aplicacao, para cada a em A.

Entao, existe a menor o-algebra sobre X com respeito a qual todas as aplicacoes

fors s80 mensuraveis. A saber, a g-algebra gerada pelos conjuntos
fY(E,), onde E, e Ny e aeA,

chamada de o-algebra gerada pela familia de aplicagoes {f.}aca-
Assim, considerando o produto cartesiano de conjuntos
Y =]]Ya,
acA

temos que a o-dlgebra produto (vide secao 1.2) é a o-dlgebra gerada pelas projegoes
To 0 Y = Y, (cheque).



Proposigao 2.3 Sejam (X, M) e (Y,,N,), com « € A, espagcos mensurdveis.

Sejam
Y = HYQ, N = ®./\/a emo:Y > Yy, comaceA, as projecoes.
A A
Entao, uma fungao f: X -Y é (M, N)-mensurdvel se e somente se f, =740 f

¢ (M, N,)-mensurdvel, para todo o em A.

X'y

fa\ l”a

Yo

Prova.

Pelo comentario prévio, cada projegao m, ¢ mensuravel. Logo, se f é men-
suravel, cada f, = f om, é mensuravel. Inversamente, se cada f, é men-

surdvel, concluimos que para cada E, € N, o conjunto
FHm (Ba)) e M.
Donde, pela Proposi¢ao 2.1(e comentario acima), f é mensurdvel#

Corolario 2.2 Uma funcgao f: X - C é M-mensurdvel se e somente se Ref e

Imf sao M-mensurdveis.
Prova.
Segue de Bc = Bz = Br ® Bg e da Proposigao 2.3 #
Para analisar funcées com valores em R = [~c0, 00], a afirmacio abaixo é 1itil.

Afirmagdo. Metrizemos R com a distancia p(z,y) = |arctan(z) — arctan(y)|.
Entao,

B@={ECE1EHREBR}.

Prova.
Para iniciar, solicitamos ao leitor verificar que p é uma métrica e que
A={FEcR:EnReBg}

é uma o-algebra (contendo Bg).



o Bz c A. Como pontos sdo fechados em R, segue que R =R \ {~o00, 00}

é aberto em R. Visto que

arctan: R — (—z,z)
2°2

é bicontinua, segue que a aplicagao identidade Id : (R,]|.]) = (R, p) é
bicontinua. Portanto, abertos em (R,|.|) sdo abertos em R e entdo

Br c Bg. Assim, dado E aberto em R, temos que E nR é aberto em
R eem R, e entdo E € A. Logo, Bz c A

o Ac Bg. Dado E € A temos
E=(EnR)u(En{-00,00}),
com EnR e By c By e, claramente, ££n{-oc0, 0} € Bg. Logo, Ac By #

Por favor, mostre que, analogamente a Proposicao 1.1, a o-dlgebra By ¢ gerada

por cada uma das duas familias de abertos
{[-o00,a):aeR} e {(a,00] :a e R}.

Dizemos que f : X — R é M-mensurdvel se f é (M,Bg)-mensurdvel. Vide

Exercicio 1 2.1.

Proposicao 2.4 Se f,g: X — C sao M-mensurdveis, entio f+g e fg também.

Prova.
Consideremos
F: X-CxC S:CxC-C P:CxC-C
, e
F(z) = (f(z),9(x)) S(z,w) =z+w P(z,w) = zw.

Pela Proposicao 1.4 temos Bexe = Be ® Be. Logo, pela Proposicao 2.3, a
fungao F' é (M, Bexe)-mensuravel. Pelo Coroldrio 2.1 as fungées S e P s@o

(Bexce, Be)-mensurédveis. Assim sendo,
f+g=SoF e fg=PoF

sa0 M-mensuriveiss



A Proposicao 2.4 é também valida para funcoes f : X — R, tomando-se o

devido cuidado com as expressoes indeterminadas oo — oo e 0.0c0. Recordemos a

convengao
0.00 = 0.
Vide também Exercicio 2, 2.1.
Proposicao 2.5 Se f;: X - R, para j=1,2,..., sGo mensurdveis, entdo

g1(x) = Sl;p fi(z), g3(z) = limsup f;(z),

g2(z) = irjlf fi(2), g4(z) = liminf f;(z)
também. Ainda, se existe o limite
flx)= JIH?O fi(x) para todo x € X,
entao f € mensurdvel.

Prova.

Pela identidade

(@

g7 ((a,00]) = U f7((a, 00]),

I
—

J
temos que a fun¢do g; é mensuravel (vide Exercicio 4 2.1). Como temos
g = sgp(—fj),
segue que go ¢ mensuravel. Pelo ja provado para g, e g9, as fungoes
g3 =1infsup f; e g4 = supinf f;
k >k L =2k

sS40 mensuraveis.

Finalmente, se f existe entao temos f = g3 = g4 e portanto f é mensuravels.
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Corolario 2.3 Se f,g: X - R sao mensurdveis, entdo

max(f,g) e min(f,g)

840 mensurduveis.

Prova. Trivial (segue imediatamente da proposi¢ao acima)#

Corolario 2.4 Se f;: X - C, para j =1,2,..., sao fungcoes mensurdveis e existe
f(z) =lim f;(z), para todo x em X,
entao f € mensurdvel.

Prova. Segue do Corolario 2.2#

Dada f: X — R, as partes positiva e negativa de f sdo

fH(x) =max(f(x),0), [ (2) = max(-f(x),0).
Temos (verifique)
f=r=f M=+ e UP=0U)+()"

Se f é mensuravel, pelo Corolario 2.3 segue que f* e f~ também o sao. Logo,

f é mensuravel se, e s6 se, f* e f~ também o sao.

Dada f: X - C, sua decomposigao polar é

Z

L se z #0,

f=(sgnfIfl,  com sgnzs=
0, sez=0.
Vejamos que se f é mensuravel, entdo |f| e sgn(f) sdo mensuraveis. De fato,

a fungao z — |z| é continua sobre C e portanto

[fl=1-Tef

¢ mensuravel. Ainda, a fungao sgn(z) é continua, exceto na origem. Donde,
se U é um aberto em C, o conjunto sgn='(U) é ou um aberto ou é da forma
V' u {0}, onde V' é aberto. Logo, a funcao sgn(z) é Borel mensuravel e portanto

sgn(f) =sgno f é mensuravel.
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A seguir, consideremos um espago mensuravel (X, M). Dado E c X, a
fungao caracteristica yp de E (as vezes chamada fungao indicador de E
e denotada por 1g) é definida por

{ 1 sexek, .
xe(x) = Atencdo: x4(z) =0, para todo .
0 sex¢kl.
E claro que g ¢ mensuravel se, e s6 se, £ ¢ M. Uma funcao simples sobre
X é uma combinacao linear finita, com coeficientes complexos, de funcgoes ca-
racteristicas de conjuntos mensuraveis. Fungoes simples nao assumem os valores
+oo. E facil ver que f: X — C é simples se e somente se f é mensuravel e a

imagem de f ¢ um subconjunto finito de C. De fato, temos
f = ZZjXEj7 onde Ej = f_l({zj}) € Imagem(f) = {217 .. '7Zn}'
j=1

Esta é a representagao (forma) standard (padrao, canodnica) de f, exi-
bindo f como uma combinacao linear com coeficientes distintos, de fungoes ca-
racteristicas de conjuntos disjuntos e n3o vazios cuja uniao é X (i.e., uma partigao
de X). Um dos coeficientes z; pode ser 0, entretanto o termo z;x g, deve ser man-

tido na forma standard, ja que o conjunto F; pode ser importante na prética.
E ébvio que se f e g sao funcoes simples entao f+¢g e fg também sao simples.

O teorema abaixo é um dos pilares da teoria de Lebesgue. Existe uma ane-
dota “sem graga” comparando os métodos de Lebesgue e Riemann. Segundo tal
estoria, Lebesgue teria sido melhor caixa de banco que Riemann. Imagine moedas
diversas em vdrios pontos do eixo Oz, e interprete f(x) como o valor da moeda
na posicao x. Somemos todos os valores. No método de Lebesgue, particionando

Oy e formando conjuntos Ejs com moedas de valores v, obtemos

O método de Riemann é menos eficiente ja que aproxima o valor total agrupando
arbitrariamente as moedas (particionando Ox), e entao somando os produtos do

nimero de moedas em um grupo pelo valor de uma moeda qualquer neste grupo.
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Teorema 2.1 (Aproximacao Basica). Seja (X, M) um espaco mensurdvel.

(a) Se f: X —[0,00] € mensurdvel, entao existe uma sequéncia (p,) de fungoes
simples tal que 0 < 1 < g << f e w, > f pontualmente. Ainda mais,

wn = f uniformemente sobre todo conjunto no qual f € limitada.
Se temos f > ¢ para alguma constante ¢ >0, entdo podemos supor p, > c.
(b) Se f: X - C € mensurdvel, entio existe uma sequéncia (v,) de funcoes

simples tal que 0 < |p1| < |pa| <+ <|f] € on = f pontualmente. Ainda mais,

©n = [ uniformemente sobre todo conjunto no qual f é limitada.
Se temos |f| > ¢ para uma constante ¢ >0, entao podemos supor |p1| > c/3.
Prova.

(a) Para cada n € N particionemos o intervalo [0,n] em n2" subintervalos de

igual comprimento, 1/27, e definamos

-] B e F @<k eomj=1m2
Pnll) =
n, se f(z)>n.

Cada ¢, é positiva, simples e ¢, (z) < f(z). Ainda, temos @,1(x) > @, (2)
pois, se (j —1)/2" < f(x) < j/2" entao (25 — 2)/2™! < f(x) < 2j/2" e
portanto ¢,.1(x) > (27 —2)/2™! = p,(x). Se f(x) >n =n27t1/27+1 entao

Ons1(x) 2 n2n*tL 20+ = = @, (). Ainda mais, se f(z) < n entao

0< F(r) = nle) < 51

o que mostra que p,(z) # f(x) em todo ponto e também que ¢,, converge

uniformemente a f sobre os subconjuntos em que f é limitada.

Figura 2.1: ITlustragoes para ¢ e g
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O caso f > ¢, a seguir, pode ser deixado para uma segunda leitura. Consi-
deremos a fungao f—c >0 e a sequéncia acima dada e formada por fungoes
simples e positivas (¢, ) tal que ¢, # (f —¢). Entao, a sequéncia

Pn = ¢n +c

¢é dada por funcgoes simples e satisfaz as condigoes

On A f, pr2c e @, heiici f mnos subconjuntos onde f é limitada.

(b) Escrevamos f = u+iv. Por (a), existem quatro sequéncias crescentes de

fungoes simples positivas ;) ., (& e ¢, convergindo as partes positivas

e negativas u*, u~, v* e v~. Todas as fungoes envolvidas sao mensuraveis.

Evidentemente
o= (U =) +i((y = C,) ésimples, o, = f e
[enl® = (5 = ¥n)? + (G = G)* = (Vi) + () + (6)* + (6)* < pman [
Donde segue |p,| # |f].
Pelo item (a) segue que ¢, il f nos subconjuntos onde f é limitada.
O caso |f| > ¢, a seguir, pode ser deixado para uma segunda leitura. Temos
|f12=u?+ 02>

Sejam

c c
U=3z:|u(x)|>2—=; e V=<5x:|v(z)>—".
oz =) e v o iz 5
E trivial ver que (cheque, vide diagrama abaixo)

X=U[JU® e U°cV.

X = U:{|u|2

S

Suponhamos U # @& (o caso U = @ é comentado ao longo da prova).
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No conjunto U temos

Sejam U* e U~ dados por

U*={er:u*(x)22—\C/§}.

E trivial ver que (cheque)
U=U"JUNU") e (U~NU")cU, comU*+zouU~U"+g2.

Vide diagrama abaixo.

U = U*z{u+2 C} U~NU*

Existe ao menos uma de duas sequéncias (g}) e (g;) de fungoes simples,
respectivamente definidas nos conjuntos disjuntos U* e U \ U* [pois ao

menos um destes conjuntos é nao vaziol, cada qual satisfazendo

gr A u’ com gy g, 7 U com g; >

, ¢ c
T 2V2 22

Estendamos ¢;; como nula em U \ U* e, ainda, g, como nula em U*. Cer-
tamente existem estas duas extensoes [se U* = @ entdao g¢ = 0], as quais

também denotamos g;} e g,, com ambas definidas em U e positivas simples.

Para todo ponto x € U, temos

() = g () — ' (2) —u” () = u(x), gn () + g, () 7 fuz)] e

c

(@) + g7 (@) 5

9
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Quanto ao conjunto U¢, utilizemos o item (a). Entao consideramos duas
sequéncias (G) e (G;) de fungoes crescentes, simples, positivas, definidas
em U¢ e convergindo pontualmente a u* e u~ (restritas a U¢), respectiva-
mente. Ainda no conjunto U¢, estendemos g; e g, como G} e G, respec-
tivamente. Assim, obtemos sequéncias crescentes (g;) e (g;) de funcoes

definidas em todo o X que sao simples e positivas e satisfazem

In =G — U Gotgy A lul e (91*+91‘)(1’)2$86er.

Estas trés afimagoes acima sao validas, seja U vazio ou nao.

Analogamente, encontramos duas sequéncias crescentes () e (h;,) de fungoes

definidas em X que sao simples e positivas e satisfazem

ht—hn —v,  Ri+hs Al e (hi+hD)(z)>——sexeV.

2V/2
Definamos entao
On = (gn = gn) +i(hy, = hy).

Utilizando X = U u 'V, segue

. C
pn—uriv=Ff, e 2P e ]2z em Xa

2V2

Em geral, nao é desejavel considerar conjuntos nulos ao estudar fungoes men-

suraveis. Neste sentido, medidas completas sao muito mais maleaveis.

Proposicao 2.6 As implicagoes abaizo sao verdadeiras se, e so se, ju é completa.
(a) Se f € mensurdvel e f =g q.s., entao g € mensurdvel.

(b) Se f, € mensurdvel, paraneN, e f, - f q.s., entao f é mensurdvel.

Prova. Exercicio 10 2.1. Sugestao para a verificagao de (a): se u nao é completa
entao existe £ c N com E ¢ M e u(N) =0. Logo, temos xg =0 q.s. mas yg nao

¢ mensuravel.

16



O proximo resultado mostra que é pouco provavel que alguém cometa um erro
grave ao esquecer de verificar se a medida é completa e sera utilizado para definir

a classe das fungoes Lebesgue integraveis.

Proposicao 2.7 (Representagao de Fungoes i-mensuraveis). Seja (X, M, 1)
um espaco de medida e (X, M,Ti) seu completamento. Suponha que f é uma
funcdo M-mensurdvel sobre X. Entdo, existe uma funcdo M-mensurdvel g sa-
tisfazendo

f =9 n-quase sempre.
Prova.

Podemos supor, sem perda de generalidade, f: X — [0, +oo].
Pela definicio de (X, M, i), a afirmacio é 6bviano caso f = g, com E € M.

Logo, a afirmagao ¢é valida se f é uma fungao M-mensuravel simples.

Quanto ao caso geral, escolhamos uma sequéncia (, ) de funcoes M-mensuraveis
simples que converge pontualmente a f, de acordo com o Teorema 2.1 (apro-
ximagao bésica). Consideremos, para cada n, uma funcao v, que é M-
mensuravel simples e satisfazendo ¥, = ©,, exceto em um conjunto £, € M

tal que (B, ) = 0. E claro que
g( E) -0
n=1
Considerando N € M tal que

w(N)y=0eNo>|JE, (cheque a existéncia de N),
n=1

definamos
g = lim X yUn.

Pelo Corolério 2.4, a funcio g é M-mensurdvel. E ¢bvio que

g=fsobre X \ N &

17



2.2 Integracao de Funcgoes Positivas

Fixemos um espaco de medida (X, M, ). Seja
L*={f:X —>[0,+00]: f é mensurdvel}.

Se ¢ é uma fungao simples em L*, com representacao standard
n
Y= Z a’jXEj y
j=1

definimos a integral de ¢, com respeito a u, por
/ pdp = a;u(Ey),
j=1

convencionando 0.c0 = 0. Notemos que [ @du pode valer co. Se ndao houver risco
de dubiedade, abreviamos [ pdu por [ ¢ (apesar que em dissertagoes, teses e
artigos é recomenddvel evitar tal abuso de notagao). Por vezes, é conveniente
explicitar o argumento de ¢, especialmente quando ¢(x) é dada por uma férmula

em termos de x ou quando ha outras varidveis envolvidas. Neste caso escrevemos

[ e(@)du(a)

[no entanto, alguns autores preferem escrever [ pu(dr)].
Se A € M, entdo px 4 também é simples (pois ¢xa = X a;Xang,, sendo que tal

representagao nao é necessariamente a standard) e definimos

/; pdp = f oxadp.

Se E € M, a forma padrao para xyg € 1xg + Oxge. Logo,
f xedp = p(E).
Proposicao 2.8 Sejam ¢ e ¢ funcoes simples em L*. Vale o que seque.
(a) [ codp=c[ pdu, para todo ¢ > 0.
(b) J(p+¢)dp= [ edu+ [ Pdp.
(c) Se o <1, entao [ pdu< [ ddp.

(d) A aplicagio A [, pdp é wuma medida sobre M.
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Prova.
(a) Trivial.

(b) Escrevamos as formas padroes ¢ = 3, a;Xg,, ¥ = L biXr, € 9+U = X axa,-
O espaco X ¢ particionado pelos Ej,, pelos Fis e pelos Gys. E facil ver
que qu(G;n Ejn Fy) = (a;j + bp)u(Gy n E; n Fy), para quaisquer j, k e [
[alerta: (@) = 0]. Pela aditividade finita de p segue

e =Y aju(E;) = '%laj,u(Ej nF.nG))
‘7 ]’ b

[ = % bya(B; 0 Fin G
J7 b

[(p+y) = %ICJM(EJ‘ nFnG) = ‘%l(aj +bp)p(E; 0 Fi,n Gy).
WL

IR,

(c) Com a notagao em (b), se ¢ <9 temos a;pu(E;nFnG)) < bpp(E;nFrnG))

para quaisquer j, k e [. Logo,
fosfo

(d) Seja (An)nyc M tal que A =1J, A,. Entao, xaxe, = Xang, €
G =f<PXA=f%:anAnEj
= %jaju(AmEj)
Z%jéjaju(AnmEj)
=§I¢XA,L =%:fAn<,0 *

A seguir, estendemos a integral a todas as fungoes f € L* definindo

/fduzsup{/god,u:()étpéfegoésimples}.

Pela Proposicao 2.8(c), as duas definigdes para [ f du coincidem se f é simples,
pois a familia de funcoes simples sobre a qual o supremo é computado inclui f.

Ainda mais, pela definicao é ébvio que

[fduﬁ/gdu, se f<g, e /cfduzc/fdu, com c € [0, 00].

A seguir estabelecemos um dos teoremas fundamentais sobre convergéncia.
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Observagao 2.1 Sejam f,g € L*. Entao, sio mensurdveis os conjuntos

(a) {z:f(z)>g(x)} (0) {z:f(z)#g(x)}
(c) {z:f(x)=g(x)} (d) {x:f(x) <g(x)}.

Prova.

Seja {r, : n € N} uma enumeragdo dos nimeros racionais estritamente

positivos. Entao,
{z: f(z)>g(x)} = LnJ{x Hf(x) >} n{air, > g(a)}

é mensuravel. Logo, {z: f(z) # g(x)} ={z: f(x) > g(z)}u{x: f(z) < g(x)}

¢ mensuravel.

Os conjuntos em (c) e (d) s@o complementares dos dois primeiros#

Teorema 2.2 (Teorema da Convergéncia Monétona). Seja (f,)n, em L*,

com fn < fne1, para todo n, e f =1im f,,. Entao,

/fd,u:hmffnd,u.

o E 6bvio que existe lim f,(x) = f(x) € [0,00], para todo 2 € X. Pela Pro-

Prova.

posicao 2.5 segue que f é mensuravel. Pelo ja comentado, a sequéncia

([ fu)n é crescente e majorada por [ f e, entdao, lim [ f, < [ f.
o A desigualdade reversa. Dado €€ (0,1) e o simples tal que 0 < ¢ < f, seja
E,={z: fo(x) 2 ep(x)}.

Pela Observacao 2.1, (E,) é uma sequéncia crescente de conjuntos men-

suraveis cuja reuniao é X. Assim,

/fananEn:[EnfnZE/Enap.

Pela Proposicao 2.8(d) e Teorema 1.1(c) segue [, ¢ # [ ¢ e portanto

limf fnzef ¢, para todo € € (0,1).

Donde segue lim [ f, > [ ¢, para todo ¢ simples tal que 0 < ¢ < f. Logo,

lim/fnszab
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O teorema da convergéncia monétona é essencial em vérias situagoes, mas sua

imediata importancia para noés se da como indicamos a seguir. A definicao da

| s

envolve o supremo sobre uma enorme (geralmente nao enumeravel) familia de

integral

funcoes simples, e pode ser dificil computar tal integral diretamente da defini¢ao.

Por tal teorema, para estimar a integral de f basta computar

lim f Pndp,

com (p,) uma sequéncia de fungoes simples tal que ¢, ~ f, e o Teorema 2.1
(aproximagao bdsica) afirma existir tal sequéncia. Como primeira aplica¢do, mos-
tramos a aditividade da integral, estendendo a Proposigao 2.8(b) para sequéncias

de funcoes, positivas, nao necessariamente simples.

Teorema 2.3 Seja (f,) uma sequéncia, infinita ou nao, em L* e f =Y, fo.

Entao,
Jraun=3 [ fodn.

Iniciemos com duas fungoes f; e fo. Pelo Teorema 2.1 (aproximacao bésica)

Prova.

existem sequéncias crescentes (y,) e (¥,) de fungdes simples e positivas
convergentes a f; e fo. Assim, pelo teorema da convergéncia mondétona e

Proposigao 2.8(b) temos

[ g =1im [ ourvn) =tim( [ [0)
=lim/<pn+lim/1pn=/f1+[f2.

[]zvjfn=]zv:ffm para todo N.

Impondo N — oo e novamente utilizando o teorema da convergéncia mondtona

JEh-x )

Por inducao segue

encontramos
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Atenc¢do. O resultado abaixo inclui um item a mais, (b), que o em Folland, p. 51.
Proposicao 2.9 Sejam feL* ege L".

(a) Temos [ fdu=0 se, e somente se, f =0 g.s.

(b) Se f=g q.s. entao [ fdu= [ gdu.

Prova.

(a) = Sejam E, = {z: f(z) > 1/n} e a funcao simples e positiva ¢, = Lxg, .

Temos 0 < ¢, < f e, por definicao de integral,

%M(En)=f<pn£ff=0-

Donde segue, u(E,) =0 para todoneNe f=0 q.s.
< E claro que [ f=sup{[p:0<p<feypsimples}=sup{0}=0.

(b) Existe E c {z : f(x) = g(x)} tal que pu(E°) = 0 (cheque). Donde segue
fxee =0q.s. e gxpe =0q.s. Por (a) e pela aditividade da integral (Teorema

2.3) concluimos

/fszXE“‘/fXEc:v/L;f:—/;g e também fg:ﬁﬂg;

Exercicio. Em Folland p. 51, a prova do resultado abaixo contém um “errinho”?

Corolario 2.5 Sejam (f,) c L* e f € L* tais que f,(x) » f(x) ¢q.s. Entdio,
lim[ frndup = [fd,u.

Prova.

Existe E' tal que f,xg 7~ fxg em todo ponto e u(E<) =0 (cheque). E claro
que fxg = fqs. e fuxe = fa q.s. Entao, pela Proposi¢ao 2.9(b) e o teorema

da convergéncia mondtona obtemos

tim [ fo=tim [ foxe= [ fxe= [ 1e
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A hipétese de que (f,)n convirja ao menos ¢.s é essencial ao teorema da

convergéncia monotona. Se X =R e p é a medida de Lebesgue, temos que
X[n’n_'_l] —0 e TLX[O%] — 0.

pontualmente. Vide graficos abaixo.

¢
Figura 2.2: O grafico de xo,1) e graficos para nX[0,1]

Porém,

f X[n,n+1]du = f nX[O%]d/uL =1, para todo n.

Pelo esboco dos gréaficos vemos que o problema nestes dois exemplos é que a
area abaixo do grafico “foge ao infinito” se n — oo, e assim a area no limite ¢é

menos do que se poderia esperar.

Isto é tipico quando a integral do limite nao € o limite das integrais, no entanto
em tais situagoes existe ainda uma desigualdade que permanece valida. Nos a

deduziremos através do seguinte resultado geral, chamado Lema de Fatou.
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Teorema 2.4 (Lema de Fatou). Seja (f,)uma sequéncia em L*. Entao,

/(liminffn)d,uﬁ liminf[ fndp.
Prova.

Fixado n, é claro que

J ()<t ] 5

Impondo n - oo e aplicando o teorema da convergéncia mondtona obtemos

/ liminf £, < liminf f 8

Notagao. Se (f,) converge a f pontualmente (ou simplesmente), ou uniforme-

mente, ou quase sempre, escrevemos respectivamente

u

[ A A R e

Corolario 2.6 Se (f,)cL*, felL* e f, L% . entio

/fd,uﬁliminf[fndu.

Prova.

Como na prova do Corolério 2.5, podemos modificar f,; e f em um conjunto
S .
nulo de forma tal que f, — f, sem alterar os valores de suas respectivas

integrais. Agora, o resultado é imediato do Lema de Fatou #

Proposicao 2.10 Seja f € LT tal que

Lfdu<oo.

Entao, {x: f(x) =00} € um conjunto nulo e {x: f(x) >0} € o-finito.

Prova. Exercicio 12 2.2.
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2.3 Integracao de Funcoes Complexas

Seja (X, M, ) um espago de medida e f: X - R mensuravel. Definimos
f fdu= f frdu - f f~dpu, se a diferenca é bem definida em R.
Dizemos que f é integravel se

/f*d,u<oo i ff‘du<oo.

Visto que |f| = f*+ f~, segue que f é integravel se e somente se

f|f|du< 0.

Proposicao 2.11 O conjunto das funcoes integraveis definidas em X e a valores

reais, € um espaco vetorial real a a integral é um funcional linear sobre tal espaco.

Prova. Sejam a e b nimeros reaise f: X >R e g: X — R integraveis.

A estrutura vetorial segue de |af + bg| < |a||f| +|b] |g|- Ainda, é claro que

faf:aff.

Quanto a aditividade, escrevamos (f+g)* = (f+g) = f+g=f*-f"+g"—g".
Donde entao segue (f+¢g)*+f~+g =(f+9g)" + f*+g". Assim obtemos

f(f+g)*+ff*+fg’=f(f+9)’+ff*+fg*-
Por fim,
[sar= [ray=[-oy= [ 1= [+ o= [a=[1] g9

Se f: X — C é mensuravel, dizemos que f é integravel se

[ 11y < .

Dado E € M, dizemos que f é integravel sobre E se

[l [ 17y < .
25



As desigualdades
|/ < [Ref[+ [Imf] <2|f]

mostram que f é integravel se e somente se Ref e Imf sao integraveis e, neste

ffdu:/Refd,quImfdM.

E facil ver que o conjunto das fungoes integraveis a valores complexos é um

caso, definimos

espago vetorial complexo e que a integral ¢ um funcional C-linear sobre tal espaco.

Provisoriamente, denotaremos tal espago (vetorial complexo) por
L'(p), ou LY(X,u), ou L'Y(X), ou L' dependendo do contexto.

Proposicao 2.12 (Desigualdade Triangular para Integrais). Se f € L(X),

[ rar < [1s1dn

entao

Prova.

Se f é real, temos

A\ 5 frls oo frefun

Se f é a valores complexos, consideremos o niimero complexo

[l f 1= [ o

¢ um numero real e o tem modulo 1. Portanto,
[ 1= [ retan < [ Re(an)i< [lafi= [ I11a

Observagao 2.2 Se f e L1(X) entdo f e L'(F) para todo mensurdvel E c X.

Entao,

o Note-se a analogia com somas nao ordenadas: se (z;); ¢ C € uma familia

somavel e K c J, sabe-se que a sub-familia (z)x € somdvel.

e A analogia nao se mantém para séries pois
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Ateng3o. A prova abaixo difere (um pouco) daquela em Folland p.54.

Proposigao 2.13 Sejam [ e g, ambas em L'.
(a) O conjunto {z: f(z)+0} é o-finito.
(b) Sao equivalentes:

(b1) [, fdu=[,9du, para todo E € M.
2) [1 - dldn=0.
(b3) f=g gs.

Prova.
(a) Segue da Proposigao 2.10, aplicada a Ref e Imf.
(b2) <>(b3). Segue da Proposigao 2.9(a).

(b3) =(b1l). Podemos supor f real. Dado E € M, devido a hipétese temos
fxE =9xe q.s. Logo, pela Proposicao 2.9(b) concluimos

ffxE=/ng.

(bl) =(b2). Pela Observacao 2.2 e a Proposi¢ao 2.11, podemos supor g = 0.

Também podemos supor f real. Devido a hipotese temos

fEfzoszcf e E={r:f(z)20}eM.

[in=[r-[ r-0s

Logo,

Comentario.

A proposicao acima mostra que para integrarmos nao faz diferenca se alte-
rarmos fungoes em conjuntos nulos. De fato, podemos integrar funcoes f
que estao definidas somente em um conjunto mensuravel E, cujo comple-
mentar é nulo, simplesmente definindo f como 0 (ou qualquer outro valor)

sobre E¢ (apesar que prefiro evitar tal artificio). Mostremos tal fato.
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Dado o particular valor 0 e definindo

pe=0

Flp=f e F

e considerando um aberto O temos
F10)=f10)se0¢0 e F*O)=fO)|JE"se0eO.

Claramente F' é integravel se e s6 f é integravel e que entao as integrais sao
iguais. Em particular, podemos tratar fungoes mensuraveis a valores em R
que sejam finitas ¢.s. como fungoes reais (i.e., fungdes a valores reais), para

o proposito de integrarmos.

Devido a tal comentario, redefinimos L'(x) como o conjunto das classes de
equivaléncia das fungoes integraveis sobre X, definidas quase sempre, onde f e g

sao consideradas equivalentes se e somente se
f=9qs.

Este novo L'(p) é ainda um espago vetorial complexo (com a adigao e a
multiplicagdo ponto a ponto definidas q.s.). Embora doravante vejamos L'(u)
com um espago de classes de equivaléncia, ainda assim escreveremos “f € L'(u)”,
significando que f é uma funcao integravel definida q.s. Este pequeno abuso de

notagao é usual e raramente causa confusao.

Esta nova definigao de L'(u) tem duas vantagens adicionais.

Primeira vantagem. Se 71 é o completamento de p, a Proposigao 2.7 (Repre-
sentacao de fungoes fi-mensurdveis) fornece uma bijecdo entre L'(m) e L'(u).
Entao, identificamos

L' (1) = L' (7).
Segunda vantagem. O conjunto L' é um espago métrico com distancia
p(f.9) = /If—gldﬁ'
De fato, a desigualdade triangular é trivial e a propriedade simétrica é obvia.
Para provar que p(f,g) = 0 implica f = g, é necessario identificar fungées que

s@o iguais q.s., de acordo com a Proposi¢ao 2.13 (b). E costume nos referimos a

convergéncia em relagao a tal métrica como convergéncia em L!(u). Assim,

fnL—1>f se e somente se f|fn—f|du—>0.
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O Teorema da Convergéncia Dominada, que provamos a seguir (junto
com algumas consequéncias), é o ultimo dos trés resultados bésicos sobre con-
vergéncia (os outros dois sdo o teorema da convergéncia mondtona e o lema de
Fatou). No contexto da teoria da integragdo sobre R com a medida de Lebes-
gue (vide discussao prévia ao Lema de Fatou), a idéia inerente ao teorema da
convergéncia dominada € a seguinte:

s fu > f

e

os graficos de |f,ss| estdao confinados a uma regiao do plano com drea finita,

[fndm»/fdm.

Teorema 2.5 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja (f,,) uma sequéncia

entao

em L' satisfazendo
(CL) fn - f q.S.

(b) Eziste uma fungao positiva g € L' tal que |f,| < g q.s., para todo n.

lim[fndu=[fdu.

Prova. Provemos algo mais forte.

Nestas condicoes,

Redefinindo as f,/s como zero em um conveniente conjunto nulo, podemos
supor toda sequéncia (f,(z) convergente e |f,| < g em todo ponto. Assim,
f é mensurdvel, com |f| < ge fe L. E trivial ver que Ifo = fl < g+ ]|f]-

Logo, g+ |f| = |fn— f| 0. Pelo lema de Fatou temos
fliminf(g+|f|—|fn—f|)dx sliminff(g+|f|—|fn—f|)dx.

Donde segue

f(g+|f|)dacs f(g+|f|)dm+liminff—|fn—f|dx.

Portanto

limsupf|fn—f|)dx30 e entao /|fn—f|dx—>0.

Em particular, pela desigualdade triangular para integrais segue o anunciado#
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Teorema 2.6 Seja (f,)uma sequéncia em L' tal que

% Valdp < oo

Entao, Y77 fn converge (absolutamente) q.s. a uma fun¢ao em L' e

f (oo

Pelo Teorema 2.3 segue que ¢é finita a integral

e

g= Z |fn| eL'.
n=1

Podemos supor ¢ finita em todo ponto e a série Y -, fn.(x) convergente

Prova.

Logo,

(absolutamente) em todo ponto. E claro que

N
> fn

n=1

< g, para todo N.

Pelo teorema da convergéncia dominada aplicado a sequéncia das somas

parciais f; +--+ fy, com N =1,2,..., obtemos

J L= e

Comentarios. No teorema acima, usemos a linguagem de somas nao ordenadas.

Mantidas as hipdteses do teorema, vale o que segue.

e Existe um conjunto mensurdvel E, com pu(E¢) =0, para o qual temos
Y fa(z) =) fu(z), para todo x € E.
n=1

e Temos também

5 [ fudn= [ s

Definicao 2.1 Dada uma funcao continua f : X — C, onde X ¢ um espaco

métrico (ou topoldgico), o suporte de f ¢

supp(f) ={z: f(z) # 0}.
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Teorema 2.7 (A Densidade das Funcgoes Simples e Integraveis em L!).
Sejam fe LYW (X,p) ee>0.

(a) Eziste uma fungdo simples e integrdvel ¢ = ¥ a;xg, tal que

f |f —eldu <e.
[A densidade se dd na métrica de L'.]
(b) Suponhamos que p € uma medida de Lebesgue-Stieltjes na reta real.

(b1) Os conjuntos E; na definicao de p, em (a), podem ser escolhidos como

unioes finitas de intervalos abertos.

(b2) Ezxiste g:R — C continua e de suporte compacto tal que

[ 17 -gldn<e

Prova.

(a) Seja (¢,,) uma sequéncia de fungdes simples como no Teorema 2.1(b). Logo,
lon — f| = 0 a.s. e |, — f| <2|f|. Pelo teorema da convergéncia dominada
segue

f lon — f| < € se n é suficientemente grande.

(bl) Mantenhamos a notacao em (a). Utilizando a representagao (néo standard)

Yn =X a;XE;, com Ejg disjuntos dois a dois e ajrs # 0, temos que

1 1
M(EJ)ZW[EJ%\SH/VVOO-
J J J

Ainda mais, se F' é um conjunto mensuravel, temos

u(EAF) = [ s, - xrl

Portanto, como p é uma medida de Lebesgue-Stieltjes sobre R, pelo Pri-
meiro Principio de Littlewood (Teorema 1.8) podemos aproximar xg,, na
métrica de L!, por somas finitas de fungoes caracteristicas x;, , onde os con-

juntos I, sdo intervalos abertos. Isto completa a prova de (bl) (cheque).

(b2) Com a notacao acima, se I = (a,b), podemos aproximar xj, (na métrica

de L') por fungbes continuas que se anulam em R \ (a,b) (cheque)#
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O teorema a seguir mostra um dos pontos fortes da teoria da integracao de
Lebesgue. Tal teorema ¢ menos restritivo que os teoremas usuais dados em livros

de céalculo avancado para a troca de um limite, ou uma derivada, com a integral.

Teorema 2.8 (Continuidade e Derivagao sob o Sinal de Integragao).
Seja f: X x (a,b) > C tal que f(-,t) : X - C € integrdvel para cada t € (a,b).
Consideremos
F(t) = [ f. ) du(a).
(a) Suponhamos existir g € LY(X) tal que |f(z,t)| < g(x), para todos x, t.

Suponhamos também que f(x,-) € continua em ty, para cada x. Entao, F

¢ continua em ty. Se f(x,-) € conlinua para cada x, entio F € continua.

% existe e que existe uma fungao g € L'(X) satisfazendo
of
—(x,t
57

Entao, F € diferencidvel e

dF of
(0= [ St du(a).

(b) Suponha que

<g(x), para quaisquer x e t.

Prova. Podemos supor que f é uma fungao real [cheque].
Seja (t,) uma sequéncia em (a,b) tal que t,, — to, com t,, # tg.

simples

(a) Definindo f,(x) = f(z,t,), temos que f, —— fo e |fu] < g. Pelo teorema

da convergéncia dominada concluimos que
F(ta) = [ ftn)du(@) » [ f(a.to) du(a).

(b) S&o mensuraveis as seguintes fungoes (definidas em X),

f(z,t,) = f(z,t0)
t, —to

Pela teorema do valor médio (pois f é real) temos
af
|h,(2)| < sup{‘a(x,t)‘ ite (a,b)} <g(x).

Portanto, pelo teorema da convergéncia dominada,

et f ot - )

hu() = e Jim ha(e) = S o, to)

=F'(ty)s
E importante notar que o teorema acima ¢é de carater local.
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Se u é a medida de Lebesgue, a integral que desenvolvemos até aqui é a

integral de Lebesgue.

A relagao entre a integral de Riemann e a integral de Lebesgue.
Investigaremos a relagao entre estas duas integrais utilizando as caracterizagoes

de Darboux para a integral de Riemann em termos das somas inferior e superior.

Seja [a,b] um intervalo compacto na reta. Uma particdo de [a,b] é uma

sequéncia finita e ordenada
P={a=zy<x <<z, =D}
A norma da particao P é
|P| = max{|z; —x;j4|: j=1,...,n}.

Dada uma fungao f:[a,b] — R limitada, as somas inferior e superior de Darboux

de f e relativas a particao P sao, respectivamente,
n n
s(f;P) = ij(-fj -—zj1) e S(fiP)= ZMj(x]’ ~Tj1),
j=1 j=1
com m; e M;, respectivamente, o infimo e o supremo de f restrita ao sub-intervalo
[x-1,%;]. Isto é,

m;=_inf f(x) e M;= sup f(z).

[zj-1,2; zj-1,24]

As integrais inferior e superior sao, ainda respectivamente,
b )
f f(x)dz =sups(f;P) e f f(x)dmzir};fS(f;P).
Za P a

¥

Figura 2.3: Soma inferior e soma superior (Darboux), com quatro sub-intervalos.

Dizemos que f é Riemann integravel se tais integrais inferior e superior

tem igual valor. Tal valor é a integral de Riemann de f que denotamos
b
[ f(x)dz.
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Ateng3o. A prova a seguir difere (um pouco) daquela em Folland pp. 57-59.

Teorema 2.9 Seja f:[a,b] - R limitada.

(a) Se f € Riemann integrdvel, entio f é Lebesque mensuravel (logo, Lebesgue

integravel pois [a,b] € limitado) e

fa " F(w)da = f[a,b] Fdm.

(b) (Critério de Lebesgue para a Integral de Riemann). A funcao f é
Riemann integrdavel se e somente se o conjunto dos pontos de descontinui-

dades de f tem medida de Lebesque nula.
Prova. Mantenhamos as notacoes introduzidas acima.

Preparagdo. Gragas a translacao f(x) - f(a), podemos supor f(a) = 0

(cheque). Dada uma particao P = {a = x¢ < --- <z, = b}, sejam as fungdes

= Z;mjx(xj—wfj] e Grp= Z;ij(u’vj—hxj]'
j= Jj=

Temos
s(fiP)= [ gpdm e S(fiP)= [ Gpam.

Existe uma sequéncia crescente de partigoes ( Py )y [i-e., Py ¢ P41 para todo

k] cuja norma tende a zero tal que [cheque]

s(f;Pk)/'fabf(x)da: ¢ S(f;Pk)\./abf(:c)dx.

A sequéncia de fungdes (gp,) é crescente enquanto (Gp,) é decrescente.

Ainda mais, temos gp, < f < Gp, para todo k. Sejam
g=limgp, e G=limGp,.

E claro que as funcoes g e G sao mensuraveis, limitadas, Lebesgue in-

tegraveis e g < f < G. Pelo teorema da convergéncia dominada segue

fgdm=lim/gpkdm:lims(f;Pk):[abf(x)dx.

Analogamente,

Gdm=1lim | Gp dmzlimS(f;Pk):_bf(x)dx.
/ J én )
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(a) Por hipétese, temos

f(G—g)dm:O e G-g=>0.
Logo,
g=G=fqs.
Sendo m uma medida completa, pela Proposicao 2.6 vemos que f é men-

suravel. Segue entao que

/W)] fdm = /abf(x)dx.

(b) (=) Toda funcao x(c,q ¢ continua a esquerda e assim, gp, e Gp, também.

Seja
E={z:g(z)=G(z) = f(z)}, logo n(E) = 0.

Como gp, 7 g e Gp, N G, segue que a funcao f é continua a esquerda nos
pontos de E (cheque). Analogamente (redefinindo gp, ¢ Gp, via fungoes da
forma x[cq)), vemos que f ¢é continua a direita q.s.
(<) Se f é continua em z, é claro que gp (z) 7 f(x) e Gp(z) N f(2).
Logo, devido a hipotese, temos g =G q.s e

£f(x)d:p = ff(x)d:p s

A integracao impropria de Riemann é entao reduzivel a integragao de Lebes-
gue. Algumas integrais impréprias de Riemann (as absolutamente convergentes)
podem ser interpretadas diretamente como integrais de Lebesgue, porém outras
requerem um procedimento limite. Por exemplo, se f é Riemann-integravel em

[0,0], para todo b > 0, e Lebesgue-integravel em [0, c0), entao

b
fdmzlim[ f(x)dx
[0,00) b—o0 J0

(pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue), entretanto o limite a
direita pode existir mesmo quando f nao é (Lebesgue) integravel. Por favor,

verifique o exemplo f = Y7 n X (nne1]-

Doravante, a menos que citado o contrario,

fab f(z)dx

¢é a integral de Lebesgue.
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(Integral de Lebesgue) X (Integral de Riemann) . Umas poucas ob-
servacoes, comparando a construcao das integrais de Riemann e de Lebesgue,
podem ser tteis. Seja f > 0 uma fungao limitada e mensuravel em [a,b]. Para
computar a integral de Riemann de f, particionamos [a,b] em sub-intervalos e
aproximamos f inferiormente e superiormente por funcoes constantes em cada
sub-intervalo. Para computar a integral de Lebesgue de f, selecionamos uma
sequéncia de fungoes simples que cresce para f. Em particular, se escolhermos a
sequéncia construida na prova do Teorema 2.1(a), estamos de fato particionando
a imagem de f em subconjuntos de sub-intervalos /; e e aproximando f por uma
constante em cada conjunto f~!(1;). Este procedimento requer uma teoria da me-
dida mais sofisticada pois os conjuntos f~1(/;) podem ser complicados, mesmo se
f é continua, mas é mais apropriado e flexivel - e mais suscetivel a generalizacoes
(na teoria de Lebesgue, a hipdtese “f é mensurdvel” remove a necessidade de con-
siderarmos aproximacoes inferiores e superiores; no entanto, tais consideragoes

podem ser postas em pratica em teoria abstrata). Vide Exercicio 24  2.3.

A teoria de Lebesgue oferece duas vantagens palpaveis sobre a teoria de Rie-
mann. Primeiro, ela apresenta teoremas de convergéncia muito mais poderosos,
tais como os teoremas da convergéncia monoétona e convergéncia dominada. Es-
tes nao apenas conduzem a resultados anteriormente inalcangaveis como também
reduzem o trabalho para provar teoremas classicos. Segundo, uma classe maior
de funcoes pode ser integravel. Por exemplo, se R é o conjunto dos numeros
racionais em [0, 1], a fungao caracteristica yg nao é Riemann-integravel, pois é

descontinua em todo ponto, mas é Lebesgue-integravel e

/XRdm:O

(este exemplo é trivial pois xg = 0 @.s.; para um mais interessante vide Exercicio
25 2.3). Obviamente, quase todas as fungdes encontradas em anélise classica
sao (localmente) Riemann-integraveis e a generalidade vista até aqui é raramente
util para computar integrais especificas. Porém, sob tal generalidade, varios dos
espagos métricos de fungoes com métricas dadas em termos de integrais sao com-
pletos quando utilizamos fungoes Lebesgue-integraveis mas nao se usamos apenas
fungoes Riemann-integraveis. Veremos tal situagao mais atentamente no capitulo

Espagos LP (j& provamos a completude de L'(u), veladamente, no Teorema 2.6).
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Para uma interpretacao bastante basica, escrevamos

Y= f(x)7 com f: [a’7 b] - [07+°O)'

As figuras abaixo ilustram as integrais de Riemann e de Lebesgue.

Figura 2.4: Interpretacao para a integral de Riemann (figura superior) e para a

integral de Lebesgue (figura inferior).

Uma frase interessante (curiosa) sobre a integral de Lebegue é

A integral de Lebesgue é aquela em que as “linhas” sao adicionadas

ao invés das “colunas”.

Pode-se dizer que a integral de Riemann é de inspiracao geométrica pois é o

limite de uma soma de areas de retangulos

f(z)Az;
e que a integral de Lebesgue é de inspiragao aritmética pois é o limite de uma

soma de valores assumidos
yym(E;), onde Ej= f_l([yj7yyj+1])-
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Os limites da integral de Lebesgue. Vale a pena destacar que temos o

seguinte valor para a integral imprépria de Riemann (cheque)

/

sin x
dx = oco.

T

Donde segue o seguinte valor para a integral de Lebesgue (cheque)

/

Ainda mais, existe a integral imprépria de Riemann

sinx
dm = oo.

T

o0

sin x
[ dr = .
T

— 00

Vide http://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-Fourier2.pdf, secao 2.16.
A integral imprépria de (sinz)/x é dita de tipo integral oscilatéria.
Isto mostra que a integral de Lebesgue nao capta oscilagdes e que nem sempre

a integral de Lebesgue é a ferramenta adequada para estudar
e integrais impréprias (em particular, integrais oscilatérias) e

e valor principal de Cauchy de uma integral.

Paralelismo entre integral de Lebesgue e somas nao ordenadas. Te-

mos +oo( 1) o 1 ]
nZ::l—n < 00, nZ::lEZOO (& %EZOO

Sabe-se que podemos reordenar a série harmonica alternada de tal forma a obter

uma série convergente a qualquer valor desejado na reta real ou mesmo a +oo.
A série harmonica alternada é o mais famoso exemplo de série patoldgica.

Isto mostra que a teoria de séries (um “instrumento muito fino”) é adequada

para estudar séries “delicadas” como esta (condicionalmente convergente).

As séries nao patoldgicas (as nao condicionalmente convergentes) podem ser
mais facilmente analisadas com a teoria das somas ndo ordenadas. [Analoga-

mente, integrais nao oscilatérias podem ser estudadas com a teoria de Lebesgue.|
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A funcao gama (I'). Encerramos esta se¢ao introduzindo a fungao gama,
que utilizaremos um bom nimero de vezes, mais a frente. Dado z € C, com
Re(z) > 0, inicialmente definimos a fun¢ao

f.:(0,00) = C pela férmula f.(t) = t*" e,
onde, t*7! = exp[(z - 1) log t].

Visto que [t*71] = tRez=1] obtemos |f.(t)] < tRe*1 e também |f,(¢)| < C,e /2
para todo t € [1,00] (0 valor preciso da constante positiva C, pode ser facilmente
encontrado majorando t8¢#~1e=!/2 porém isto nao é importante nesta introducao).

Como temos

1 oo

f t*dt < oo paraa>-1 e f e 2 dt < oo,
0 1
concluimos que a fungdo f, € L'((0,00)) para Re(z) > 0. Definimos entdo,
I'(z)= / t*letdt, para Rez> 0.
0
Pela férmula de integragao por partes obtemos
N N N

f tretdt = —t7e”!| | + 2 / t="et dt.

Entao, impondo € - 0 e N - oo vemos que para Rez > 0, a funcao I' satisfaz a

equagao funcional
[(z+1)=2I(2).

Esta equacao pode ser utilizada para estender I' para quase todo o plano com-

plexo. De fato, na faixa vertical —1 < Rez < 0 podemos definir I'(z) pela férmula
[(z+1)
I'(z)=———=.
()= =5
Assim procedendo, por indugao definimos I' em C exceto nos pontos z tais que
Rez = -1, Rez = -2, Rez = -3, etc.
E claro que
r(1) = f etdt = —e | = 1.
0
Desta forma, aplicando a equagao funcional n-vezes concluimos que
[(n+1)=n!
[para outra prova deste fato, vide Exercicio 29 2.3]. Muitas das aplicagoes da

funcao I' envolvem o fato de propiciar uma extensao da funcao fatorial para

numeros nao inteiros.
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2.4 Modos de Convergéncia

~ . Y X
Notagao. Seja X um espaco métrico. Se z, - x € X, escrevemos x, — .

Se (f,) é uma sequéncia de fungoes a valores complexos, definidas em um
conjunto (sem estrutura) X, a afirmacao “f, — f se n — 00” pode ter diferentes
sentidos, tais como convergéncia simples ou uniforme. Se X é um espaco men-
suravel, ou de medida, podemos falar de convergéncia q.s., ou convergéncia em
L. E claro que convergencia uniforme implica convergéncia pontual, que por
sua vez implica em convergéncia ¢.s. (mas o reverso nao é valido, em geral).
Entretanto, tais modos de convergéncia nao implicam em convergéncia em L', ou
vice-versa. E muito til ter em mente os exemplos que seguem, em R e com a

medida de Lebesgue. Consideremos as sequéncias de fungoes:
(E1) fn= %X(O,n)

(E2) f,= X(n,n+1)-

(E3) fa =nX[0,1/n]-

(E4) fi= X[0,1]» fa= X[0,1/2]> fa= X[1/2,1]> fa= X[0,1/4]; f5= X[1/4,1/2]> fe = X[1/2,3/4]
fr = X[3/41] € em geral, fi, = X[j/or, (j+1)2¢) Onde n =28 + j e 0 < j < 2%,

- Em (E1), (E2) e (E3), temos que f, —— 0 uniformemente, simplesmente

e q.8., respectivamente, mas f, - 0 em L' (pois [ |f,| =1 para todo n).

- Em (E4), temos que f, - 0 em L' pois [|f,| = 27% para 2k < n < 2k+1
entretanto a sequéncia numérica (f,,(x))n € divergente qualquer que seja x
em [0, 1] j& que existem infinitos indices n para os quais f,(x) = 0 e também
infinitos indices n para os quais f,(x) = 1.

Por outro lado, se f, % fe|ful g€ Lt para todo n, entao f, LN g (segue

do teorema da convergéncia dominada pois |f, — f| < 2g). Veremos logo mais

(Corolério 2.7) que

1
se fn L, f entdo alguma subsequéncia de (f,,) converge a f q.s.
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Outro modo de convergéncia que é frequentemente 1til é a convergéncia em
medida. Dado um espago de medida (X, M, u), dizemos que uma sequéncia de
funcoes f,: X - C, neN, é de Cauchy em medida se para todo € >0 temos

7,Mm—>00

p{ s 1fa@) = (@) ) 2220,

e que (f,) converge em medida a f (mensurdvel) se para todo € >0 temos

n—oo

u({w: 1ao) = F@)] 2 }) =0
Escrevemos
fo = f se f, converge a f em medida.

Exercicio. As sequéncias (E1), (E3) e (E4) acima convergem a zero em medida.
A sequéncia em (E2) nao é de Cauchy em medida. Se uma sequéncia converge

em medida entao a sequéncia é de Cauchy em medida.

Proposicao 2.14 Se f, — f em L'(X), entao f, > f em medida.
Prova.

Fixemos € > 0 e consideremos o conjunto E, . = {x : |[f.(z) = f(z)]| > €}.

Entao,

w(Bn) < [ =A< [ 1512208
Teorema 2.10 Suponha que (f,) € uma sequéncia de Cauchy em medida.
(a) Eriste f mensurdvel tal que f, — f, e existe (fn,) tal que f, 2507
(b) Se f., > g em medida, entio g = f q.s [onde f é como em (a)].
Prova.

Seja € > 0. Por hipotese, para n,m grandes o suficiente temos
p{z = |fu(z) = fin(@)| 2 €}) <e.

(a) Seja (g;) = (fn,) uma subsequéncia de (f,) satisfazendo p(E;) <27, onde
E; ={x:|g;(x) - gj+1(x)| > 277}. Cada Fj, = U E; satisfaz a desigualdade

p(Fy) <> 277 =272 = 21°F,
j=k
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Dado z € F¢ = Njs £, para i > j > k temos

i-1 i-1
(Te0.2.10.1)  |gi(z)-g;(z)| < Y |gir1(z)-agi(z)| < ZQ‘Z <2772 =2,

=5 =5

Logo, a sequeéncia (g;(z)) é de Cauchy e convergente, para cada x € F,
onde k é arbitrario. Donde, existe lim g;(x) = f(z) para cada x € Uy FY.

O conjunto

F=(UF) = F

k>1 k>1
tem medida nula, pois p(Fy) - 0. Definindo f(z) = 0, para x € F, temos
que gjxre = f em todo ponto. Pelo Corolério 2.4, a fungao f ¢ mensurével.

Deduzimos também que g; — f q.s.

Retornando a desigualdade (Teo.2.10.1), fixando x € FY e j = k, e impondo
i — oo, obtemos a desigualdade |g;(z) — f(z)| < 2!7. Donde segue que

{z:]g;(z) - f(x)] > 29} c F;. E entdo claro que g; — f, pois u(F;) - 0.
Consequentemente, f, — f pois
{o:1fu(@) = @2 ) < {o:1fu(@) - 5@ > 5} U{r1l0s0) - F@)]> 5],
e as medidas dos conjuntos a direita tendem a zero se n e j tendem a oo.
(b) Seja g (mensurével) tal que f, — g. Entdo, para todo n temos
{oelf @) = g@)| 2 ey e {w:1f (@) - fu@)] 2 G fU{r: [fule) - 9()] 2 5.

Em (a) vimos que pu({z :|f(x) - fu(z)| > 5}) tende a zero quando n — co.
Por hipétese, pu({z : |f,(x)—-g(z)| > §}) tende a zero quando n — oo. Assim,

obtemos

p({x:|f(z)-g(x)| > €}) =0, para todo € > 0.

Logo, f=9g q.s.#

1 s.
Corolario 2.7 Dada f, L, [, existe uma subsequéncia (f,,) tal que fy, 24 7.

Prova.

Segue da Proposicao 2.14 e Teorema 2.10 (verifique)#
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2.4.1 Os Trés Principios de Littlewood

The extent of knowledge required is nothing like so great as is
sometimes supposed. There are three principles, roughly ex-
pressible in the following terms: Every [measurable] set is nearly
a finite union of intervals; every [measurable] function is nearly
continuous; every pointwise convergent sequence of [measurable]
functions is nearly uniformly convergent. Most of the results of
[the theory] are fairly intuitive applications of these ideas, and the
student armed with them should be equal to most occasions when
real variable theory is called for. If one of the principles would

be the obvious means to settle the problem if it were ‘quite’ true,
it is natural to ask if the ‘nearly’ is near enough, and for a pro-

blem that is actually solvable it generaly is.  J. E. Littlewod.

Embora as nogoes de conjuntos mensuraveis e fungoes mensuraveis represen-
tem ferramentas novas, nao devemos negligenciar suas relacoes com os antigos
conceitos agora substituidos. Littlewood resumiu apropriadamente tais conexoes
na forma de trés principios que fornecem um guia 1til e intuitivo ao estudo inicial

da teoria da medida.

(L1) Todo conjunto é aproximadamente uma uniao finita de intervalos.
(L2) Toda funcao é aproximadamente continua.

(L3) Toda sequéncia convergente é aproximadamente uniformemente convergente.

Os conjuntos e fungoes citados acima sao assumidos, obviamente, mensuraveis.
A palavra chave em tais principios é “aproximadamente”, a qual deve ser en-
tendida apropriadamente em cada contexto. Uma versao precisa do primeiro

principio é dada no Teorema 1.8 (em Folland, Proposition 1.20, p. 37).
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Uma formulacao exata do Terceiro Principio de Littlewood é dada pelo
importante e surpreendente resultado abaixo, devido a Severini (1910) e Egoroff
(1911). Para melhor apreciar suas hipdteses, vejamos um exemplo.

Exemplo. Se X =R e f, = X[-nn], entao f, L% 1 mas (fn) nao converge
uniformemente no complementar de conjuntos limitados.

A dificuldade no exemplo ¢é contorndvel. O ingrediente faltando é p(X) < oo.

Teorema 2.11 Teorema de Severini-Egoroff (abstrato) - O Terceiro
Principio de Littlewood. Seja (X)) < 00. Seja (f,) uma sequéncia de fungoes
mensurdveis, a valores complexos, tal que f, - f q.s. Entdo, para cada € > 0,

existe E ¢ X tal que f, - f uniformemente sobre E e (E¢) <e.
Prova.

Podemos supor que f, - f em todo ponto (cheque). Dados k e n, em N,

seja

[e9)

B0 = U o (@) - @)1> 2}

m=n

Fixado k, temos que E, (k) decresce se n cresce, e Mooy E,(k) = @. Por

n—o0

hip6tese (X)) < oo e assim u(E,(k)) —— 0. Dadoe>0e k=1,2,3,...,

escolhamos ny < ny < ng < - tais que pu(E,, (k)) < e27% e E definido por
E° =] E,, (k).
k=1

E facil ver que pu(E¢) < e. Para concluir, dado z € E = N2, E,, (k) e k

arbitrario temos que z ¢ E,, (k) e portanto para todo n > ng vale que
1
) )] < T
Isto é, f, hiic R f sobre E#

O tipo de convergeéncia citada na conclusao do teorema de Egoroff é as ve-
zes chamada convergéncia quase uniforme. A convergéncia quase uniforme

implica na convergéncia ¢.s. e na convergéncia em medida (Exercicio 39 2.4).
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O diagrama abaixo resume as relagoes entre os diferentes tipos de convergéncia,

no caso p(X) < oo. As flechas indicam as implicagoes.

[ uniforme |
/ N [ quase uniforme |
\ ;o

quase sempre \

’ em medida ‘

Figura 2.5: Relagoes entre as convergéncias, no caso u(X) < oo.

O proximo resultado atesta a validade do Segundo Principio de Littlewood.
O teorema afirma que, sob hipoteses adequadas, a restricao de uma fungao men-
suravel f é uma funcao continua a menos de um conjunto de medida pequena.
No entanto, nao garante um fato bem mais forte: f é a restricao de uma funcao
continua (a menos de um conjunto de medida pequena). Para tal fato, vide a

proxima secao.

A prova abaixo baseia-se no primeiro principio de Littlewood e é uma adaptacao
da demonstracao (abstrata) de Feldman (1981), vide também Loeb/Talvila (2004),
cujas leituras recomendo fortemente (vide bibliografia). Ambas baseiam-se na
seguinte idéia: para “transformar” uma funcao nao continua em uma funcgao
continua, precisamos de alguma forma garantir que f~!(A) seja aberto, quando
A é aberto. Se isto nao ocorre, entao devemos eliminar o que esta “atrapalhando”.
Observemos que, considerando um aberto B o f~1(A), o que “atrapalha” para

f71(A) ser exatamente o aberto B ¢ o conjunto
B~ f1(A).

Ou seja, grosseiramente falando, as descontinuidades devem estar localizadas em
B~ f71(A). Ora, descartemos entao tais conjuntos B\ f~1(A)!

Destaque-se que a prova a seguir mostra que o Teorema de Lusin (cldssico)

pertence a Teoria Geométrica da Medida e nao a Teoria da Integragao.
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Teorema 2.12 Lusin (classico) - O Segundo Principio de Littlewood.
Seja f: E — C mensurdvel, com E cR, e e>0. Entdo, existe um fechado F c E
tal que

fle € continua e m(E N F)<e.
Prova (Feldman, 1981; Loeb-Talvila, 2004). Vide comentérios acima.

Seja {A,}n uma base de abertos de R? e, B, aberto em R e contendo

f1(A,). Mostremos que f|e¢ é continua, onde

[ee)

E=E~J[Bu~ FH(A)].

n=1
Seja z € £ e qualquer Ay contendo f(x). Logo, x € f~1(Ay) c By. O
conjunto By n& é aberto em &£, e contém x. Se y € By n &, deduzimos que

ye f1(Ay). Assim, f(y) € Ax. Isto mostra que f|g é continua.

Pelo Teorema 1.7 (b) [propriedades de regularidade da medida de Lebesgue-
Stieltjes], podemos supor m[B, ~ f71(A,)] < ¢/2"*!. Entéo,

m(E~NE) < Zm[Bn \ f‘l(An)] < %

Pelo Teorema 1.7 (c), existe um fechado F' c & tal que m(E N F) < ¢/2.

Entao,

flr écontinuae m(ENEF)<m(ENE)+m(ENF)<es

Abaixo segue uma demonstragao usual do teorema de Lusin (as provas usuais
baseiam-se no teorema de Severini-Egoroff), sugerida por Folland (Exercicio 44

2.4). Note que a prova abaixo utiliza a teoria da integracao, também.

Segunda prova do teorema de Lusin. Suponhamos F = [a,b]. Como f é
finita, A, = {z :|f(z| <n} ~ [a,b]. Assim, j& que m([a,b]) < oo, pelo Teorema
1.1(c) existe N tal que f|a, ¢ limitada, integravel, e m([a,b] ~ Ayx) <e.

Seja A = Ay. Pelo Teorema 2.7(b), existe uma sequéncia de fungdes continuas
(9n) tal que [, g, = [, f. Pelo Coroldrio 2.7, existe uma subsequéncia (g,,) tal
que gy, 2%, f sobre A. Trocando (g,) por (gn, ), assumimos que g, L% fem A.

Pelo teorema de Egoroff, existe B c A tal que g,|p unif, flp e n(ANB) <e.
Deduzimos entao que f|g é continua. Finalmente, pelo Teorema 1.6, existe um
compacto K ¢ B tal que p(B~ K) < e. E claro que f|x é continua. E facil ver
que [a,b] = ([a,b] N A)u (AN B)u (B~ K)u K. Logo, u([a,b] x K) < 3ea
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2.4.2 Teoremas de Severini-Egoroff e Lusin Revisitados

Uma interessante discussao do teorema de Egoroff, incluindo algumas condicoes
necessarias e suficientes para a convergéncia uniforme, se encontra em Bartle.

Em certos casos, o teorema de Lusin pode ser utilizado para caracterizar
funcoes mensuraveis. De fato, Bourbaki define uma funcao como mensuravel se
ela satisfaz a conclusao do teorema de Lusin. Vide Cohn, e Wheeden/Zygmund.
A versao ja dada do teorema de Lusin, nao garante o seguinte fato: f é a restrigao
de uma fungao continua (a menos de um conjunto de medida pequena). Provamos

no Teorema 2.15 este fato, que é bem mais forte que a versao ja dada.

Esta secao sera 1til ao apresentarmos Medidas de Radon- Capitulo 5.

Teorema 2.13 Severini-Egoroff (classico). Seja E' Lebesque mensurdvel, com
m(FE) < oo. Sejam f, : E - C, comn =1,2..., fungdes mensurdveis tais que
fo =5 f. Dado € >0, existe um fechado F c E com f, — f sobre F e u(F¢) <e.
Prova. Exercicio.

Para provarmos a versao que segue do teorema de Lusin, primeiro recordemos

a versao elementar do célebre teorema de extensao de Tietze.

Teorema 2.14 (“Baby” Tietze). Seja F um subconjunto fechado em R e

f:+F - C continua. Entao, existe uma func¢ao continua ® : R - C tal que
Olp=f e sup|®(§)<supl|f(z)].
R F
Prova.

Particionemos F*¢ = 4, I,, como uma uniao contével (finita ou ndo) de inter-
valos abertos e nao vazios I,, = (a,,b,), dois a dois disjuntos. E claro que

a, e b, pertencem a F'. Definimos

{ &(z) = f(x), sexekF,
Dla, +t(b, —an)] = f(a,) +t[f(by) - f(a,)], parate[0,1].
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Figura 2.6: A ® é linear em cada [a,, b, ], com ®(a,) = f(a,) e D(b,) = f(bn).

Claramente ® estende f, satisfaz a desigualdade enunciada e é continua em

(an,b,). Ainda mais, ® é continua a direita em a,, e a esquerda em b,,.

Dado p € F', mostremos que ® é continua a esquerda em p. Dada uma bola
aberta O contendo o ponto ®(p) = f(p), pela continuidade de f existe um
intervalo

J=(p-r,p], comr>0, tal que f(JnF)cO.

Se JnF = {p}, temos p = b, para algum n e ® é continua a esquerda em b,,.

Se existir g € Jn F', com ¢ # p, entao f([q,p] N F) c O, onde O é uma bola

aberta e convexa. Assim, pela construcao de ® concluimos que

(P([q,p]) cO.

A continuidade a direita de ¢ no ponto p segue imediatamente ao trocarmos

a fungao f(x) pela fungao f(-z) #
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Como corolario, mostremos que o suporte da extensao pode ser escolhido

préximo de F', tanto no sentido topolégico (métrico) como em medida.

Corolario 2.8 Seja € > 0. Adicionalmente, ® pode ser escolhida satisfazendo
(a) supp(®) contido no aberto {x:d(xz; F) < €}.
(b) m[supp(®) ~ F]<e
(c) supp(®) € compacto, se F' é compacto.

Prova.

Para cada intervalo limitado [a,, b, ] seja J,, = (¢n,d,) € [an, by, ] satisfazendo

€

e O<bn_dn<ﬁ-

O<c,—ay<

€
In+2
Pomos

®(an) = f(an), ®(cn) =2(dn) =0 e (by) = f(bn),
com ® linear nos subintervalos [a,, ¢, ], [¢n,dn] € [dn, by ].

No intervalo [ay,,b, = c0), se houver, pomos

®(a,) = f(a,) e @ (an + 2;2) =0,

com
. _ €
® linear em [an, Cp = Gy + —2n+2]
e

® nula em [an+ gnrz, Ay = oo).

Definimos ® no intervalo (—oo,b,] (se houver) de forma anéloga.

E evidente que ® é continua em (a,, b, ), continua a direita em a,, e continua
a esquerda em b,. Pela prova do “Baby Tietze”, ® é continua em R. E

claro que @ satisfaz a desigualdade desejada.

Vejamos as propriedades adicionais.
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(a) Se ®(z) # 0, entdo x pertence ou a F' ou a U, [an,c,] ou a U,[d,, by, ].
Logo,
€
d(z; F) < =.

Donde segue
supp(®P) c {:Jc td(z; F) < %} c{z:d(z; F) < ¢€}.

(b) Seja g € supp(P)\F. Entao, g € F© e assim ¢ pertence a algum (a,,,b,).
Entretanto, ¢ € supp(®) e assim ¢ € [ay, ¢, U [dy,b,]. Para finalizar,

temos

[ee]

m[supp(®) \ F]< )

n=1

on+2 <€

(c) Triviale

A seguir, melhorando o teorema de Lusin (cldssico), apresentamos uma versao

melhor do segundo principio de Littlewood.

Teorema 2.15 Teorema de Lusin (O Segundo Principio de Littlewood).
Seja f : E— C, Lebesgue mensurdvel. Para cada € > 0 existe uma fun¢ao continua

®:R - C e um conjunto fechado F' c E tal que
Dlp=f e m(ENF)<e.
Adicionalmente, podemos escolher ® tal que
(a) sup{|®(&)|: £ € R} <sup{|f(x)|: x € E}
(b) supp(®) c{z:d(z;E) <e}.
(c) supp(®) € compacto se E é limitado.
(d) m[supp(cb) \ E)] <.

Prova.

Segue do Lusin classico, do Teorema de Tietze e de seu corolario (verifique.)#
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2.5 Medidas Produto

Sejam (X, M, u) e (Y,N,r) espagos mensurdveis. Na segao 1.2 apresentamos

a o-algebra produto M ® N sobre o produto cartesiano
X xY.

Agora, construimos uma medida sobre a o-dlgebra M Q@ N que é, em um sentido

6bvio, o produto das medidas p e v.

Para iniciar, definimos um retangulo (presumido mensuravel) como um con-
junto da forma
AxB, onde Ac Me BeN.

A Proposigao 1.2 garante que a o-dlgebra M @ N ¢é gerada pela cole¢do £ de tais
retangulos. Isto é, 0(£) = M@N. E facil ver que

(AxB)n(CxD)=(AnC)x(BnD) e (AxB)*=(AxB°)u(A°xY).

Isto mostra que £ é uma familia elementar (Definicao 1.4) de subconjuntos de
X xY. A Proposicao 1.5 garante que a colecao A das unioes finitas e disjuntas

de elementos de &£ [retangulos (mensurdveis)| ¢ uma algebra. Ainda, é claro que
EcCAcMRN

e tal fato garante que a o-algebra gerada por A coincide com M QN Isto é,

og(A)=MQRN.

Suponhamos que Ax B é um retangulo e, ainda, dado por uma reuniao disjunta

contavel (finita ou nao) de retangulos A; x B;. Entao, paraze X eyeY,

xa(@)xs(Y) = xaxs(®,y) = > xa,(x)x5, ().

Integrando em relacao a x e utilizando o Teorema 2.3 obtemos

N(A)XB(?J):/XA(I)XB(y)dN(I):ZfXAj(I)XBj(y)dﬂ(x):ZN(AJ')XBJ-(?J)'

Em seguida, integrando na variavel y encontramos a férmula

(For. 2.5.1) p(A)v(B) =3 u(Aj)v(B)).
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Aproveitemos tal formula. Dado um conjunto E em A e particionado como
E= %J(Aj x Bj),
uma uniao disjunta e contavel finita ou infinita (o caso infinito se revelara til
logo mais) de retangulos A; x B;, definimos
m(E) =¥ u(A;)v(B;).

Mostremos que a func¢ao 7 : A — [0, 00] estd bem definida (vide figura abaixo).

De fato, se E é também uma uniao contavel disjunta de Cjs x Dysg, temos o

(A;jnCy) x (Bjn Dy)

Figura 2.7: Ilustracao ao particionamento ou de A; x B; ou de C}, x Dj,.

refinamento comum
E = U(AJ N Ck) X (BJ N Dk)

e entao, pela férmula (For. 2.5.1),
Y (A v(B;) = Y w(Ajn Cy)v(Bj n Dy) =Y 1(Cr)v(Dy).
j Tk %

E bem f4cil ver que 7 ¢ uma pré-medida (Definigao 1.10) sobre a élgebra A.
De fato, se
JE;=FeA, comcada EjeA,
N

entao cada F; ¢ uma reuniao finita de retangulos disjuntos Ai X BZ e portanto

E= LJA;g X Bi.
Jk

Donde segue, pela definigao de 7 (dada acima),

7() = S (B = ().
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Devido ao Teorema 1.4(a) segue que 7 gera uma medida exterior 7* sobre
XxY

cuja restricao a o-dlgebra M ® N é uma medida que estende 7. Chamamos esta

medida de produto de i e v e a denotamos por
X V.

Isto é,

J

(uxv)(FE) :inf{ZW(Ej): E;eAe ECUE]}, para cada E ¢ M QN
N

Temos entao o mnemonico, em que 2 e j sao inclusoes,

A—F [0, o0]
Zl [ixv TW*
M ®N—J>P(X xY).

Ainda, como cada conjunto na &dlgebra A é uma reuniao finita e disjunta de

retangulos, encontramos a férmula, valida para cada E na o-dlgebra M QN
(For.2.5.2) (uxv)(FE) = inf{z w(A)v(B;): Aje M,B;je N e Ec LNJ(Aj x Bj)}.
J
Ainda mais, se y e v sao o-finitas, digamos
X =JA; com p(A;)<oo e Y =JBr com v(By)< oo,
N N

entao temos

X xY ={J(A;x By) e (uxv)(A; x By) < o0,
7.k

e constatamos que também p x v é uma medida o-finita. Neste caso, gracas ao
Teorema “de pré-medida a medida” 1.4(c) concluimos que p x v é a tnica medida

sobre a o-dlgebra M QN [= 0(A)] satisfazendo

(uxv)(Ax B)=u(A)v(B) para todo retangulo A x B.

Pois, sob tais condigbes, p x v é a unica extensao de 7 (certifique-se).
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A mesma construcao se aplica a uma quantidade finita qualquer de fatores.
Isto é, suponhamos que (X;, M, i;), com j=1,...,n, s40 espagos mensuraveis.
Definindo um retangulo como um conjunto A; x---xA,,, com A; € M, segue que a
colecao A das reunides finitas e disjuntas de retangulos é uma algebra e o mesmo

procedimento acima produz uma medida

f X e X [

sobre M; ®--- @ M,, tal que
(b1 %o % g ) (Ar %o x Ay ) = [T pi(4;).
=1

Se as medidas f;75 sdao o-finitas, de forma tal que a extensao da colecao A
até M; ®---® M, é unicamente determinada, as propriedades associativas cer-
tamente aguardadas sao validas. Por exemplo, identificando X; x X5 x X35 com
(X7 x X3) x X3 temos

M@ Mz Q@ Ms = (M) Q@ Ms) Q) Ms

[o primeiro produto é gerado por retangulos da forma A; x Ay x Az, com A; € M,
e o segundo produto por retangulos da forma B x Az, com B € M; Q@ M, e
Az € M3), e também temos g1 x g X 13 = (pu1 x pi2) x g [tais produtos coincidem
sobre retangulos A; x Ay x Az e entao, por unicidade, coincidem sobre todo o
dominio]. Vide Exercicio 45 2.5.

Os resultados a seguir admitem extensoes 6bvias para produtos de medidas

com n fatores. Entretanto, por simplicidade, abordaremos o caso n = 2.

Consideremos dois espagos de medida (X, M, u) e (Y,N,v). Seja Ec X xY.

Para x € X e y €Y, definimos a x-segao F, e a y-segao EY, ambas de E, por
E,={yeY :(z,y)eE}, EY={zxeX:(x,y)eFE}.

[Interpretamos £, como uma segao “vertical” e EY como uma se¢ao “horizontal”.]

Dada f: X xY - C, definimos a x- segao f, e a y-secao f¥, ambas de f,

fo:Y = C, por fo(y) = f(z,y) e fY:X —Cpor fY(z)=f(z,y).
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Proposicao 2.15 Sejam (X, M,u) e (Y, N,v), espacos mensurdveis.
(a) Se E€e MQN, entio E, € N, para todo x € X, e EY € M, para todo yeY .

(b) Se f é MQN-mensurdvel, entio f, é N-mensurdvel, para todo x € X, e

f¥ é M-mensurdvel para todo yeY .
Prova.
(a) Seja R a colegao de todos os subconjuntos E de X xY tais que E, € N, para
todo x, e EY € M para todo y. E 6bvio que R contém todos os retangulos
[(Ax B), éigual a A ou @, conforme z € A ou x € A¢]. Visto que

@ E) “UB). o (), = (E.)"

J

e analogamente para as y-secoes, deduzimos que R é uma o-algebra. Donde

segue M QN c R, o que prova (a).
(b) Segue de (a) pois,
(f)HO) =[FH(O)]e e () HCO)=[F(O))

Antes de prosseguir, provemos um lema. Definimos uma classe monétona
sobre um espago X como um subconjunto C ¢ P(X) que é fechado para a uniao
de sequéncias crescentes e para a interseccao de sequéncias decrescentes [isto é,
se Ej eCe Ey c Ey ... entdo UjE; € C e, analogamente para intersecgoes|.
E claro que toda o-algebra é uma classe monoétona. Ainda mais, a intersec¢ao
de uma familia arbitraria de classes monétonas é também uma classe monétona.
Portanto, para toda colecao £ c P(X) existe a menor classe mondtona contendo

£, a qual chamamos de classe monétona gerada por &.

Lema 2.1 (Classe Moné6tona). Seja A uma dlgebra de subconjuntos de X. A

classe mondtona C, gerada por A, concide com a o-dlgebra o(A), gerada por A.
Prova.

o Preparagdo. Como o(A) é uma classe monétona, segue C c o(A). Para

provar o(A) c C, vejamos que C é uma o-édlgebra. Dado F € C, definamos
C(E)={FeC: ENF, F\xE e EnF pertencem a C}.

E 6bvio que @ e E pertencem a C(E). Ainda, F € C(E) se ¢ s6 se E € C(F).
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o C(E) é uma classe mondtona. Suponha (F),) crescente em C(FE). Entao
E~(UF,) =N(E \ F,), interseccao de uma sequéncia decrescente em C,

pertence a C. Também os conjuntos

UF)~E-UFE) e (UF)NE-UF.NE),

ambos unides de sequéncias crescentes em C, pertencem a C. Portanto,
UJF.eC(E).

Verifique para uma sequéncia (F},) decrescente em C(F).

o CcC(FE), paratodo F €C. Se FE pertence a algebra A, é 6bvio que A c C(E)
e entdo, como C é a menor classe mondtona contendo A, segue que C c C(FE).

Dessa forma, dado F' € C temos que
F eC(F) para todo E € A.

Logo, por uma das observagoes iniciais, £ € C(F') para todo E € A. Donde
segue A c C(F), para todo F € C. Portanto, C c C(F') para todo F €C.

o C é uma algebra. Pelo provado imediatamente acima, dados F e C e F €,
temos ENFeCe EnF eC. Ainda, X € A cC. Em consequéncia, C é
fechado para os complementares [se F € C, entao E¢ = X \ FE €(] e para as
unides finitas [dados F, F € C, entao EUF = (E°N F°)ce(].

o C é uma o-algebra. Dada uma sequéncia (£,,) em C, temos
UEj = El U(E1 U EQ) U(El U EQ @) Eg) U
N

Entao, como C é fechada para reunioes finitas e para sequéncias crescentes,
concluimos que

UEj eCa
J

Chegamos agora aos principais resultados desta se¢ao, os quais relacionam

integrais sobre X x Y com integrais sobre X e sobre Y.
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Teorema 2.16 Sejam (X, M, ) e (Y,N,v) espacos de medidas o-finitas. Dado
E em MQN, as fungoes x — v(E,) ey u(EY) sio mensurdveis e

(For. 2.16.1) (xv)(E) = [X V(E,) du(z) = [Y u(EY) dv(y).

Ainda mais,

v(E) = [ xe(ey)dv(y) e p(B) = [ (e y)dua).
Prova.
o O caso pu e v finitas.

Seja C a colecao de todos os conjuntos em M @ N para os quais as féormulas
For. 2.16.1 sao verdadeiras. Para um retangulo £ = A x B, é claro que
v(E,) = xa(z)v(B) e u(EY) = u(A)xps(y) e assim deduzimos E € C. Pela
aditividade, a dlgebra das reunides finitas de retangulos disjuntos [recorde-
mos que tal dlgebra gera M ®N] estd contida em C. Ainda mais, pelo Lema
2.2, a classe monétona gerada por esta dlgebra coincide com M ® N. Para

obtermos M ® N c C, basta entao vermos que C é uma classe monétona.
Consideremos uma sequéncia crescente (E,) em C e o conjunto £ = U, E,.
As fungoes f,,(v) = p[(E,)?] sao mensurdveis e f,,(y) 7 f(y) = p(EY). As-
sim, f é mensuravel e gratos ao teorema da convergéncia monoétona obtemos
LBy duty) =tim [ pl(5,)di(y) =i < ) (B) = (ux v)(B).
Analogamente, (1 x v)(E) = [ v(E,)du(x). Logo, U, E, €C.
De forma similar, se (F,) é uma sequéncia decrescente em C, entao a funcao
y ~ p[(E7)Y] é limitada, pela constante p(X), e gragas ao teorema da
convergéncia dominada concluimos que N, £, € C. Por fim, C é mondtona.

¢ O caso u e v o-finitas.

Escrevamos X x Y como uma reunido de uma sequéncia crescente (X; xY;)
de retangulos de medida finita. Se £ € M@N, o argumento anterior se
aplica ao conjunto E n (X; xY}), para cada j, e entao gratos a identidade
V{[EN(X;xY))]e} = xx, (2)v(E,NY;) [se x ¢ X; temos 0 = 0], encontramos

WV[EO(ijYj)]=fXxj(x)V(EzﬂYj)du(x)=f><yj(y)u[EyﬂXj)]dV(y)-

Aplicando o teorema da convergéncia monoétona encerramos este caso#
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Teorema 2.17 (Fubini-Tonelli). Consideremos (X, M,pu) e (Y,N,v) dois

espacos de medidas o-finitas.

(a) (Tonelli) Seja fe LY (X xY'). Entao as fungoes

9@) = [ fay)avy) e h)= [ ) dut)

pertencem a L*(X) e L*(Y), respectivamente, e

fXnyd(uw): fX [ fy f(x,y)dv(y)] dp(x) = fy [ fX f(x,y)du(:v)] dv(y).

(b) (Fubini) Consideremos uma fun¢ao f integrdvel em X xY . Entao a fun¢ao
fe e LY(Y) q.s. sobre X e a fungdo fY e L1(X) q.s. sobre Y. Escrevamos

9@)= [ foav= [ f@y)avly) e hy)= [ frdu= [ fy)duto).

Y Y X b's
respectivamente definidas q.s. sobre X e Y. Segue entao que a fungao
ge LY X)), a funcio h e LY(Y') e a férmula dada em (a) é vdlida.

Prova.

(a) Pelo Teorema 2.16, as férmulas sao validas se f é uma funcao caracteristica
e entao, por linearidade, sao também vélidas para funcoes simples positivas.
Se f e L*(XxY), sabemos que existe uma sequéncia (¢, ) de fungdes simples
positivas tal que ¢, ~ f pontualmente. Fixada tal (¢, ), pelo Teorema 2.16
as correspondentes fungoes g,(x) e h,(y) sdo mensuraveis e, pelo teorema
da convergéncia monotona segue que g, / g e h,, / h, ambas pontualmente.

Logo, as fungoes g e h sao mensuraveis e satisfazem

[ gdn=tim [ gudu=tim [ eud(uxv)= [ faGuxv),
X X XxY XxY
[hdyzlim[hndl/:limf gond(,uxy):/ fd(pxv),
Y y XxY XxY

como anunciado. Isto conclui o teorema de Tonelli e mostra que

se fel*(XxY) e [Xxyfd(uxy)<oo,

entdo temos g < 0o (.8. e h < oo q.s. Isto é, f, = f(z,-) e L'(Y) q.s. em X
e f¥=f(,y)e L"(X) qs. emY.

(b) Basta aplicar o teorema de Tonelli as fungoes (Ref)* e (Imf)*#
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Algumas observagoes sao necessarias.
Quatro Comentarios.

o Geralmente, escrevemos brevemente

fy[fxf <W>dﬂ<x>]dv<y>= ] 1@ yydu@yavy) = [ fapdv.

o A hipdtese de o-finitude ¢ necesséria (vide exercicio 46  2.5).

o A hipétese fe LY (X xY) ou f e L'(uxv) é necessaria, por dois motivos.

Primeiro, é possivel que as funcgoes f, e fY¥ sejam mensuraveis, para todo x

e para todo y, respectivamente, e que as (respectivas) integrais iteradas

f/fdudu ¢ fffdudu

existam mesmo se f nao é uma funcao M @ N-mensurdvel. No entanto,

tais integrais iteradas nao precisam ser iguais (vide exercicio 47 2.5).

Segundo, se f é positiva, é possivel que as funcoes f, e fY sejam ambas
integréveis, para todo z e para todo y, e que as (respectivas) integrais
iteradas [[ fdudv e [[ fdvdu existam mesmo se

[ 1fld(uxv) = oo.
Destaquemos que, uma vez mais, as integrais iteradas nao precisam ser

iguais (vide exercicio 48 2.5).

o Os teoremas de Fubini e de Tonelli sao frequentemente utilizados em con-

junto. Tipicamente, desejamos reverter a ordem de integracao em uma

f Fdudy.

[ WG v) < oo

utilizando o teorema de Tonelli para computar tal integral como uma inte-

integral dupla

Primeiro, verificamos que

gral iterada. Entao, aplicamos o teorema de Fubini para concluir a igual-

dade
ﬂfduduz/ffdudu.

Vide exercicios em Folland, 2.6, pp 76-77.
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Mesmo que p e v sejam medidas completas, a medida produto pxv geralmente
nao é completa. De fato, suponha que exista um conjunto nao vazio A € M tal
que

u(A)=0 eque N =P(Y)

(por exemplo, p = v = m com m a medida de Lebesgue sobre R). Dado um
conjunto E € P(Y) ~ N, pela Proposigao 2.15(a) temos que Ax E ¢ MQN.

Entretanto,

AxEcAxY sendo que (uxv)(AxY)=u(A)wv(Y)=0.

Se desejamos trabalhar com medidas completas, é natural considerarmos o
completamento da medida produto u x v. Neste contexto, a relacao entre a men-
surabilidade de uma funcao definida no produto cartesiano X xY e a mensurabili-
dade das x-secoes e das y-secoes da fungao em questao nao é tao simples. Mesmo
assim, felizmente o teorema de Fubini-Tonelli é ainda valido se convenientemente

reformulado. A seguir, apresentamos tal reformulagao.

Teorema 2.18 (Fubini-Tonelli para Medidas Completas). Consideremos
(X, M, 1) e (Y,N,v) dois espagos de medidas o-finitas e completas. Denotemos
por (X xY, L, \) o completamento de (X xY, MQN, uxv). Seja f uma fungao

L-mensurdvel e suponhamos que

(a) f20 ou (b) feL'(N).

Entao, a funcao f, é N-mensurdvel q.s. em X e fv é M-mensurdvel q.s. emY .
Se a hipdtese (b) ocorre, entdo f, e fY sao também integrdveis, para quase todo

x e para quase todo y. Ainda mais, as funcoes

x»aney»[ﬂm
Y X

sao mensurdveis, e sob a hipdtese (b) também integrdveis e neste caso temos

[ sax=[[ r@yyduydvy) = [[ £ dvty) duta).

Prova. Exercicio 49 2.5.
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E interessante destacar a grande diferenca entre os teoremas de Fubini na

integracao de Riemann e o teorema de Fubini em medida abstrata.

O teorema de Fubini em espacos abstratos é mais geral que os teoremas de
Fubini da integragao (prépria e imprépria) de Riemann e também muito mais
poderoso. O teorema de Fubini abstrato nao envolve topologia, a funcao nao
precisa ser necessariamente limitada, a classe de dominios onde a funcao estéa
definida (esta é, de fato, a familia dos conjuntos mensurédveis) é possivelmente
bastante ampla, e permite mudar a ordem de integracao sob poucas condigoes.

Em particular, se f: X xY — [0, 00) é Lebesgue integravel entao as integrais

[ty [ @y
existem [em R] e esta propriedade nio vale em geral na integracio de Riemann.
Vide M. Spivak, Calculus on Manifolds, Fubini’s Theorem, Remark 4.

A bastante forte propriedade associativa para somas nao ordenadas é analoga
ao teorema de Fubini em espacos abstratos. De fato, a associatividade para
somas enumeraveis é exatamente o teorema de Fubini para conjuntos (espagos)

enumeraveis com a medida de contagem [notemos que tais espagos sao o-finitos.

Destaque-se também que a prova do teorema de Fubini em medidas abstratas
¢é bastante elaborada. Isto nao ocorre dentro da teoria de Riemann. De fato,

segundo a integracao de Riemann e considerando uma fun¢ao continua
f:[0,1]x[0,1] > R

é bem simples provar em cursos bésicos de Calculo (na graduagao) as identidades

ff f($7y)d$dy=fol(folf(x,y)dx)dy=fol(folf(x,y)dy)dx.
[0,1]x[0,1]

Ja com um pouco de esforco, obtém-se o teorema de Fubini para uma funcao
f:[0,1]x[0,1] = R Riemann integrével.
Vide M. Spivak, Calculus on Manifolds.
Teoremas de Fubini, segundo a integracao impropria de Riemann, para funcoes
f:R? >R,

sao muito importantes (mas, em geral, omitidos nos livros textos). Vide

http://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-Fourier2.pdf, secoes 2.7 e 2.10.
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2.6 A Integral de Lebesgue n-dimensional

A medida de Lebesgue m" sobre R" é o completamento do produto da
medida de Lebesgue, sobre R, por si mesma n vezes. Isto é, m™ é o completamento

de m x --- x m sobre

Ba® R B
ou, equivalentemente (verifique), o completamento de m x --- x m sobre
LR RL.

O dominio £™® de m™ é a classe dos conjuntos Lebesgue mensuraveis em R".
As vezes, consideraremos m” como uma medida sobre Bg~, uma subclasse de £™.
Quando nao ha risco de equivocos, em geral omitimos o expoente n e escrevemos

m para m™. Ainda, como no caso n = 1, escrevemos

/f(m)dx para ffdm

Para iniciar, estendamos alguns dos resultados em 1.5 ao caso n-dimensional.
No que segue, dado E =[]}, £; um retangulo em R™ nos referimos aos conjuntos
E; como lados ou arestas de E. Se os lados de £ sao intervalos, dizemos que £

¢ um paralelepipedo (com lados paralelos aos hiperplanos coordenados).
Teorema 2.19 (Propriedades de Regularidade) Seja E € L.

(a) m(E) =inf{m(O): O2 E e O € aberto}

(b) m(E) =sup{m(K): KcFE e K é compacto}.

(¢) Para todo € >0, eziste um aberto O o E tal que m(O N\ E) <e.

(d) E=G~(GNE), com G um Gs e m(GNE) =0.

(e) Para todo € >0, existe um fechado F c E tal que m(E~ F) <e.

(f) E=HU(E~H) com Hum F, em(E~H)=0.

(g) Se m(E) < oo, para todo € > 0 existe uma colegao finita Py, ..., Py de

paralelepipedos abertos disjuntos tais que
N
mlm(u p)] ce.
j=1
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Prova.

(a) Podemos supor m(FE) < oco. Pela definicdo de produtos de medidas, vide

(For.2.5.2), existe uma sequéncia (R;) de retangulos tal que
FEc URJ e Zm(RJ) < m(E) + €.
j=1

Aplicando o Teorema 1.6 aos lados de R; obtemos um retangulo O; > R;

cujos lados sao conjuntos abertos e
€
m(Oj) < m(Rj) + 2—]
Entao, o aberto O = U2, O; contém E e

m(0) <> m(0;) <m(E) + 2.

(b) E evidente que m(E) > m(K), para todo compacto K c E.
¢ Caso E limitado. Dado € > 0, por (a) existe O aberto satisfazendo
O>E~NE e m(O)<m(ENE)+e.

Podemos supor O limitado. Assim, m[O~(E~E)] < e. Por outro lado,
K = E~O é compacto ¢ K ¢ E. E facil mostrar que ExK ¢ O~ (ENE).
Donde segue

m(E) -m(K) <e.

o Caso FE ilimitado. Cada E; = EnB(0;j) é limitado e m(E;) » m(E).

Existe um compacto K; c E; tal que
1
Im(E;) —m(K;)| < G
Donde segue

limm(K;) = lim [m(E;) + [m(K;) - m(E;)]] = m(E).

63



(c) O caso E limitado é trivial, por (a). Se E é ilimitado, cada E; = En B(0;j)
é limitado e m(E;) # m(E). Logo, existe O; aberto e contendo E; tal que

m(O; \ E;) < 2%
Entao,
O:QOJ»DE e m(O\E)<Z%§e.
(d) Segue trivialmente de (c¢) [cheque].
(e) Segue de (c) aplicado a E¢ e L".
(f) Segue trivialmente de (e).

(g) Seja (O;) a cobertura aberta de E na prova de (a). Logo, m(UO;) < .
Cada lado de O; ¢ uma reuniao enumeravel de intervalos abertos e podemos
para cada um dos lados escolher uma quantidade finita destes intervalos
e entao com todos estes intervalos formarmos uma reuniao finita S; de

paralelepipedos abertos satisfazendo
S;cO; e m(S;)>m(0;) - 2%

Se N é grande o suficiente, entao a “cauda”

+o0

> m(0;)
j=N
é menor que € e obtemos
N o N
m(E\ USJ) Sm( U Oj) +m(U(Oj \Sj)) < 2€
j=1 j=N+1 j=1

e, ainda,
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Donde segue

nlEa(Us)| s

N
S=1Js;
j=1

¢ uma uniao finita de paralelepipedos abertos.

sendo que

[Para o que segue, pode ser util acompanhar pela figura abaixo.] Utilizando
os hiperplanos paralelos aos planos coordenados passando por cada um dos
vértices de cada um dos paralelepipedos, particionamos S como uma uniao

finita de paralelepipedos abertos disjuntos
P,...,P,

e um conjunto nulo (contido na unido dos hiperplanos).

Figura 2.8: Uma disposicao de dois retangulos (no sentido usual) que gera sete

sub-retangulos.

Tal colecao de paralelepipedos nos ¢é suficiente#
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Teorema 2.20 [Aproximagao basica em L!'(m)]. Seja fe L'(m) ee>0.

(a) Eziste uma fungdo simples
N
Y= Z ajxp;, com cada P; um paralelepipedo,
j=1

tal que

/|f—gp|dm<e.

(b) Eziste uma fungdo g continua e de suporte compacto tal que
[ |f —gldm <e.

Prova.

(a) Analogamente ao Teorema 2.7(a), existe uma fungao simples 1) = Z;\/:l ajXE;

tal que
[|f—w|dm<e.

Podemos supor todo a; # 0 e neste caso temos m(E;) < oo, pois ¢ € Ll
Pelo Teorema 2.19(g), encontramos uma uniao disjunta de paralelepipedos
Sj = Py u---u Py satisfazendo

jaa| + -+ |an]
Sob tal condigao segue

€

| e, = xs, | = m(E;A8) <

|ay|+ - +]an|’

Entao, a fungao simples ¢ =} a;xs, satisfaz

f|1/1—90|<6-
[le-11<2e

E claro que ¢ é combinacao linear finita de caracteristicas de paralelepipedos.

Logo,
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(b) Por (a), basta mostrar que a fungao xp, onde P é um paralelepipedo aberto
e limitado (ay,by) x - x (a,,b,) é aproximavel em L' por funges continuas

de suporte compacto.
Seja € > 0 e pequeno o suficiente.

Consideremos a “fungao trapezoidal” f;:R — [0,1] dada por

1, sobre (a; +€,b; —¢€),
fi=1 0, sobre (-00,a;]U[b;, +0), €

linear no complementar.

10

00

Figura 2.9: O gréfico da “funcao trapezoidal” f;.

E claro que
f(l'l, <o ’xn) = fl(xl) ’ f2(x2) : fn(xn)

¢é continua de suporte compacto e

[1r-xrl< @y
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(Medida de Lebesgue) X (Contetddo de Jordan). Comparemos a me-

dida de Lebesgue em R™ com a correlata teoria da medida dada em livros basicos.

A seguir, um cubo em R” é um paralelepipedo fechado cujos lados tem igual
comprimento. Dado k € N u {0}, seja Cx a colegdo dos cubos cujos lados tem
comprimento 1/2% e cujos vértices pertencem a grade
( / )” Z Z

—_ = — X e X —,
2k 2k 2k
Isto é, o cubo
C =[][a;,b;] pertence a Cy
j=1

J

se e somente se 2%a; e 2¥b; sao inteiros e
bj — Clj = ?
O espago todo é a reuniao dos cubos na colecao Cy, e tais cubos tem interiores
disjuntos (i.e., “non-overlapping” ou sem sobreposicao).
Os cubos em Ci.1, sao subcubos dos cubos em C;, e sao obtidos bisectando os

lados dos cubos em Cy,.

Figura 2.10: No plano cartesiano. Os dezesseis cubos (a esquerda) da colegao Cy

geram, apds bisec¢ao, 64 cubos (sub-cubos a direita) na cole¢ao Cp,.
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A colecao dos cubos diadicos é a reuniao
[ee]
Uc.
k=0

Fixado k£ e um cubo C' em C;, entao os cubos em Cj,q ou sao sub-cubos de C'
ou tem interior disjunto do interior de C.
Por conseguinte, dados dois cubos diadicos, ou um deles esta contido no outro

ou seus interiores sao disjuntos.

Dado E c R?, definimos as aproximagoes interiores e exteriores de F

AEBR= U ¢ ABk= U C

CeCreCcE CeCreCNE+g

Figura 2.11: Aproximagoes aos conteudos interior e exterior de um conjunto.

A medida de A(E,k) (no sentido ingénuo ou de Lebesgue) é 27* vezes o
nimero de cubos em C;, que estao contidos em E, e a denotamos por m[A(E, k)].

Analogamente para m[A(E, k)].
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Ainda, os conjuntos A(F, k) claramente crescem com k enquanto os conjuntos
A(E, k) decrescem com k (pois cada cubo em Cj é uma unido de cubos em Cy,;).

Existem entao os limites
5(E) = lim m[A(E.})]. R(E) = lim m[A(E.k)].
Tais limites sao o contetido interior e exterior de . Se tais conteudos sao

iguais, o valor comum k(E) é o contetido de Jordan de E.

Dois comentarios sao pertinentes.

Primeiro, geralmente o contetido de Jordan é definido utilizando paralelepipedos
em vez de cubos diddicos, mas o resultado é o mesmo (como é intuitivo).

Segundo, embora todas as defini¢oes acima fagam sentido para um conjunto
arbitrario £ ¢ R", a teoria do conteido de Jordan é relevante apenas se F é

limitado, pois caso contréario temos k(E) = oo.

Sejam
AE)=UAER), AE)=NAE K
k=1 k=1

Entao temos

A(E)c Ec A(E), com A(E) e A(E) borelianos,

5(E) = m[A(E)] e K(E) = m[A(E)].

Logo, o contetido de Jordan de F existe se e somente se m[A(E)\ A(E)] =0 e,
neste caso, E' é Lebesgue mensuréavel e m(E) = k(FE).

Para melhor clarificar a relacao entre medida de Lebesgue e o processo de
aproximacao conduzindo ao conteido de Jordan, provamos o lema abaixo cuja
segunda parte ser 1til posteriormente [vide a introducao ao teorema da mudanga

de varidvel na integral de Lebesgue e a prova deste teorema, Teorema 2.21(b)].

Lema 2.2 Seja O um aberto em R™. FEntao,
(a) O =A(0).

(b) O é uma reunidao enumerdvel de cubos diddicos com interiores disjuntos.
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Prova.

(a) Seja € O. Como O¢ é fechado, temos r = d(x; O°) > 0. Seja k € N tal que
Vn/2F < r. Existe um cubo C € Cy, tal que z € C. O diametro de C satisfaz
diam(C) = sup{|a—b|: a,b e C} < /n2-2* <. Portanto, z € C' c B(z;r) c O.
Donde segue que x € A(O, k) c A(O). Por fim, é claro que A(O) c O.

(b) Consideremos as colegoes A, = {C': C € C,, e C c O}. Seja Sy = Ay. Dado
Jj>1, seja S; a colecao dos cubos em A4, que nao sao subcubos de nenhum
cubo em Syu---uS;_1. Um cubo qualquer em S = U3, S;, nao é subcubo de
um outro cubo em S. Logo, os cubos em S tem interiores disjuntos. Dado

x € O, existe o menor k tal que x € 4. Assim, x estd em um cubo de Sip#

O Lema 2.2 implica facilmente que a medida de Lebesgue de um conjunto
aberto qualquer é igual a seu contetido interior (cheque).

Por outro lado, suponha que F c R™ é compacto. Seja () um cubo, grande o
suficiente, cujo interior contém F. Se C' € C, e C' c @), entao ou temos C' N F # &

ou temos C' c @ \ F. Donde segue (para k grande o suficiente)
m[A(F, k)] +m[A(Q~ F,k)] =m(Q) (cheque).

Impondo k£ — oo encontramos &(F) + k(Q N F') =m(Q).
No entanto, @ ~ F' é a uniao do conjunto aberto int(Q) \~ F' com a fronteira

de @, a qual tem conteudo zero. Concluimos entao

K(Q~NF)=r[int(Q)N F]=m(Q\ F).
Isto é, a medida de Lebesgue de todo compacto é igual ao seu conteuido exterior.

Tais resultados e o Teorema 2.19, itens (a) e (b), permitem comparar a medida
de Lebesgue e o conteudo de Jordan. O conteudo de Jordan de E é definido por
aproximagoes de E, por dentro e por fora, dadas por reunioes finitas de cubos. A
medida de Lebesgue ¢ obtida por um processo de aproximacao com duas etapas.
Primeiro, aproximamos E por fora, utilizando conjuntos abertos, e por dentro via
conjuntos compactos. Por fim, aproximamos os abertos por dentro e os compactos
por fora, através de unides finitas de cubos. Os conjuntos Lebesgue mensuraveis
sao exatamente aqueles para os quais tais aproximagoes por dentro/por fora e por

fora/por dentro fornecem a mesma resposta no limite. Vide Exercicio 19 1.4.
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O Teorema de Mudancga de Variavel na Integral de Lebesgue.

Comecemos com uma observacao muito simples em geometria cartesiana plana.

Computemos a 4rea do paralelogramo P determinado pelos vetores @ = (a,b)

e U = (¢,d), ambos com extremidade inicial na origem O = (0,0).

Y
(c,d)
b+d | ___ [ _ o ______ I(a+c,b+d)
i (a+¢,b)
d oo |
______ ' (a,b)
10 c a a+c x

Figura 2.12: Area de um paralelogramo no plano cartesiano.

Admitindo a disposicio de @ e ¥ na figura acima, a drea A(P) do parale-

logramo P é dada pela area do retangulo de vértices
0 =(0,0), (a+c0), (a+c,b+d) e (0,b+d)

subtraindo-se as areas de dois trapézios congruentes e dois triangulos con-

gruentes. Encontramos entao
(a+c+c)b cd
AP) = (s o) -2[@TET W] ()

a c
b d

=ad-bc=
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A seguir, acompanhemos o efeito de uma mudanca linear de coordenadas em
integrais de Lebesgue. Identifiquemos uma aplicacao linear 7' : R* - R" com a

matriz
(Ti;) = (e;-Te;), onde {ey,...,e,} é a base canonica de R",
com determinante det 7. Se S : R® - R” também é linear, vale a férmula

det(T o S) = (det T)(det 5).

Indicamos por

GL(n),

o grupo das transformagoes lineares inversiveis sobre R”. Sabidamente toda T

em GL(n) é um produto finito de trés tipos de transformagoes elementares.
Tipo 1. Troca duas coordenadas e fixa as demais.
Tipo 2. Multiplica uma coordenada por uma constante nao nula e fixa as outras.

Tipo 3. Adiciona um multiplo de uma coordenada a uma outra coordenada e

fixa as demais.

Em simbolos, escrevemos

Ty (@1, Ty Ty ey ) = (T4 Ty ooy Ty ooy Ty), detTy =1
To(x1y. .., x4, .., xn) = (21,...,¢T4,...,2,), onde c+0, detT) =c,
Ts(x1,. . @y ) = (21,0, 2 + gy ..., Ty), onde k+ 7, detT3=1.

[A matriz associada a T3 é triangular e assume o valor 1 em toda a diagonal.|

Tal fatoracao é valida pois toda matriz inversivel é linha-reduzivel a matriz
identidade.

Toda aplicacao linear T : R® — R” é continua. De fato, pela desigualdade
|Tx| < M|z| para todo x, onde M =|Tey| + -+ |Te,|,
obtemos

T(B(x; r)) c B(Tz; Mr), para quaisquer z € R" e r > 0.
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Ainda mais, se N c R" é nulo entao T'(N) também é nulo. De fato, dado € > 0

existe um aberto O tal que
O>N e m(O)<e.

Como ja vimos, O é uma reuniao de cubos diddicos I com interiores disjuntos e

cada qual de centro x; e lado de comprimento r,. Portanto, temos
ZT? =m(O)<e e Ic B(a?k;rk\/ﬁ).

Valem entao as inclusoes
T(N) c UTI) c UB(Tay; Mri/n),

que exibem T'(N) como subconjunto de uma uniao de bolas.

Valem também as desigualdades

m [UB (Txk; Mrk\/ﬁ)] < Z (QMrk\/ﬁ)n < (2M\/ﬁ)n €.

Logo, T'(N) é subconjunto de um Gy nulo e portanto 7'(N') é nulo (cheque).

Assim, se T é inversivel entao vale a propriedade
T(L™) =L"
De fato, se Bu N € L, com B boreliano e N nulo, entao o conjunto
T(BUN)=T(B)uT(N)

é Lebesgue mensurével pois o conjunto T'(B) é boreliano [ja que T-! é continual

e o conjunto T'(N) é nulo. Mostramos que
T(L)cL.

Analogamente, temos
T—l ( En) c[m
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Proposicao 2.16 Sejam T em GL(n) e E € L. Entao T(E) € L™ ¢
(2.16.1) m[T(E)] =|det Tim(E).
Prova.

Comentamos acima que T'(L") = L". Notemos que se a identidade (2.16.1)

vale para S,T em GL(n) entdo também vale para SoT":
m[(SoT)(E)]=|det S\m[T(FE)] =|det S||det T|m(E) = |det(SoT)|m(E).
Assim, basta checar (2.16.1) para 11,1, e T5.

o Para T} e Ty, com |det T1| = 1 e | det T| = ||, notemos que m é o-finita e que

as funcgoes de conjuntos
1
m[Ti(E)] e Hm[TQ(E)], ambas na varidvel E € Bgn = B ® -+ ® Bg,
c

definem medidas, que coincidem com m em cada retangulo Fy x --- x E,,,
cada I € Bg. Logo, pela unicidade da medida produto estas trés medidas

coincidem sobre B~ e, por fim, sobre L.

o Para T3, onde |det T3] = 1, usamos as férmulas para E = £ uni-dimensional

m(E) =m(E +c) = f Xeve(t)dt = f et - c)dt

e o Teorema de Fubini-Tonelli se F € £", integrando primeiro em z;,

:/...f[/XE(l'l,...,ﬂfj—C.Tk,...,.Tk,...,.ﬂjn)dl'j:ldﬂfl...dl’j_1d$j+1...d$n

=/.../[/XE(a:l,...,xj,...,xk,...,xn)dxj]dxl...dxj_ldxj+1...dxn

=|det T3m(E)#
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Corolario 2.9 Sejam f:R"™ - R mensurdvel e positiva e T em GL(n). Entdao
(a) A fungdo foT € mensurdvel.

(b) R[Lf(x)dzz|detT|f(foT)(m)dx.

R”l
Prova.
(a) Como T'(L") = L", dado um boreliano B € By temos 7! [f‘l(B)] e L.

(b) Pela Proposi¢ao 2.16, dado E € L™ temos

[ xpt@dde =m(E) = (T (B)] = det 7Y [ ey

=|det T [(XE oT)(x)dx.

Isto mostra que (b) é valida para toda fun¢ao simples em L*. Entao, pelo

teoremas 2.1(a) e convergéncia mondétona, (b) é valida para todo f e L*#

Corolario 2.10 A medida de Lebesgue € invariante por transformagoes ortogo-

nais (rotacgoes, reflexoes e composicoes de ambas).
Prova.

Transformacgoes ortogonais satisfazem T7T* = I, onde T™* é a transposta de
T e I é aidentidade. Visto que detT™* = det T, temos que |detT| =14

Estendamos o Corolério 2.9 a fungoes diferenciaveis. Fixemos a base canonica
de R". Seja G = (g1, ..., 9,) uma fungao definida em um aberto Q2 c R" a valores
em R” com componentes g; de classe C1, isto é, com derivadas parciais dg;/0x;

continuas. Indicamos por DG(x) a aplicacao linear dada pela matriz jacobiana

JG(z) = (gj] (x)) .

Identificamos DG e JG. Se G é linear temos JG(x) = G(x), para todo z.
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A aplicacao G é dita um difeomorfismo se é bijetora e, ainda, JG(x) é in-
versivel em todo ponto. Neste caso, o teorema da fungao inversa (vide referéncias
4], [5], [8] ou [13]) garante que G(£2) é um aberto, a aplicacao G™1: G(2) - Q é

um difeomorfismo de classe C! e que vale a férmula
JG N (y) =[JG(x)] ™, onde y = G(x).

A seguir, supomos que GG é um difeomorfismo e notamos que GG preserva borelianos.

Dada uma aplicagao linear 7" = (7};) € GL(n), definimos

] = max|e;| e |T|=max) [T, (atencdo: |I] =1).
J

E facil ver que |Tz| < |T| |z|. Consideremos um cubo de centro a e lado 2r

Q=Q(a;r) = {z: [z -af <r}, m(Q)=(2r)",

compacto e em . Como a funcao G é de classe C'!, encontramos o majorante

M = sup{|JG(y)] : y € Q} < oo.

Entao, dado um ponto z € (), pelo teorema do valor médio para funcoes em uma

variavel real e a valores reais temos que existe um ponto y € ) tal que

(o) = ai(a) = 3 5

j(y)(l’j - a;).

Logo, |G(z) - G(a)| < Mr. Donde segue G(Q(a;r)) c Q(G(a); Mr) e entdo

m[G(Q)] < M"m(Q).

Vale uma desigualdade andloga para G1. E f4cil ver que G preserva os subconjun-

tos nulos de 2 (cheque) e os subconjuntos Lebesgue mensuraveis de € (cheque).

Dada uma aplicagao T € GL(n) e utilizando a desigualdade destacada acima

para a composta 7! o GG, junto com a Proposicao 2.16, obtemos a desigualdade

(Teo.2.21) m[G(Q)] = |det T|m[T~1(G(Q))] < | det T| (zlelg ||T1JG(y)|) m(Q).
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Teorema 2.21 (Mudanca de Variivel na Integral de Lebesgue). Sejam
G : Q - R" um difeomorfismo de classe C' e f: G(Q2) - C.

(a) Se f € Lebesgue mensurdvel, entio f oG é Lebesgue mensurdvel.

(b) Se f>0 ou feLl(G(Q)), entdo

L(Q)f(y) dy = A(fOG)(xﬂdet JG(z)|dx.

(c) Seja E mensurdvel, com E c ). Entdo, G(E) é mensurdvel e

m[G(E)] = fE |det JG(x)| da.

Prova.
(a) Dado B € Bg, pelo comentdrio acima, G‘l[ f‘l(B)] ¢ Lebesgue mensurdvel.

(b) Seja @ um cubo (compacto) ndo degenerado em 2 e £ € 1/N. A fungao
em duas variaveis |JG(2)1JG(y)|| é continua e é constante e igual a 1 na
diagonal (compacta) A de @ x Q.

EREREEEEES /\.,QXQ

Figura 2.13: A diagonal compacta A de Q) x Q).

Logo, existe um d € 1/N tal que se (z,y) estd no disco fechado centrado em
A e de raio 0 entao
IJG(2) TG (y)|" <1+e¢

[notemos que se z € @ e || <9, entdo (z,z) + (0,h) pertence a tal disco].
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Subdividamos @ em subcubos @3, ...,Q%, onde N = N(§), com interiores
disjuntos, lados de comprimento inferior a d e respectivos centros x,...,Ty.
A desigualdade (Teo0.2.21) com @) = Q? =Q; e T = JG(x;), acarreta

m[G(Q)] < ¥ m[G(Q;)]

1<j<N

<3 1det TG sup 19G;) TG m(@;)
<(1+2) T [detJG(a;)m(Qy).

1<j<N

O ultimo somatdrio é a integral da fungao Zj]\il |det JG ()| Xint(@,) (7). Tal
fungao é majorada por uma constante e converge pontualmente a | det JG(z)|
se x € QN Us, GQ?, para 0 — 0. Entao, como Us, 8@? tem medida nula,

pelo teorema da convergéncia dominada e impondo 6 - 0 e € - 0 obtemos

m[G(Q)]S[Q|detJG(x)|dx.

Tal desigualdade vale também para uma uniao contavel de cubos diddicos
com interiores disjuntos, pois as fronteiras dos cubos tem medida nula, e

assim (pelo Lema 2.2) para abertos em (2 .
Dado um mensuravel F c €2, seja Ey = E ({2, contido no aberto limitado
Qe ={zeQ:|z|<ke|det JG(x)| < k}.
Fixado k, existe uma sequéncia de abertos O, contidos em (2, satisfazendo
O; ™ Ej, eEkzﬁOj\N, com m(N) = 0.

J=1

Entao, pelo teorema da convergéncia dominada segue
m[G(Ey)] < limm[G(0;)] < lim f | det JG(x)|dx = f | det JG()|da.
Oj Ey
Impondo k — oo segue [por construcao e convergéncia mondtona, (cheque)]

m[G(E)]§[E|detJG(x)|d:B.

Assim, se f =¥ ajxa, ¢ uma funcao simples positiva sobre G(£2), temos
/G(Q) fly)dy = Zajm(Aj) < Zaj [Gl(Aj) |det JG(z)|dx
- fg (f o Q) (x)|det JG(x)|dz.
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Teorema 2.1(a) e o teorema da convergéncia monétona implicam que a desi-
gualdade imediatamente acima vale para qualquer f mensuravel e positiva.

Analogamente, trocando f por (f o G)|det JG| e a funcao G por G,

/Q(foG)(x)|det JG(x)|dx

< fg(m(foGoG‘l)(y)ldet JG(G™(y))l[det JG™' (y)|dy = fG(Q)f(y)dy.

Provamos (b) para f >0 e o caso f € L' é entao trivial [tal argumento é

simelhante a varios para somas nao ordenadas|. Isto encerra (b).

(c) Segue de (b) aplicado a funcao f = x¢(x)#
Importante. A forma usual e facil para provar que
j=N
Y= |det JG(z;)Im(Q;)
j=1
converge (uniformemente) a integral de Lebesgue
f | det JGdm
Q
é notar que |det JG(x)| restrita a () tem integral de Riemann n-dimensional

[:/Q|detJG(x)|da:

coincidindo com a integral de Lebesgue e, ainda, que ¥ é uma soma de Rie-
mann compreendida entre uma soma inferior de Darboux e uma soma superior

de Darboux , respectivamente

s=y mym(Q;) e S=3 Mym(Q),

com m; o inf e M; o sup da funcao |det JG| no cubo @);. Consequentemente,

m-11<|S -5 25 0.

Entretanto, a integral de Riemann n-dimensional nao é abordada neste curso.
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2.7 Integracao em Coordenadas Polares

Os mais importantes sistemas de coordenadas nao lineares sao (em R?) as

T\ rcost
Y \ rsing

e (em R3) as coordenadas esféricas

coordenadas polares

x rsin ¢ cos 6
y | =] rsingsind
z 7 COS ¢
Vide figura abaixo
A
zZ=rcosd [~~~
o |
\y=rsingsin
7 y
s i
0 %\

X = r-sin¢coso

X

Figura 2.14: Coordenadas esféricas do ponto (x,y, z)

A aplicac@o do Teorema de mudanca de varidvel na integral de Lebesgue (2.21)

a estes dois sistemas de coordenadas conduz as férmulas ingenuamente enunciadas
dedy=rdrdfd e drdydz=r*singdrddde.

Existem sistemas de coordenadas que sao semelhantes e em dimensoes mais ele-
vadas, os quais se tornam mais complicados conforme a dimensao aumenta (vide
Exercicio 65 2.7). Para a maioria dos propdsitos no entanto basta conhecer qual

medida de Lebesgue é efetivamente o produto da medida r"~tdr sobre (0, c0)
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e uma certa “medida de superficie” sobre a esfera unitaria (df para n = 2 e
sin ¢ df d¢ para n = 3).

Nossa construcao desta medida de superficie é motivada por um fato familiar
da geometria plana. A saber, se Sy é um setor do disco de raio r com angulo
central  (i.e., a regiao do disco que esta contida nos dois lados do angulo), a drea

m(Sy) é proporcional a . De fato,

29
m(S) = %

Esta equacao pode ser resolvida para 6 e entao utilizada para definir a medida
angular f em termos da area m(Sy). A mesma idéia funciona em dimensoes supe-
riores: definiremos a medida de superficie de um subconjunto da esfera unitaria

em termos da medida de Lebesgue do correspondente setor da bola unitaria.

Para a esfera unitaria, escrevamos
Sl ={weR™: |w|=1}.

Se x € R" \ {0}, as coordenadas polares de z sao

r=lz|e(0,00), w= |“”—| e 51,
xXr

A aplicagao

®:R" {0} - (0,00) x S*! dada por ®(x) = (r,w),

é bicontinua e =1 (r,w) = rw.
Denotaremos por m, a medida de Borel sobre (0,00) x S?~! induzida por &

através da medida de Lebesgue sobre R™. Isto é,
m.(E) =m[®(E)], onde E € B o)xsn-1.
Ainda, definimos a medida p = p,, sobre os borelianos R c (0, c0) por

,O(R)=/;%r”_1dr, onde dr = dm(r) [p(R)=/XR(7’)7’"_1d7’=/Xde].

Se h:(0,00) = [0,00] é p-mensuravel, por aproximacao segue (cheque)
/ hdp = [ h(r)r™tdr.
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Teorema 2.22 (Coordenadas Polares e a Integral de Lebesgue). FEziste

uma unica medida de Borel o = 0,,_1 sobre S™1 tal que
m, =pxa.

Se f é Borel mensurdvel sobre R™, com f >0 ou f e L'(m), entdo

(Teo.2.22.1) /f(x)dx:fff(rw)r"‘lda(w)dr [Zf::;l:((f)) ]

0 gn-1

Prova.

¢ Admitamos que o existe. Entao, (Teo.2.22.1) para f = yp, com B um

boreliano de R, meramente reformula a identidade m, = p x ¢ pois

| Xz da=m(B) =m.[e(B)],

xB(rw) =1 se e somente se xo(5)(r,w) =1 e, ainda,

[ [ sty tdo@ydr= [ [ xae(rw)do(rdo(w) = (pxo)[@(B)].
0 Sn—l Sn—l 0
Assim, com argumentos usuais de aproximacao e linearidade concluimos que

(Teo.2.22.1) também vale para uma f Borel mensuravel e positiva arbitréria.
Em suma, (se o existe) Teo.2.22.1 segue da identidade m(B) = m,[®(B)].

o Construcdo de o sobre S"~!. Dado um boreliano A c S™! e a > 0, seja

A =07((0,a] xC) ={rw: 0<r<aeweA} (contidoem R").

A
2

A,

Figura 2.15: Os setores esféricos (sélidos) A; e As.

Se a férmula (Teo.2.22.1) deve valer para f = x4,, necessariamente seguem

m(Al):[DI‘/Ar”1da(w)dr=o(A)[01r”1dr=w.

n
Tais identidades mostram como definir o(A).
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Definimos entao |o(A) = nm(A;)|.

Visto que a aplicacao

Sl A— A cR”
associa borelianos a conjuntos borelianos e comuta com unioes, interseccoes
e complementares, concluimos que ¢ é uma medida de Borel sobre Sm!
(cheque). Ainda, como A, é a imagem de A; pela homotetia = — ax, pela
Proposigao 2.16 temos m(A,) = a®m(A;) e assim, para a < b < oo temos

no_ AN b
- a U(A):U(A)f r"tdr

=(px 0)((@, b] x A).

m*((a,b] x A) =m(ApN A,) =

Figura 2.16: Representagao para o solido A, \ A,.
Vejamos que basta esta féormula para definir m,. Fixado um boreliano
A c Sn1a colegao {(a,b] x A:0<a<b< oo} éuma familia elementar
de subconjuntos de (0,00) x A e, gragas a Proposigao 1.5, a colecao A4
das uniodes finitas e disjuntas de elementos de tal familia elementar é uma

algebra sobre (0,00) x A que gera a o-algebra
MA = {R xA: Re 8(0700)}.

Pelos computos precedentes temos m, = p x o sobre a algebra A4 e pela

unicidade para medidas produtos [Teorema 1.4(c)| segue a igualdade
ms = p x o sobre M 4.

Entretanto, a uniao U{My, : A € Bgn-1} é precisamente o conjunto dos
retangulos Borel mensuraveis de (0, c0)x.S""! e entdo, utilizando novamente
a unicidade garantida pelo Teorema 1.4(c) obtemos a identidade m, = px o

sobre todos os borelianos de (0, 00) x S™1&

O teorema acima se estende facilmente a uma f Lebesgue mensurével (cheque).
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Corolario 2.11 (A Integral de uma Funcao Radial). Se f ¢ uma funcao

mensurdvel sobre R™, positiva ou integravel, tal que f(x) = g(|z|) para alguma

fungao g sobre (0,00), entao
/Rn f(z)dr =a(S™1) '/O.oog(r)r”_ldr.
Prova.
Consequencia trivial do Teorema 2.22#
Corolario 2.12 Sejam e>0 e C >0 e B=B(0;¢) = {x e R*: |z| < e}. Suponha
que f € uma funcdo mensurdvel sobre R™.

(@) Se |f(z)] < % sobre B para algum a <n, entao f € L'(B).
a
Se |f(z)] > % sobre B, entdo f ¢ L'(B).

) Se |f(x)| < % sobre B¢ para algum a > n, entao f e L'(B°).
Se |f(x)] > ﬁ sobre B¢, entdo f ¢ L1(B°¢).

Prova.
Segue do Corolério 2.11 aplicado as fungoes |x|%xp e ||y p-#
Logo mais computaremos o(S™1). Utilizaremos que o(S?) = 27.
Proposicao 2.17 (A Integral da gaussiana). Se a >0, entdo
n/2
[ e dy: = (E) .
n a
Prova.

Denotemos a integral por I,,. Se n =2, pelo Corolario 2.11 temos

I, =27 [ e rdr = — (E) emar’
0 a

n
—alzl? a2
e alz* _ I |€ ax]>0’

j=1

o0

0 a

Sabendo que

gratos ao Teorema de Tonelli deduzimos que I, = (I;)". Em particular,

I, = (I,)'/2. Finalmente obtemos I, = (7/a)™?#
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Proposicio 2.18 (Area da Esfera Unitéria). Vale a férmula

271'”/2

75" = F iy

Prova.

Pela Proposicao 2.17, Coroldrio 2.11, Proposicao 2.17 e a substituicao s = r2,

= [ e dz = o(S™ 1) /OO e gy
" 0
= M foo $(n/2)-1,=s g6 — U(S”_l)r(ﬁ) »
2 0 2 2
Corolario 2.13 (Volume da Bola Unitaria). Vale a formula

/2

m(B(0;1)) = T

Prova.

Pela definicao de o, a equacao funcional para I" e a Proposigao 2.18 segue

O—(Sn—l) ~ orn/2 ~ /2 .
nl'(nf2) T (2+1)

m(B(O; 1)) =

J& mostramos no 2.3 que I'(n) = (n—1)!. Agora, computemos I' em Z/2.

Proposicao 2.19 Vale a formula
1 1 3 1
T o (n-2 _2) = )
(’“2) (” 2)(" 2) (2)ﬁ

Gratos a equagao funcional temos I’ (n + %) = (n - %) (n - %) %F (%) Ainda,

Prova.

introduzindo a substituicao s =2 e utilizando a Proposicao 2.17 obtemos

1 oo oo 9 +00 9
r (5) = f s12e3ds =2 f e "dr = / e dr =/
0 0 —o00

Uma consequéncia surpreendente da Proposigao 2.18 e da férmula I'(n) =
(n—1)! é que, seja n par ou impar, a medida de superficie da esfera unitéria
e a medida de Lebesgue da bola unitaria, ambas em R”, sao sempre multiplos
racionais de poténcias inteiras de m (cheque), e também que a poténcia de 7 cresce

uma unidade quando n aumenta duas unidades.
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2.7.1 Expressao para as Coordenadas Polares

Em R2 temos as coordenadas polares

1 r rcosf
= = , 0<r<+o0, 0<6<2m.
T 0 rsin @

Em R3 temos as coordenadas esféricas

T r r cos 6y
To | =@ | 6, | = | rsinf; cosly |,
T3 0, rsin @, sin 6

onde 0 <7 <400, 0<#; <7mel<by<2r. Vide figura abaixo

Figura 2.17: Coordenadas esféricas de P = (1, x9,x3).

Generalizemos tais coordenadas a R™, supondo n suficientemente grande.
. . s . ’ . . o~ e
A primeira coordenada esférica é obtida projetando o vetor posicao = sobre
o eixo Oz, na direcao do semi-espaco superior, utilizando o angulo #;, onde

ﬁ
0<6;<m, de Oxy a . Temos,

x1 = || cosb;.

87



. ~ —> —> . . .

A projegao v, de 7 sobre o hiperplano x; = 0, tem comprimento |z|sinf; e

. . ~ . 1 A~ —>
projetando-a na diregao e sobre o eixo Oy, utilizando o angulo 6, de Oz, a v

e com 0 < 0y <, , encontramos a segunda coordenada
X9 = |z|sin By cos Os.

A projecao w de U sobre o hiperplano x; = 0 tem comprimento |z|sin 6, sin 6,
e projetando-a na direcao do eixo Oxs3, usando o angulo 3, onde 0 < 63 < ,

. —_ .
medido de Ox3 a w, encontramos a terceira coordenada
x3 = |z|sin b, sin Oy cos b3.

Por indugao temos
x4 = || sin 0 sin Oy sin Ozcosby,

x5 = || sinf; sinfy sinf3 sinf, cos b, ete.

Este processo continua até
Tpo =1 sinfy...sinb,_3cosb,_o
quando conclui com, em analogia com as coordenadas polares em R2,

Tpo1 =7 8inby...sind,,_3 sinb,,_ocosb,,_;
e
Tp=7sinf;...sinf,_3 sinb,_, sinf,_1,

onde 0< 6,1 < 27.

Temos entao,

1 r 7 cos 6,
i) ‘91 T sin 01 COS 92
= ()0 = . .
Tp_o 0,3 rsinf; ... sinf,_3cos6, o
Tp-1 0,—2 rsinf; ...sin6,,_5cosb,_1
Ty 0,1 ) \ rsind,...sinb,_, sinf,_;

onde, 0 <7 <+o00,0< ;<7 para 1<j<n-2e, por ultimo, 0 <8, <27.
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Por exemplo, em R?*, para 0 <7 <+00, 0<f; <7, j=1,2, e 0<6b5<2m,

1 r 7 cos 0,

) 0, r sin 0 cos 0

T3 - 0 | rsin 0, sin 0, cos 05
T4 05 r sinfy sin @y sin 65

Teorema 2.23 Se n >3 entao,

det Jo = 7" sin™ 26, sin" > 6,. .. sinb,_o.

Prova.

E facil verificar a férmula para n = 3.

Suponhamos a féormula vélida para n — 1 e provemos a validade para n.

A matriz jacobiana de ¢ tém por i-ésima linha Vy;, o gradiente da i-ésima
funcao coordenada ¢; de ¢ ou, equivalentemente, por i-ésima coluna a de-
rivada de ¢ em relagao a sua i-ésima ordenada. Ainda, como temos

Dp;
00;

=0 se j>i,

segue que a partir de duas posicoes acima da diagonal principal as entradas

da matriz jacobiana sao nulas.

O jacobiano de ¢ é entao,

cos 01 —rsinf; 0
sin 61 cos 02 rcos 61 cos b2 -rsinfisinfs 0 0
0
sin @1 sinfs...sin6,_2cosf,,—1 rcosfisinbs...sinf,_1 cosb,_1 . . . -rsinfi...sin0,_2sinf,_1
sin @1 sin@s...sin 0, _2 sin0,,_1 rcosfysinfs...sinf,_1 . .. rsinfy...sin0,_2cosf,_1

Expandindo-o pela primeira linha temos dois determinantes de ordem n—1.
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Iniciando pela posigao (1,1) temos cos; vezes um determinante de ordem
n — 1 cuja primeira coluna, oriunda da segunda coluna do determinante

acima, tém o fator rcos#; em cada entrada.
Para as demais colunas pomos sinf; em evidéncia.

O primeiro determinante é entdo, cos#;7 cos 6 sin™ 2 #; multiplicado por

cos 0 -rsinf, 0 0 0 0
0
sin 6y sin fs...8in6,,_1 cos 0,,_1 . . . . -rsinf,...sinf,_5sinf,_;
sin @y sinfs...sin 6,,_; ) . . . rsinf,...sin#,_cosb,_,

que é, por hipotese de indugao,

v = r"2sin" 30, ... sin6,_,.

Desenvolvendo det Jo a partir da posi¢ao (1,2), temos o cofator
—(=rsinfy) = r sinb,

multiplicado por um determinante de ordem n — 1 com todas as entradas

multiplas de sinf;. O segundo determinante é entao, é facil ver,
r siné; sin™ 6,

multiplicado pelo mesmo determinante acima. Assim, o jacobiano de ¢ é

rcos? @y sin" 26,y + rsin™6;y = rsin" 26y

= rsin® 20" 2 sin" 30, . ..sinb,_o

= "1 sin™20, sin" 30, ...sinf, o
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