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1. O exame tem duragao de 3 horas e pode ser feito a lapis.

2. Escolha e resolva 5 (cinco) questdes, com uma e uma s6 questao de cada um
dos pares de questoes: 1-2, 3-4, 5-6, 7-8 e 9-10.

3. E necessario justificar suas afirmacoes.

4. E necessario, se for o caso, verificar se a questao é bem posta. E absoluta-
mente necessario escrever os teoremas e resultados utilizados, solucoes que nao
os incluem nao tem nota 100%, assim como checar as hipdteses.

Boa prova.

1. Enuncie e prove o Teorema do Completamento para medidas positivas.

Solucao. Vide notas de aulas.



2. Se E€ Lem(F) >0, entdo o conjunto
E—-FE={x—y:x,ye L}
contém um intervalo centrado em 0.
Solucgao. Utilizaremos o seguinte lema.

Lema. Se F € L e m(FE) > 0, entao para qualquer o« < 1 existe um
intervalo aberto I tal que

m(ENIT)>am(I).

Pelo lema, existe um intervalo I = (p —r,p+ 1), com m(I) = 2r e

3 3r
ENnI -m(l) = —.
m(ENT) > (1) =2

Consideremos o intervalo J = (—r,r). Dado um ponto x € J mostremos
que * € E — E. Isto equivale a (z + F) N E # (). Para provarmos into,
basta checarmos que

[+ (END)[Y(ENI) #0.
Suponhamos, por contradicao, que
@+ (END(ENT) =0.
Se x € [0,r) entao (a reuniao que segue é disjunta)
[x+(EﬂI)]U(EﬂI) Cp—rp+r+uo).

Logo,
2r+x >2m(ENI) > 3r,

o que é uma contradicao.

Para completar a questao, s6 nos resta provar o lema.

Vide préxima pagina.



Prova do Lema.



3. Mostre que

lim
b—o0 0 xT

Atencao: E necessario identificar o uso das integrais de Lebesgue e de Riemann
(prépria e imprépria).

Solugao. Vide http://www.ime.usp.br/~oliveira/MAT5798-P1-2016.pdf.



4. Sejam a e b nimeros reais arbitrarios. Considere a funcao
b
f(@) = |z|* log|z||", = € R™.
Determine os valores a e b tais que

(i) f ¢ integravel em {z € R": |z] < 1}.
(ii) f é integravel em {z € R" : |z| > 2}.



5. (a) Defina a fungdo maximal (Hardy-Littlewood) e mostre que ela é mensurével.

(b) Enuncie e demonstre o Teorema Maximal de Hardy-Littlewood.

Solugao. Vide notas de aulas.



6. Sejam
2?sin i,z #£0, 2?sin %, x #0,
F(x)—{ eG(:Jc)—{07 0.

Mostre que

(a) F e G sao diferencidveis em todos os pontos da reta.

(b) F € BV([—1,1]).

(c) G ¢ BV([-1,1]).
Solugao.

(a) Trivial (verifique). Mostre que F’(0) = 0.

(b) Temos |F'(z)| < 3 para todo x € [—1,1]. Logo, F' € BV ([—1,1]).
(¢) (Sugestao de André Augusto Quintal.)

Seja n um numero par arbitrario, com n > 2. Consideremos a parti¢ao

1

ro=—-1l<z1 < -2, <Tpy1 =1, comz,;, = —sej=1,...,n.
0 1 +1 J (n+ 1 _])g
Logo,
n+1 n . . . .
sin((n+1—7)%) sin((n—j)3)
> 1G(x) = Glaja] = — - —
j=1 =2 (n+1-4)35 (n—17)%

1
=D DR ey

35 "n-3
E bem sabido que

L +
— — — —— 0.
357

Logo, G nao é de variagao limitadade



7. Suponhamos 1 < p < r < oo e (X, ) um espago de medida.

(a) LP + L" é um espago de Banach com norma (mostre que bem definida)
If[l = inf {llglly + 2]l : f =g+ hcom ge LV e h € L"}.

(b) Se p < g <r,ainclusdo LY — LP + L" é continua.
Solucgao.

(a) E trivial ver que 0 < |.]] <ooem LP+ L, e que este ¢ um espago vetorial
(cheque).
Se ||f]] = 0, existem sequéncias (g,) C L? e (h,) C L" tais que

f=gn+ hy, gngO e hng(].

Ja vimos que (exercicio resolvido em lista), existe subsequéncia (g, ) tal
q.s. . L" . A . q.s.

que ¢, — 0 e assim, como h,, — 0, existe subsequéncia hnkj — 0.

Logo, f = (anj + hnkj ) £250.

Se f =0, escrevendo f =0+ 0 obtemos | f|| <0+ 0= 0. Logo, ||f|| =0.

Dada f € L? + L", é 6bvio que ||[Af]| = |A| || f]| se A = 0.

Se A # 0 temos f = g+ h se, e s6 se, A\f = A\g + A\h e entao,

IAFIF = mtglAgll, + [MRlle = Af = Ag + Ah}

= mf{[A[lgll, + [A[ Al - f =g+ B} = AL S]]

Desigualdade triangular. Dadas f; e fo em LP + L" fixemos uma repre-
sentacao de fo, na forma fo = go+hso, com g, € LP e hy € L”, e consideremos
uma representacao arbitraria de fi, na forma f; = g; + hy, com g; € LP e
hy € L". Temos

11+ foll < (llgallp + [[Pallr) + [lg2llp + (2]l

Como a representacao de f; é arbitraria, tomando o infimo nesta desigual-
dade obtemos

v+ foll < WAl + Cllgallp + llA2ll)

e assim, como gy e ho sao quaisquer, tomando o infimo nesta ultima desi-
gualdade para gy e hy arbitrarios encontramos

11+ fall < LA+ (1721

Completude. Dada (f,) uma sequéncia de Cauchy em LP + L, existe
N,, € N tal que

1
Ifi = fill < ou+ Para quaisquer 7,j > N,,.

Podemos supor (/NV,,) crescente. Existem g, e h, tais que

1

1
fN"“ o fN" = v, + hNn7 HgNan < 2_71 € ||h’Nn||T < 2_”



Como
0
Z HgNn HP < 00
n=1

e LP é completo segue que

ZgNn =g € L" e, analogamente, Z hy =helL"

Consequentemente, escrevendo

p p p
z[fNW—an]—g—h:[ngn—g ; thn—h],
n=1 n=1 n=1

obtemos
P p L .
Z[anH_an]_g_h < ZgNn_g + ZhNn_h =
n=1 n=1 ) n=1 r

Logo, em LP + L", temos
p
g+h= lim Z [anH - an] = lim (pr+1 - fN1)

p—++o0 i p—+00
n=

e, assim, (fy,) é subsequéncia convergente de (f,), a qual é de Cauchy.
Portanto, a sequéncia (f,,) converge em LP + L'.

Dada f € L? temos

9= IXppony €L% =Xy €L f=g+h

e entao,

1
P T q q
11 < Mgl Al < [ / |f|qdu} +[ / |f|qdu] < IF1F +71F
{|f|>1} {If1<1}
Logo, se || f]l = 1 temos || f|| < 2 e portanto,

A< 2[[ £l oo



8. Suponha u(X) =1e f € LP para algum p > 0. Entao, se 0 < ¢ < p,

(@) 11y < Il
(b)

log | fll, > / log || dyt € [~o0, +00).
(©)

J1flodp =1 _ J(1f17 = 1)d
q q

7 : fl%dp —1
> tog Il o iy P < frog sl

(d)
i £, = exp ( [ 1o fla).
Notacdo: e™*° =0 e log0) = —o0.
Solucgao.

(a) Cheque (¢ simples).

(b) Se log|f|? € L', da Desigualdade Integral de Jensen (enuncie-a)e sendo e®
¢ convexa temos

ol oglrlvdn < /elogwdﬂ.

Computando o logaritmo (uma fungao crescente) dos dois lados desta desi-
gualdade obtemos,

o [1og171dn < g ( / |fr%m) — log [I£112 = qlog I/
Se log|f|? ¢ L' entao
/ log | f|dp = —o0
X

pois no conjunto {x : [f(z)| > 1} temos 0 < log|f|? < |f|? enquanto que
no conjunto {z : |f(x)| < 1} temos —oo < log|f]? < 0. Assim,

~o0 < [ loglfftdu < £l < +ox.
X

(c) De 1+logz <, sex>0,segue [|[f[|§—1 = log | fll7 = qlog|[fl e,

/115 =1
———— >log|fll,-

Para a segunda afirmacao, pondo

Jylfltdp =1 [ (17 = 1) dp :/ flo—1
q q x q

dp,

temos, se ¢ — 0, a convergéncia puntual para o integrando,

Ifl9 — 1  etloslfl — 1 ealoslfl 1

= = log |f| — log|fl,
q q qlog | f| 7l 71




mesmo se f(x) =0ou |f(z)] =1
Sea#0ea# 1, a® é convexa [(a®)" = a®log’a > 0] e, pelo exercicio
1(a)(iii), a fungdo dada pelos quocientes

a® —1

pla) = ——5 sex #0, ¢(0) =loga,

é crescente e assim, a funcao

[f()] —1

—
q 7—0

é, para ¢ — 0, decrescente a log|f(z)|; inclusive se f(x) =0 ou |f(z)| = 1.

[ Outra prova (menos facil) de

f17 =1
q

N\ log | f].

Se 0 < a # 1, entao a fungao

r—1
h(a:):a — sex #0, h(0)=loga,

é tal que h' > 0, se x # 0, h'(0) = 0 (h é crescente) e

r—1
lim & = loga.]
x—0 x

No conjunto {z : |f(z)| < 1} temos
¢ 1
0> =15 0y
q

e, trocando sinais,

0<-—

fl =1
VE= 1 < —togls

e, pelo teorema da convergéncia mondtona,

li _ W—_l dy = | d
im p= (—log [f[)dp.
=0 JLfI<1} q {IfI<1}

No conjunto {z : |f(z)| > 1} temos, para ¢ < p,

q _ p_
A= -1
p

0 < log|f] < L'

e portanto, pelo teorema da convergéncia dominada, segue o resultado de-
sejado.

Por (b) e (c¢) temos,

il -
[1oglfldn =l ML=~ tog | £,

q—

donde a tese &



9. Enuncie e prove o Teorema de Lusin para espagos HLC.

Solugao. Vide notas de aulas.



10. Sejam p uma medida de Radon positiva o-finita sobre X e uma medida de Radon
v € M(X). Escrevamos a decomposicao de Lebesgue de v com respeito a y como

v=uv)+ 1y, comr L pery << p.

Mostre que v e v sao medidas de Radon.



