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LISTA 10 DE EXERCICIOS

El. Se f:R" - C é mensuravel, F'(z,y) = f(z —y) é mensurdvel em R" x R".
E2. Sejam p, p; e p2 em (0, 00]. Verifique:

(a) Se u(X)=o0e f(z)=ceC*, Vre X, entao feL>® e f ¢ LP sep< oo

(b) A funciio f(z) =a 7 € Lr2((1,00)) se py > p1, mas f ¢ L71((1,00)).
)
)

(c¢) A funcdo f(x) = o e Ll’l((O, 1)) se p1 < po, mas f ¢ LP2((O, 1))

(d) A funcdo f(z) =log= e L» ((O, 1)) para todo p < co mas f ¢ L°°((O, 1))

E3. (A) Sejam a; >0 e p; > 1, onde 1< j <n, com pil +--+ - = 1. Entdo,

al’ abr
aq a, < — + —_—
b1 Pn

B) Desigualdade de Holder Generalizada. Se = +---+ L =1 p.>1 r>1,
P1 Pn T J

[ frefulle < Afillpy - o

DPn-

Dicas: Em (A), use a convexidade de e*. Em (B), inicie com n = 2.

VIDE VERSO



SECAO 6.1, p. 186-188

5. Suponhamos 0 < p< ¢ < oo e (X, ) um espago de medida. Entao,

(a) LP ¢ L4 se e somente se X contém conjuntos com medida estritamente

positiva e arbitrariamente pequena.

(b) L9 ¢ LP se e somente se X contém conjuntos de medida finita arbitra-

riamente grande.
(c¢) O que ocorre se g = oo ?
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Sugestoes: para a parte “se”. Em (a), existe uma sequéncia (E,) de
conjuntos disjuntos tal que 0 < u(FE,) < 2. Em (b), existe uma sequéncia
(£y,), de conjuntos disjuntos tal que 1 < pu(E,) < co. Considere f = ¥ a,x,,

para constantes apropriadas a,,.

6. Para 0 < p; < py < oo, encontre fungoes f definidas em (0,00) tais que

f e Lr(m) se e somente se

(a) p1<p<p2 (b) p1<p<po (c) p=p1.
Sugestao: Considere fungoes da forma f(x) =27 (1 +|logxz|)®.
9. Seja p € [1,00). Valem as propriedades abaixo.

LP ~ med. .. q.s.
(a) Se f, — f, entao f, — f e alguma subsequéncia f,, — f.

(b) Se f, med, f e para todo n temos |f,| < g € L?, entao f, =z, f.
10. Sejape[l,00). Se fu,feLPe f, - [ q.s., entao
[ fn = fllp = 0 se es6se | fulp = [ fp-

Sugestao: Exercicio 20 2.3.

14. Sejam p € [1,00] e g € L. Entao, o operador T': LP - Lr, T(f) = fg, é

limitado. Além disso, |T'|| < | ¢]«, valendo a igualdade se p for semi-finita.



18.

20.

SECAO 6.2, p. 191-192

A reflexividade de L? segue da teoria de espacos de Hilbert. Tal fato pode ser
usado para demonstrar o teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym através do
seguinte argumento, devido a von Neumann. Sejam pu, v medidas positivas
finitas em (X, M) (o caso o-finito é consequéncia do caso em que a medida

é finita, pelo mesmo argumento usado anteriormente), e seja A = p + v.

(a) O funcional f ~ [ fdv é linear continuo em L?(\). Portanto, o te-
orema de representacao de Riesz garante a existéncia de uma funcgao
g € L*()\) tal que para toda f € L2()\) temos [ fdv = [ fgd\. Equiva-
lentemente, para toda f € L2(\) temos [ f(1-g)dv = [ fgdu.

(b) 0<g<1 Aqs. e entdo podemos assumir 0 < g < 1 em toda ponto.
(c) Sejam A={z:g(x)<1} e B={x:g(z)=1}. Defina
vo(E)=v(AnE) e vy(E)=v(BnE).
Entao, vs L e v, < p. De fato, dv, = g(1 - ¢g) xadp.

Sejam (X, M, ) espaco de medida, 1 <p< oo, fe LP(u) e (fu)n c LP(p).
Mostre que, se sup,, | ful, < 00 e f, = f p-q.s., entdo (f,) converge a f

fracamente (i.e., se ¢ é o conjugado de p entao
f fngdp — / fgdu, para toda ge L9.

Sugestao: Dados g € L9 e € > 0 verifique as afimacoes abaixo.

(i) Existe § >0 tal que: se pu(E) <4 entao [, |g|?du <e,
(ii) Existe A tal que pu(A) <ooe [y ,|gl9du <e,

(iii) Mantida a notagao acima, existe B € M tal que

BcA, u(A~B)<d e f,— f uniformemente em B.

Adendo: Se p = 1, o resultado acima ¢é falso com contra-exemplo em
LY(R,m). Verifique.



