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Lista zero de Exercicios

1. Sejam X e Y dois subconjuntos de R, nao vazios e arbitrarios. Verifique:

(a) supX +supY =sup(X+Y), onde sup X = +oo se X ilimitado superiormente.

(b) Admita x <y, para arbitrarios z € X e y € Y. Prove sup X < inf Y. Supondo
X e Y limitados, mostre que temos sup X =inf Y se e somente se para todo

e>0existemxe X eyeY taisque y—z <e.

(¢) Suponha X eY limitados e em (0,+00). Defina X-Y :={zy|ze X e yeY}.
Mostre que X -Y é limitado e que sup(X -Y) = (sup X)(supY’) e também
que inf (X -Y) = (inf X)(inf V).

(d) inf(-X)=-supX e sup(-X) = —inf X.
2. Toda sequéncia em R contém uma subsequéncia monétona.

3. Seja (x,) uma sequéncia em R tal que z,, > p*. Mostre que existe uma bijegao
o : N - N tal que (y;) = (2,(;)) é descrescente e y; — p*. Alerta: a sequéncia

(Z4(j)) pode ndo ser uma subsequéncia de (7).
4. Seja (x,) uma sequéncia real. Verifique as afirmagoes abaixo.

(a) liminf(-z,) = -limsupz,, e limsup(-z,) = - liminf z,,.

(b) Suponha (z,) limitada. Entao, dado € > 0, existe N € N para o qual temos

liminf z,, — € <z, < limsup x, + €, para todo n > N.
(¢) limsupx, é valor de aderéncia de () , e é o maior valor de aderéncia.

(d) limz, = L € [-o0,+00] se e somente se liminf z, = limsupx, = L.
Sugestdes. Para (b): prove uma das desigualdades e use (a). Para (c) e (d): use (b).
5. Sejam (x,) e (yn) sequéncias limitadas em R. Mostre que

(a) liminfz, +liminfy, <liminf(x, +y,)

(b) limsup(xy, + yn) < limsup z, + limsupy,
Ainda mais, se x,, >0 e y, >0, para todo n € N, entao

(¢) (liminfz,)(liminfy,) < liminf(2,y,),



(d)
(e)

lim sup(2,yn) < (limsup z,, ) (im sup vy, ).

As desigualdades em (a), (b), (c) e (d) podem ser estritas. Dé exemplos.

6. Sejam (z,,) e (yn) sequéncias em R, com limz,, = z € R. Entao, valem as identi-

dades limsup(zy, + y,) = ¢ + limsupy, e liminf(z, + y,) =  + liminf y,,.

7. Seja

(e)

(%) uma sequéncia real limitada. Verifique.

infx, < inf x, < j41 < sup x, <supwx,, para todosieNe jeN.
n>i n>i+1 n>j+1 n>j

—o00 < lim infz, < lim supz, < +oo.
i—+00 N1 Jj—>+o0 n>j

Defina m = lim infx, e M = lim supz,. Seja L um valor de aderéncia da
i—>+00 N> j—>+00 n>j

sequéncia (). Entao, é vélida a desigualdade m < L < M.
Sugestdo: considere uma subsequéncia (2, )key convergindo a L.

Os ntimeros m e M séao valores de aderéncia de (x,). Sugestdo: a sequéncia

m; =inf x,,i € N, é crescente e convergente a m e, ainda, m = sup{m; : i € N}.
nxi

Conclua que lim infz, =limz, e lim supz, =limx,.
i—>+00 N1 j—+oo nxj

8. Seja (2, )y real e nao limitada. Mostre que supinf z,, = lim x,, e inf sup z,, = lim z,.

9. Seja

10. (a)

jeN nt jeN nzj

(X,d) um espago métrico, (z,) uma sequéncia em X e x um ponto de X.

Se (x5,) é de Cauchy e admite subsequéncia convergente a x, entao lim z,, = z.

(x,) tem uma subsequéncia convergente a x se e somente se para quaisquer

e>0e N em N, existe algum n > N tal que d(z,,z) <e.

(zn) converge a x se e somente se toda subsequéncia (z,,) = (y;) admite

uma subsequéncia (y;, ) convergente a x.

Seja o : N - N uma bijecao. Entao, (z,) converge a z se e s6 se (y;), com

Yj = To(j), converge a . Alerta: (z,(;)) pode nao ser subsequéncia de ().

Dizemos que (X,d) é completo se todas as suas sequéncias de Cauchy sao

convergentes em X. Mostre que R é completo.
Sejam (X, d1) e (Y, d2) espagos métricos. Mostre que é uma métrica a fungao
d: X xY - [0,+00), dada por d[(z1,y1); (x2,y2)] = d1(z1,22) + d2(y1,y2)-

Considere (X,].|) um espaco vetorial real normado. Verifique que a fungao

p: X x X - [0,+00), definida por p(x,y) = |z — y|, ¢ uma métrica.



11. Seja K um subconjunto de R™. Mostre que sao equivalentes:

12

13

14.

15

16

17

(
(
(c
(d

)
b)
)
)

a) Toda cobertura de K por conjuntos abertos tem subcobertura finita.

K é fechado e limitado.
Todo subconjunto infinito de K tem ponto de acumulacao em K.

Toda sequéncia em K admite subsequéncia convergente em K.

. Dada uma sequéncia de conjuntos (F, )y, definimos

limsupE, = () U En e liminf B, = | () En-
k=1n=k k=1n=k

Mostre que limsup E,, = {z : x € E,, para uma quantidade infinita de n’s em N}.

Ainda mais, liminf F,, = {x : x € E,, exceto para uma quantidade finita de n’s em N}.

. (Weierstrass) Seja K um conjunto compacto em R" e f : K - R uma fungao

continua. Mostre que f assume maximo e minimo sobre K.

(a)
(b)

Defina, topologicamente, conexidade.

Seja X c R. Mostre que X é conexo se e somente se X é um intervalo.

. Todo conjunto aberto em R é reuniao enumeravel disjunta de intervalos abertos.

. (“Baby” Tietze) Seja F fechado em R e f: F - R continua.

(a)
(b)

Mostre que f tem uma extensao continua F': R — R. Dica: Use (15) em F*°.

Podemos escolher F' satisfazendo supgeg [F(§)] < sup,ep | f ()]

. Expansao na base 2. Para x € (0,1] temos as propriedades abaixo:

(a)

Existe uma unica sequéncia (a,,) bindria, a,, = 0 ou a,, = 1, ndo eventualmente

+00 an

nula [isto é, para todo p existe n > p tal que a,, = 1] satisfazendo z = Y, %} o

Assim, x admite uma tnica expansdo bindria infinita.

Sexeld= {2%; compeNneNep< 2”}, entao x tem uma sb expansao
finita [i.e., para algum N € N temos a,, = 0 para todo n > N| e uma tnica
expansao infinita, com (a,) eventualmente igual a 1 [i.e., para algum N e N

temos a, = 1 para todo n > NJ.

Se x admite uma expansao bindria finita ou a sequéncia (a,,) é eventualmente

1, mas (a,)N nao é a sequéncia constante (1)y, entao x € J.



(d) A expansao finita é tnica.

Sugest3o: %+2i2+-.-+2ln - 1_2%_

18. Expansao na base 3 (dita terndria ou triddica). Para z € [0, 1] temos

(a) z= ¥ g%, onde temos a, =0 ou a, = 1 ou a, = 2, para todo n € N.
n=1
(b) Tal expansao ¢é tinica, a menos que z € J = {55, com p,meNe p<3™}.
(c) Se z = 3% € J, com peNemeN, entdo hd duas expansoes: uma finita
(ou eventualmente nula) com a; = 0 para todo j > m e uma infinita com

a; = 2 para todo j > m. Se mdc(p,3) = 1, uma das expansoes é tal que a,, =1

e a outra é tal que a,, =0 ou a,, = 2. Esta segunda ¢é dita normalizada.
(d) Determine as expansoes normalizadas para 1/3, 2/3, 1/9, 2/9, 5/9, 7/9.

(e) Utilizando a expansao normalizada em (c), temos

+ooan +oobn
xXr = — <yY= —
3 L

se e somente se existe n tal que a, < b, e a; = b; para j <n.

(f) O conjunto de Cantor é o conjunto dos x em [0, 1] que tem uma expansao
ternaria x = Y72, a;377 tal que a; # 1 (logo, a; = 0 ou a; = 2), para todo j.

Considerando tal expansao para x € C, seja ® : C' > [0, 1], definida por

()= 3 Y2

=Y
Mostre que ® é uma bijegao (logo, C' é ndo enumeravel).
19. Seja K um conjunto perfeito em R™. Mostre que K é nao enumeravel.

20. Seja p:J xIC - [0,+00], com p(j, k) = pji, uma familia (ou, fungao). Temos

Z p(]ak) = Z p(]’k) = Z%p(.%k) = ;ijp(‘%k)

KxJ IxKC J
21. Sejam (z;); e (w;), familias somaveis em K (fixado) e A um escalar em K.

(A) As familias (z; +wj)s e (Az;) sd@o somaveis.
(B) Z(zj+wj):2,zj+2wj.
(C) ZAZJ‘Z)\ZZ]'.



22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Sugestdo. Mostre, primeiro, o caso Zj = Ppj € wj = q; pOSItIvos. Segundo, o caso
Zj =Pj—Qqj € w; = Pj - Qj reals, com p; € q; as partes positiva e negativa de Zj, €
Pj e QQ; as partes positiva e negativa de w;. Por (ltimo, o caso z; e w; complexos,

com a notagao z;j = a; +1ibj e w = ¢; + id;, onde aj,bj,c; e dj sao todos reais.

Suponha |z| < 1, com z € C. Compute 1+ 2z + 322 + 423 + ..

Sejam (a;) e (by)x familias somdveis. Mostre ( Yaj )( Zbk) = Y a;b.
J K JIxIKC

Seja 129 2z, em K. Mostre que a série converge absolutamente se e s6 se a familia

+0o
(zn) é somavel. Se a série é absolutamente convergente, entao Y z, =Y zj.
n=1 N

Complete a demonstracao da Lei Associativa para somas ndo ordenadas em C.

O Produto de Cauchy. Sejam Y %0 a, = a e 3, b, = B, series complexas

absolutamente convergentes. Seja ¢, = Y anby,, para cada p em N.
n+m:p

. . . ~ +00
(A) Mostre, empregando a lei associativa para somas n3o ordenadas, que 220 Cp

¢é absolutamente convergente e, ainda, Z;ﬁg cp=af.

Os itens (B), (C) e (D), apontam uma prova elementar do produto de Cauchy.

(B) Suponha a,, >0 e by, >0, para todo n € N. Sejam sy e ¢t as N-ésimas somas

+

rohan e Y% by, respectivamente. Mostre que

parciais das séries Y

sntn = (ag+-+an) (bo+-+by) < co+--+can < sontan. Deduza 355 ¢, = af.

(C) Suponha a, e b,, ambos reais, para todo n. Decomponha a,, em sua partes
positiva p, e negativa ¢,. Analogamente, decomponha b, em P, e Q.
Verifique (X525 pn = 20 @n) ( Svco P = Sveso @m) = Tp50 Cp-

(D) Sejam Y12 2, € Y55 wyy, séries complexas absolutamente convergentes. Es-
creva zp, = Qp, + iby € Wy, = &y + idy,, com an, by, ¢y, e dy, em R. Mostre que
S, Yy bn, Yo em € Yrdy convergem absolutamente. Mostre

m=0
( Y an+i Y % bn)( S Cm T Y, dm) =Y, Cpy COMCp = 3 ZpWpy,
n+m=p
(A) Seja (z;) uma familia somével. Mostre que {j € J : z; # 0} é enumeravel.
(B) Seja F':[a,b] - R crescente. Mostre que o conjunto dos pontos de desconti-

nuidade de F' é enumeravel. Sugestdo: utilize (A).

(A) Teste da Raiz. Seja ¥,.%) 2, uma série complexa. Mostre que Y,/ z,, con-

verge absolutamente se limsup {/|z,| < 1 e lim |z,| = +00 se limsup {/|z,| > 1.



29.

30.

31.

32.

Férmula de Hadamard. Seja ;% a,2" uma série de poténcias complexa e

p =1/limsup {/|a,| € [0, +oo].
(B) Se |z| < p ent@ao ¥ |a,z"| < co. (C) Se |z| > p entao Y |a,z"| = +o0.

(D) Se |z| = p entao nada podemos afirmar sobre a convergéncia de Y,/ a,2".

Verifique as afirmagoes abaixo.

+00

(a) A série exp(z) = ¥ %, converge absolutamente para todo z € C.
n=

(b) exp(z + w) = exp(z) exp(w), quaisquer que sejam z € C e w € C. Sugestdo:

+oo 2™ m

efetue o produto, de Cauchy, das séries ), %, e Z;;L"jo %
(c) exp(z)exp(-z) =1, para todo z € C, exp(0) =1 e exp(C) c C* = C~ {0}.
(d) lim % = 0. Conclua que a fungdo exp : C - C* é complexa-derivével

h—0
em todo z € C, com exp’(z) = exp(z). Conclua também que exp é continua.

(e) exp(z) = exp(Z), para todo z € C.
Leia sobre a funcao exp(z), a relacao de Euler e o nimero 7 em “baby” Rudin.
Considere a série Y12 (z + %)k . Verifique: (a) a série converge se |z + %| <le

(b) Se as poténcias de (z + %) sao expandidas e o resultado é entdo rearranjado
como uma série em poténcias de z, entao a nova série de poténcias nao

converge em z = —1. Explique a “contradi¢do” com a Lei Associativa.

Seja g1 < go < - <D <o < fo < fy tal que gjrs e firs sao fungoes continuas a
direita. Seja z € R tal gj(x) » ®(x) e fr(z) N ®(x). Mostre que ® é continua a

direita no ponto x. Prove resultado andlogo para continuidade a esquerda.

Seja (X,d) um espago métrico, A, B subconjuntos de X e z € X. Definimos
d(xz; A) =inf{d(z;a):ae A} e d(A; B) =inf{d(a;b) : a € A,b e B}. Verifique

(a) |d(z; A) —d(y; A)| < d(z;y), quaisquer que sejam x,y € X.

(b) A funcao f(x) =d(x;A), para x € X, é uniformemente continua.

c) Dado r >0, o conjunto {x : d(x; A) < €} é aberto.

)
)
()
(d) Dador r >0, temos {z:d(x;A) <r} c{d(z;A) <r}.
(e) d(x;A) =0 se e somente se x € A.
(f)
)

(g) Dé exemplo, em R?, de dois fechados disjuntos que distam zero.

Em R", a distancia entre dois compactos disjuntos é maior que zero.



