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Justifique todas as passagens, com uma redacao clara e nao carregada em simbologia.
BOA SORTE!

1. Defina familias equicontinuas, localmente limitadas e normais (relativamente
compactas). Enuncie o Teorema de Montel.

Seja F uma familia em A(Q2) e localmente limitada. Prove, usando o Lema de
Schwarz, que F ¢é equicontinua sobre cada compacto K contido em ().
Sugestdes. Mostre as afirmacoes abaixo.

(a) Existe r > 0 tal que K(r) = {z : d(; K) < r} C Q. Ainda, K(r) é
compacto.

(b) Existe M > 0 tal que |f(2)| < M, para toda f € F e para todo z em K(r).

(c) Dados quaisquer a € K e f € F, a funcao

Flz) = f(@+gj\)4—f(a)

aplica o disco D(0;1) em D(0;1) e satisfaz f(0) = 0.

2. Consideremos o quadrado () centrado na origem e de vértices
20=z=1+1, z1=—1414, zo=—(1+1), e z3=1—1.
Consideremos as curvas (esboce os segmentos lineares)
Ye(t) = 2z + (t — k)(2k+1 — 21), onde t € [k, k+ 1], para k =0,1,2,3.

Seja v : [0,4] — C dada pela justaposicdo v = 70 Vv V 72 V 73. Isto é, temos
v(t) = y(t) se t € [k, k+ 1] e v é a fronteira do quadrado (). Mostre que

Ind(;0) = Ind(70;0) + Ind(~1;0) + Ind(~2;0) + Ind(~s3;0).

Mostre que Ind(y; 0) = + para k = 0,1,2,3. Mostre entdo que Ind(v;0) = 1.



3. Sejam um raio R > 1 e «y a semi-circunferéncia orientada no sentido anti-horario
(esboce) dada por

(1) = Re®, se0<t<nm
= t—(mr+R), sem<t<m+2R.

Mostre que Ind(~v;i) = 1.

4. (a) Verifique que p(z) = 2° 4+ 132? + 15 tem
. . 5
dois zeros na coroa {z : 1 < |z| < 2} e trés zeros na coroa ¢ z: 2 < |z] < 30

(b) Seja a € C, com |a| > e (onde e é o numero de Euler). Verifique que a
equacao
e —az" =0

tem exatamente n solugoes em B(0;1).

5. Suponha que 2 é um aberto conexo e nao vazio de C. Seja f,, paran € N, uma
sequéncia de fungdes holomorfas em 2 e u,, = Re(f,).

Prove que se (u,) converge compactamente em ) e se existe a € € tal que
(fn(a)) converge em C, entao (f,) converge compactamente em (2.

6. Considere circunferéncias orientadas 1, 2 € 3 tais que ; é positivamente ori-
entada e v, e 3 sao negativamente orientadas e contidas no interior de ~;, além
de que 7, e 73 sao disjuntas e seus interiores também.

Sejam I' = v +792 473 e o conjunto V = {z € C : Indr(z) = 1}. Suponha 0 € V.

(a) Se Q é um aberto conexo contendo V e g € H(RQ), determine f € H(Q)
sabendo que

f(z)= /F 9(55)2((15__(35)8 3 d¢, para todo z € V.

(b) Seja a € V tal que a # 0 e g(a)(1 — cosa) # 0. Calcule

)\:/F%dz.

Sugestao. Teorema de Cauchy homolégico.



7.

10.

Sejam 2 um aberto nao vazio de C e [a,b] um intervalo compacto de R. Con-
sideremos duas funcoes Riemann-integraveis ¢ : [a,b] - C e ¢ : [a,b] — C.
Suponhamos que ¢(t) ¢ Q) para todo t € [a, b].

Prove que a funcao F': 2 — C definida por

F(z) :/a %dt

é analitica.

Dica. Considere um ponto ¢ € e desenvolva F'(z) em uma série de poténcias
em um disco D({;r) com um raio r conveniente.

Determine entao o maior aberto conexo de C no qual é analitica a fungao

1 .
6o = [ i
0

t2_ez

Compute as integrais
1
—dz.
(a) / 22 —3z2+42 -

2
— 2
(b) / 37 —062+2

23 — 3224 22

Sugestao. Desenvolva os integrandos pelo método de fracoes parciais.

Seja 2 um aberto nao vazio e arbitrario em C. Seja (f,) uma sequéncia de
funcoes analiticas em €) que converge compactamente a uma fungao f : 2 — C.
Mostre que:

(a) f é analitica em ).

(b) a sequéncia ( fT(Lk)) converge compactamente a f*) para todo k € N.

(a) Seja Ry, = RU {oo}. Consideremos a transformacao de Mébius

(Z)_az+b
14 ez +d

Mostre que temos ¢(Ry,) = Ry, se e s6 se podemos escolher a,b,c e d em R.

(b) Seja I' uma circunferéncia (generalizada) por 23, 23 € z4 em Co, = CU {o0}.
Dois pontos z e z*, ambos em C,, sao ditos simétricos com relacao a I' se

[Z*a 29y %3, 24] - [Za 29y 23, Z4]-

Mostre que a defini¢ao de simetria independe dos pontos escolhidos em TI'.

[Isto é, se wq,ws,wy sdo outros trés pontos em I', entdao a equagdo destacada
acima ¢é satisfeita se e somente se [2*, wq, w3, wa] = [z, wa, W3, wy).]

Conclua que, dada uma aplicacdo de M&bius ¢ e duas circunferéncias (generali-
zadas) I'; e I'y onde ¢(I'y) = I'y, entdo a aplicagdo ¢ mapeia um par de pontos
(e, B) simétrico em relagdo a I'; no par (p(a), ¢(5)) simétrico em relagao a I's.



11. Defina produto cruzado. Sejam zi, 2o, 23 € 24 nimeros distintos em C.

(a) Prove a férmula para o produto cruzado

(21 — 23)(22 — 24)
(21 — 24) (22 — 23)

[Zla 22, 23, 24] -

e prove que 2z, 29, 23 € 24 pertencem a uma mesma circunferéncia ou a uma
mesma reta se e somente se seu produto cruzado é um nimero real.

(b) Suponha que z1, 29, 23 € z4 pertencem a uma mesma circunferéncia, e nesta
ordem (suponha ou o sentido anti-horario ou o horario). Mostre que

|21—Z3||ZQ—Z4| = |Zl—22||23—Z4| + ’22—23||Z4—21|.

12. Prove o teorema fundamental da algebra como um corolario do teorema de
Rouché.

13. Sejam f e f,, para n = 1,2,..., analiticas e nao constantes em um aberto e
conexo 2. Suponhamos que

fn converge compactamente a f.
Seja a € Qe r >0, com D(a;r) C Q. Seja y(t) = a+re?, onde 6 € [0, 27].

Suponhamos que f ndo se anula na imagem de 7. Entao, para todo n grande o
suficiente, f,, e f tem o mesmo nimero de zeros no interior de .

14. (a) Seja p(z) um polinémio com coeficientes reais nao negativos e, ainda,
p(z) =ap+arz+ -+ a,2", onde 0 <apg<a; <--- < a,.

Mostre que todos os zeros de p(z) estao dentro do disco unitario D(0;1).
Sugestao. Aplique o teorema de Rouché a fungao (1 — z)p(z).

(b) Prove que, para todo 0 < p < 1, o polinomio
Pu(2) =14+22+322 4+ 4+ (n+1)2"

nao tem zeros na bola B(0; p), se n é grande o suficiente.



15. Sejam €2 um aberto no plano complexo e [a,b] um intervalo compacto na reta.
Seja f: Q x [a,b] - C uma funcdo continua. Suponha f holomorfa na primeira
varidvel, para cada t fixado em [a,b]. Considere a fungao

b
F(z)= / f(z,t)dt, onde z € Q.

Mostre que

(a) F é continua.
(b) F é holomorfa.

(c) Vale a férmula,

: vof
F'(z) = &(z, t)dt, para todo z € Q.

16. Seja f : Cx [0, +00) — C continua. Suponha que para cada zo em C, existem um
disco D(zp; r) ndo degenerado e uma fungao M : [0, +o0) — [0, +00) satisfazendo

|f(z,t)] < M(t), para todos z € D(zp;7) e t € [0, +00), e / M(t)dt < oo.
0

Verifique as afirmacoes abaixo.

(a) Esta bem definida a fungao ¢ : C — C dada por
o) = [ s
0

(b) A funcao ¢ é continua.

(¢) Suponha que %(z, t) existe e é continua em C x [0, 400). Suponha também
que para cada ponto zp no plano existem uma vizinhanga compacta K do
ponto zg e uma fungao N : [0,4+00) — [0, +00) satisfazendo

a o
a—‘i(z,t)‘ < N(t), para todos z € K et € [0,400), € / N(t)dt < oc.
0

Entao, ¢ é holomorfa e

¢'(2) = OOO g—i(z,t)dt.



17.

18.

19.

Seja 2 um aberto conexo tal que 0 ¢ €. Seja Q* o simétrico de ) em relagao a
circunferéncia S*. Isto é,

QF ={z": 2 €Q}, com z* o simétrico de z em relagio a S'.

1
z

(b) Se f € H(R), defina f*: Q* — C por

(a) Mostre que

Mostre que f* é holomorfa.

(c) Suponha que € é simétrico em relagio a S1. Isto é, Q* = . Suponha que
f ¢ holomorfa em Q e que f(z) € R, para todo z € QN S'. Mostre que

fr=r

(d) Enuncie e prove uma versao do Principio da Reflexado de Schwarz (visto na
aula) em que a reta real é substituida por S*.

(a) Existe ou nao uma sequéncia de polinomios que converge uniformemente
em D(0;1) para g(z) =Z? Justifique a sua resposta.

(b) Seja f: D(0;1) — C continua, com f holomorfa na bola B(0;1). Mostre
que existe uma sequéncia de polinomios que converge uniformemente no
disco D(0;1) para f.

Seja f holomorfa em B(a; R), onde R > 0, com desenvolvimento Y ¢,(z — a)".
Dado r tal que 0 < r < R, mostre que

1 21

|f(a+re?)?do = Z |en|?r".

27 Jo

20 Seja f : Q@ — O um bi-holomorfismo, denotado por w = f(z), com inversa

71 O — Q denotada por z = f~!(w). Consideremos um disco compacto
D = D(a;r) C 2, com r > 0, ¢ a bola aberta B = B(a;r).

: f(B) — B ¢é dada pela férmula

Mostre que a aplicacao 1
f(B)

fH(w) L L(C)dg onde w € f(B).

~ 2mi op f(¢) —w



