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A menos que alertado o contrario, as questoes se referem a fungoes analiticas
ou a funcgoes inteiras, ambas no sentido de Weierstrass.

Justifique todas as passagens, com uma redagdo clara e ndo carregada em simbologia.
BOA SORTE!

1. (a) Expresse f(z) = ﬁ, para |z| < 1, como uma série de poténcias
f(z) :CO+012+C2Z2+C323+C4Z4—|—C5Z5+....

Dicas. Propriedade para o produto ou teorema de derivacao.

(b) Ache uma férmula fechada para a fungao, definida por uma série de poténcias,

+0o0
flw) = prp, onde |w| < 1.
p=1
(c) Mostre que se |z| < 1, entao
X n" <= 2"

Sugestdes. Expresse uma série como série dupla e justifique a troca de
ordem no somatorio (passe para familias somaveis).

Solucao.
(a) Temos
1 i P ZZ”, para todo z € B(0;1).
Logo, pela propriedade do produto de séries de poténcias,
ﬁ:(1+Z+22+Z3+z4+-")(1+z+z2+z3+z4+...)

=1+4+22+43224+4234+524 4.

Para finalizar,

(1_2)3:(1+Z+Z2+23+Z4+)(1+2Z+322+42’3—|—5z4—|—):

(n+ 1)(n—|—2)zn+

=1+32+6224+1023 + 152 +--- + 5
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(b)

Temos, pela lei associativa para somas nao ordenadas,

> pu? = (wtwtwtwt + ) (Wl fwt ) (it ) =
p=1

_ n n+1 n+2 T w" — 1 w — w
=D (Wit et ) = ) e I—w)(-w) (I—-wp?
n>1 n>1

Fixemos um ponto z tal que |z| < 1. Pela férmula para séries geométricas,

P +o00
] — = E AN
—Z

m=1
Logo,
+o00 400 +o00o
S =y e
n=1 < n=1 m=1
Seja r = |z|. Para ambos n e m variando em N* = 1,2 ..., segue a identi-

dade para somas nao ordenadas de termos positivos
DR It
n,m m n

Como 0 < r < 1, pelo item (b) temos

Zn(rm)” = —(1 e

n

Donde segue, observando que 1 —r™ > 1 —1r > 0,
Yo € e < o

Logo, a familia (nz"™), indexada em N* x N* é somavel. Entao,

o0 +oo +oo
PO D) DL,
n=1"~ o n=1m=1
400 400
= E nz"m" = E g n(z
n,m m=1 n=1
Para finalizar, por (b) temos
400 400 —+o00 m

>l =Y

m=1 n=1 m=1



2. Mostre que se f ¢é analitica em uma bola aberta B(0;r) contendo o disco fechado
D(0;1), entao deve existir n em N* tal que

1 1
f<ﬁ) 7én+1'

Suponhamos que exista uma tal f. Seja

Solucgao.

9(z) = zj—l’ com z € B(0;1).

Entao, g é analitica e

1 1 1 1
gl :%+1:1+n:f - , paratodon =1,2,3,....

Logo, f e g,nabola B(0; 1), coincidem em um conjunto com ponto de acumulagao
na origem. Pelo principio de identidade f e g coincidem em toda a bola B(0;1).

Segue entdo que para z — —1, com z dentro da bola B(0;1), temos

lim = lim ¢(z) = lim f(z) = f(-1) e C.

z——1 241 z——1 z——1

O que ¢ uma contradicao pois nao existe lim - &
z——1



3. Enuncie a desigualdade de Gutzmer-Parseval para séries de poténcias e o principio
do moédulo maximo para um aberto conexo. A seguir, mostre que a desigualdade
enunciada implica o principio enunciado.

Enunciados.

Desigualdade de Gutzmer -Parseval. Seja f(z) = > a,2" convergente em
B(0; p), com p > 0. Dado r tal que 0 < r < p, vale a desigualdade

Z lan|?r®" < M(r)?, com M(r) = max|f(2)].

|z[=r

Principio do Médulo Méaximo. Seja f € A(2), com f nao constante e Q) um
aberto conexo. Entao, |f| nao tem médximo local.

Suponhamos, por absurdo, que |f| tem um valor méximo local em um ponto zo.

Como f ¢é analitica, temos
f(z) = Zan(z — 29)" para todo z € B(zp; R), para algum R > 0.
Seja r, com 0 < r < R, tal que
‘Z an(z — zo)”‘ < |f(20)| = |ao| para todo z € D(zp;r).
Pela desigualdade de Gutzmer-Parseval segue
lao|? + |aq [*r?® + |ag|*r* + -+ < Jao|*.

Logo, a; = ay = --- = 0. Portanto, f é constante em D(zy;7) e, pelo principio
dos zeros isolados, constante no conexo €2 4



4. Enuncie o teorema fundamental da dlgebra (TFA) e o teorema de Liouville para
fungoes analiticas. A seguir, mostre que tal teorema de Liouville implica o TFA.

Enunciados

Teorema Fundamental da Algebra. Seja p(z) = ap+ a1z + -+ a,2" um
polinémio complexo e nao constante. Entao, existe zg € C tal que p(z9) = 0.

Teorema de Liouville (para fungoes analiticas). Seja f : C — C analitica
e limitada. Entao, f é constante.

Sejap(z) = Z?:o a;z/ um polinémio com coeficientes complexos, a, # 0en > 1.

Suponhamos, por absurdo, que p(z) nao se anula em C. Entao,

1
p(z) = — ¢ analitica em C.
) p(2)

Ainda mais,

‘nfl .

p(2)| 2 llan||2" = lan-ll2 ++ = laol] = +oo, se |z| = +o0.

Logo, existe r > 0 tal que |p(z)| > 1 se |z| > r. Logo, |p(2)] < 1se |z| > r.
Ainda, ¢ é continua e pelo teorema do maximo de Weierstrass, existe M tal que

lo(2)] < M, para todo z no compacto D(0;7).

Assim, temos
lp(2)] < M + 1, paratodo z € C.

Pelo teorema de Liouville para fungoes analiticas, existe ¢ € C tal que

¢(z) = — = ¢, para todo z € C.

Logo, p(z) é uma constante 4



5. Enuncie o Lema de Schwarz e o Teorema de Liouville para fungoes inteiras. A
seguir, mostre que tal lema implica tal teorema.

Enunciados.

Lema de Schwarz. Seja f analitica em B(0;1) e satisfazendo
|f(2)| <1, para todo z € B(0;1), e f(0) = 0.

Entao temos,

>

‘2 <1 (e|f(0) <1) e |f(2)] < ||, para todo = € B(0: 1).

(n) .
Ocorre |fT,(O)| = 1, para algum n > 1, se e somente se existe w € S! tal que

f(2) = wz", para todo z € B(0;1).
Ocorre | f(2)] = |z|, para algum z # 0, se e somente se existe w € S' tal que

f(2) = wz, para todo z € B(0;1).

Teorema de Liouville. Seja f(2) =Y a,2", z € C, limitada. Entao, f = ay.

Solucao.
Seja f(z) = > a,z™ convergente em C e e M > 0 tal que
|f(2)] < M para todo z € C.
Seja R > 0. Definamos

o(z) = W, onde z € B(0;1).

Entao temos ¢(0) =0 e

2M
lp(2)] < < 1, para todo z € B(0;1).

Pelo lema de Schwarz segue |¢(2)| < |z| para todo |z| < 1. Logo,
|f(Rz) — ap| < 3M|z|, para quaisquer z € D(0;1) e R > 0.
Fixado ¢ em C temos

|£(Q) —ap| < 3M%, para todo R > [(].

Impondo R — 400 concluimos que f({) = ag para todo ( € Cé



6. Sejam f : B(0;1) — B(0;1) analitica e dois pontos z e w, ambos em B(0; 1).

(a) Mostre (Lema de Pick)

-t | ||
L= fE) )| [Tz
(b) Mostre (Lema de Schwarz-Pick):
rel < e

(c) Seja g analitica em B(0;2), limitada por 10 e tal que g(1) = 0. Encontre o
possivelmente melhor majorante para

/Gl

Sugestdo. Utilize os automorfismos analiticos ¢, : B(0;1) — B(0;1), definidos
por ¢,(z) = =2, fixado um ponto a na bola B(0;1).

l-az’

Solucao.
(a) Por hipétese, w € B(0;1). Temos entao

_ (tw
S 1+w(’

$—w(C)

com ¢_,(0) = w.

Logo, (f o ¢_)(0) = f(w) € B(0;1). Temos entao

- f(w) B
Pra)(C) = i C com ¢ s (f(w)) = 0.
Logo, (¢ ¢y o fop_y,)(0) = 0 sendo que ¢yyo fop_y, = B(0;1) = B(0;1).

Pelo lema de Schwarz segue

|(¢(w) © fod-w) (C)| <[¢], para todo ¢ € B(0;1).

Sabidamente ¢_,, é um automorfismo de B(0;1) e (¢_,)"! = ¢,,. Substi-
tuindo ¢ = ¢, (2) na tltima identidade em destaque obtemos

|67y (f(2))] < 0w(2)]-
Isto é,
f(2) = f(w)
1= f(w)f(z)

Z—w

<

1 —wz

VIDE VERSO



(b) Por (a) temos, para w # z e com w e z ambos em B(0;1),

L—f) f(=)|

<
l—wz

w—z

‘f(w)—f(Z)

Computando o limite para w tendo a z segue

f(w) = f(2)

w—z

1 - fw) f(z)

1—-wz

o 2
< lim _ 1=
1— |z

w—z

[f'(2)] = lim

w—rz

(¢) O caso g constante, logo nula ja que g(1) = 0, é trivial. Supomos g nao
constante.

Entao, temos |g(z)| < 10 para todo z € B(0;2) pois g é limitada por 10 e
pelo principio do médulo méaximo |g| ndo tem méaximo local.

Definamos

2
h(z) = %, para z € B(0;1).

Entao temos h : B(0;1) — B(0;1). Pelo item (a) segue
h(3) —h ()
L=h(3) ()

Substituindo na desigualdade acima os valores

hG):% ¢ h(%)z%):o,

1
2

11|°
1—=353

obtemos entao

IN
CIESIFNT
|
= Do

Logo,



7. Suponha que f ¢ limitada e analitica em um aberto contendo {z : Im(z) > 0} e
também que f(R) C R. Mostre que f é constante.

Solucgao.
Definimos, para cada z em C,
f(2), se Im(z) >0,

Flz)=¢
f(Z), se Im(z) <0.

Tal fungao F' estd bem definida, pois f(z) € R para cada z € R.

o Claramente F' é analitica no semi-plano aberto H* = {z : Im(z) > 0}.

o Seja w no semi-plano H~ = {z : Im(z) < 0}. Entao, segue que w € H*.
Logo, existe um raio r > 0 para o qual temos

F(z)=f(z) = Zan(z —w)", para todo z € B(w;r) C H'.

Observemos que B(w;r) C H™.
Desta forma, dado ¢ € B(w;r) temos que ¢ € B(w;r) C H* e

FO ==Y al-m)m = @l —w)

Isto é, F' é analitica em H ™.

o Dado xg € R, por hipdtese existe um raio r > 0 tal que
f(z) = Zan(z —xp), para todo z € B(xg;r).
Devido a hipdtese f(R) C R, temos
f(z) = Zan(x —z0)" € R, para todo x € (g — 1,20 + 7).

Sendo assim, temos ag + a1(z — xo) + az(x — 29)* + -+ em R para todo
x € (g — r,z0 + r). Computando em xy segue que ay € R. Por inducao,
segue que todo coeficiente a; ¢ real.

A Afirmacao. Temos
F(z)=f(z) = Zan(z — x0)" para todo z € B(xg; 7).

Verificagao.
— O caso em que z € B(zg;7) e Im(2) > 0, é evidente.
— Se z € B(zg;7) e Im(z) < 0, entdo temos

F(z)=f(z) = Zan(E—mo) = Zan(z — ).

Portanto, F' é analitica nos pontos de R.

Logo, F' é analitica em C e, assim como f, limitada. Pelo teorema de
Liouville segue que F' é constante. Donde segue que f é constante &



8. Seja f inteira e nao constante. Definamos, para cada r € [0, +00),

M(r) = sup [f(2)] e m(r)= inf |f(z)]

|z|=r |z|<7
Prove que

(a) M(r) é continua, estritamente crescente e lir+n M(r) = +o0.
r—r+00

(b) m(r) é continua, decrescente (talvez nao estritamente) e lirll m(r) = 0.
r—400

Solugao.

(a) Fixemos r > 0 [pois M é continua em r = 0] e ¢ > 0. Entao, f é uniforme-
mente continua no disco D(0;4r) e existe §, com 0 < § < r, tal que

|f(z1) — f(22)] < €se |z — 25| < 0. com z1 e 29 em D(0;4r).
Consideremos a coroa circular (ou anel)
C={z€C:r—6<|z| <r+d} contida em D(0;4r).

Sejam w € S' e s € [r — §,r + §]. Entao, o ponto sw estd na coroa C e
|sw —rw| =|s —r| <. Donde segue |f(sw) — f(rw)| < € e entao

|frw)| —e < |f(sw)| < |f(rw)| + €, para todo s € [r — §,r + 4.

Agora, variemos w. Pela desigualdade a esquerda segue M (r) —e < M(s).
Pela desigualdade a direita segue M(s) < M(r) + €. Logo, M é continua.

Pelo principio do médulo méximo, M (r) é crescente. Como M é nao cons-
tante, |f| ndo tem maximo local e portanto M (r) é estritamente crescente.

Se M(r) é limitada, entao f é limitada e pelo teorema de Liouville, f é
constante, contra a hipdtese. Logo, M (r) — 400 se r — +00.

(b) E evidente que a fungao m(r) é decrescente.
o Suponhamos que f se anula em algum z,. Entao, temos m(r) = 0 para
todo 7 > |zg]. Se zp = 0 entao temos m(r) = 0 para todo r € [0, +00).

Por outro lado, se f(0) # 0 e 2y ¢ o ponto (pode haver mais de um)
mais préximo da origem tal que f(z9) = 0 entao f nao se anula na bola
B(0; R), onde R = |z|. Pela parte (a) segue que

¢ continua no intervalo r € [0, R).

Se z, — 2, com (z,)ny C B(0; R), entao |f(z,)] — 0 e m(|z,]) — 0.
Portanto, m¢(r) é continua em [0, 4+00).

o Se f nao se anula em nenhum ponto e temos m(r) > m para todo
r € [0,400), para algum m > 0, entdo obtemos |f(z)| > m para todo

z € C. Donde segue que a funcao % é limitada e, pelo teorema Liouville,

% ¢ uma constante. Assim, f é uma constante, contra a hipotese &



9. Seja f(z) = Y ¢,2" convergente em B(0;1), com f'(0) =¢; #0e f(0) =¢y = 0.
Isto é,

f(2) =ciz 4z +e32® + -+, com ¢; # 0, para todo z € B(0;1).

Exiba uma prova direta [isto é, sem auxilio do teorema da fung¢ao inversa ou do
teorema de representacao local|, de que existe uma bola B(0;r), com r > 0, na
qual f ¢ injetora.

Sugestdo. Considere dois pontos a e b distintos em B(0; 1) e o quociente w
Solucao.

Sejam a e b distintos em B(0;7) com 0 < r < 1 e r a determinar. Temos

= Z Cn (b —a") = Z cab—a)(" P 0" a4+ ba" 2 a0 Y.

n>1 n>1
Logo,

f(b) = f(a)

=c (0" 204+ -+ ba" 2 4+ 0.
— D (s +ot +a" )

n>2

Temos |0" ' +0"2a+ -+ ba" 2 +a" | <42 =Tl e

LUSSORAPS yre

b—a
n>2

Pelo teorema da derivacao para série de poténcias, a série Y. ¢,nz""! também
converge absolutamente em B(0; 1). Logo, " |c,|nr™ ! é finita e se anula em
r =0 [poisn—12>1sen > 2|. Logo, para algum r € (0,1) temos

+oo ’C ‘
Z lep|nr™ ™t < il
n=2 2

Entao, dados a e b distintos na bola B(0;r), temos

0~ | lal
b—a - 2
Donde segue
b) — f(a c
o [fO = f@] el
b—a 2
e portanto
1] | _ | f(b) — f(a)
= B FASTANNUE wl
0<% =lal-5 =17,

Logo, temos f(b) # f(a) para a e b distintos na bola B(0;7) &



10. Seja f: B(0;1) — V analitica. Suponha que f é uma fungao bijetora. Justifique
que V' é um conjunto aberto. Mostre, diretamente [isto é, sem utilizar o teorema
da fungao inversa ou o teorema da representacao local] que se a derivada f’ nao
se anula em nenhum ponto, entao a fungao inversa

o=f"1:V = B(0;1)

é complexa-derivavel (i.e., holomorfa) em todo ponto de V.

Solucao.

Como f é nao constante, pelo TAA o conjunto f(B(0;1)) =V é aberto.
Ainda, pelo TAA, dado um aberto O C B(0;1), o conjunto f(O) é aberto em V..

Logo, dado O aberto em B(0;1) o conjunto ¢~1(O) = f(O) é aberto em V.
Segue entao que
¢ :V — B(0;1) é continua.

A seguir, consideremos vy = f(z1) € V e vy = f(z2) € V, arbitrarios e distintos,
com z; € B(0;1) e 29 € B(0;1). Temos ¢(v1) = 21 € ¢(vg) =2 €

p(v2) —p(v1) 22 — 21 - 1
vy —v1  flz) — flz)  LE=fGE)S

Zo—21

Se vy — vy, como ¢ é continua, zo = @(ve) — 21 = ¢(v1). Logo, como f(z1) # 0,

— 1 1

lim p(v2) — p(v1) _ — &

va—U1 Vg — U1 lim F(z2)=f(z1) f (21)
zZ9—21 22721

ps. Como f e ¢ sao inversas uma da outra, para todo A C B(0;1) temos



11. Sejam f e g analiticas no aberto conexo limitado § e continuas no compacto €.
Mostre que a funcao _
[f(2)[ +1g(2)], onde z € £,

assume seu valor maximo na fronteira 0f2.
Dica. Considere a funcio f(z)w; + g(2)ws para apropriados w; € S e wy € S'.

Solucao.

Como Q é compacto, pelo teorema do valor méximo existe 1 € § tal que
(1) [F(2)| +1g(2)| < [f()] +|g(n)] para todo z € Q.
Sejam w; € S e wy € S* tais que

(2) f()] = fmwr e |g(n)| = g(n)ws.

A funcio f(z)w; + g(2)ws é analitica em Q e é continua no compacto Q. Logo,
pelo principio do médulo maximo, existe um ponto ¢ € 02 tal que

F(2)en + g(2)wa] < [f(Qon + g(C)wal, para todo 2 € Q.

Em particular, para z = 7 temos

|f(mwr + g(n)ws| < |f(Qwr + g(Q)wal.

Substituindo (2) segue

(3) LFm)|+1g(m)| < [f (Qwr + g(Q)wal.
Por outro lado, ¢ claro que

(4) [f(Qwr + g(Qwa| < (O] +g(O)]-
Por (1) temos

(5) SO+ 19Ol < [f )l + g(n)].

Por (3), (4) e (5) segue que

£+ 19O = [f(m)] + [g(n)].

Logo, temos

1F(2)| + 1g(2)| < 1F(Q)]+19(¢)| para todo z € Q, com ¢ € I



12. (a) Desenvolva a funcao
1
J(z) = 1—2—222

em uma série de poténcias centrada na origem e ache o raio de convergencia.
Sugestdo. Fatore o polinémio no denominador.

(b) Mostre que se z € C é tal que |z| < 1, entao

2 N 22 T 22" e 2
1—22 1 —24 1 — 2! N

1—2z
Solucao.
(a) Temos 1 — 2z — 222 = (1 + 2)(1 — 2z). Logo,

1 1 2
_ 3 , 3
(I+2)(1-22) 14z 1-—

Assim, se |z] < 27! temos

Logo, temos

+oo
g+l 4 (1) 1
{%} 2", para todo |z| < 3

O raio de convergéncia da série de poténcias imediatamente acima é p = %,

pois tal série nao converge se % < |z| < 1 visto que em um tal ponto z, a
;. s . —+o0 n . n

série geométrica Y 7 (2z)" diverge e > (—=z)" converge.

VIDE VERSO



(b) Fixemos z tal que |z| < 1. Seja, paran =0,1,2,...,

z N 22 - 22"
STL: ) —n.
1—22  1—24 1 — 2ntt
Temos
. 22 2(1+22)+22 z+22+23
S = = — .
L - T 1 — 24 1 — 24
(z+22+2)1+2) 42t 2+22+83+24+ 54+ 25+27
S9 = = .

1— 28 1— 28

Por indugao, segue

n+1_
42+ 2422
- 1_22n+1 N

n+1l__

1 z— 221

S, = )
" 1—z) 1—2z2"

Como |z| < 1, temos que z™ — 0 se n — +oo. Consequentemente,

1 _ L2t
limsn:lim( >Z : = Z&

n—-+00 n—+oo \ 1 — 2 1-— Z2n+1 1—=z

Sn

Logo,




13. Seja f analitica na bola B(0;1) e satisfazendo

1
lf(2)| < = para todo z € B(0;1).

Ache a melhor majoracao de W fornecida pela desigualdade de Cauchy.

‘If(f:!(O) < % [para M (r) como usual].

Sugestdo. Estime o lado direito de

Solucgao.

Obviamente, temos M (r) < t=— para todo 0 < r < 1. Logo,

=]

, para 0 <7r < 1.

1/™(0)
’ n! ’ = rm(l—r)

Entao, a melhor estimativa é o valor minimo da expressao

ﬁ, para 0 <r < 1.
Tal valor é o inverso do valor maximo da funcao
o(r)=r"(1—r), com 0 <r <1.
Derivando temos ¢'(r) = nr" (1 — r) — r". Impondo ¢'(r) = 0 encontramos

n—nr—r=20

e entao

Logo, o valor maximo de ¢ em (0,7) é

olr) = ﬁ <1 - nil) ~ +n:)n+1'

A estimativa solicitada é entao

‘fwz!(())‘ _ <1+ %)”m &

n’I’L




14. (a) Mostre que nao existe f : B(0;1) — C analitica satisfazendo

|f(")(0)| > n!n", para todon € N.

(b) Suponha que f(z) = > ¢,2" converge em B(0;1). Mostre que

—+00 c
E —r;z" converge em C.
“—nl
Solucao.
- (n)
(a) Caso contrario, pondo a, = fT!(D) temos

f(z) = Z a,z", para todo z € B(0;1).

Porém, limsup {/|a,| > limsup ¢/n" = limsupn = +oo. Pela férmula de
Hadamard, o raio p de convergéncia de ) a,z" é p = 0. Uma contradigao!

(b) Temos limsup {/|c,| < oo, caso contrério o raio de convergéncia de > ¢, 2"
é zero. Portanto, existe p tal que |c,| < p™ para todo n. Donde segue

ann pnzn
M ED B
Pelo teste da razao
pn+12n+1 TL' ) Dz
— | = lim = 0.
n—+too | (n+ 1) przn n—+oo M + 1

Logo, a série de poténcias ) 2" converge para todo z € Cée



15. Seja f uma funcao inteira. Mostre que f é

()
(b)

constante, se existe M € R tal que Re(f(z)) < M para todo z € C.

um polinémio com grau(f) < n, se existem M >0, n € N e r > 0 tais que

|f(2)] < M|z|", para todo z tal que |z| > 7.

Solucao.

()

Seja M € R tal que Re(f(z)) < M, para todo z € C. Entao, temos
|M+1—f(2)] > |IM+1—Re(f(2))| = M+1—-Re(f(z)) > 1, para todo z € C.

Logo, a fungao

1

z

Pelo teorema de Liouville segue que f é constante.

Seja r como no enunciado. Entao, existe A > 0 tal que
|f(2)] < A, para todo |z| <.

Logo, temos
|f(z)] < A+ M|z|", para todo z € C.

Assim, dado p > 0 temos

M(p) = sup | f(z)| < A+ Mp".

Desta forma, escrevendo f(z) = Y a;z’ onde z € C, a desigualdade de
Gutzmer-Parseval garante

Z la;|?p? < (A+ Mp")?, para todo p > 0.

E entdo fcil ver que temos a; = 0 para todo j =n,n+1,...&



16.

(a)

(b)

Seja f : C — C inteira. Suponha que para todo ponto a € C, ao menos um
coeficiente na expansao em séries de poténcias

f(2) =) ealz—a)",
¢ igual a 0. Prove que f é um polindmio.
Sugestdo. Use que ¢,n! = f(”)(a) e use um argumento de contagem.

Enuncie e prove um resultado andlogo ao item (a), para fungoes analiticas
g:Q — C, com ) aberto e conexo.

Solucgao.

(a)

Devido as hipéteses e a férmula ¢, = f™(a)/n! temos

C= U{a e C: f™(a)=0}.

neN

Entdo, como C é nio enumerdvel, existe n € N tal que (f)"(0) é nao
enumeravel. Logo, o conjunto dos zeros de f™ nao é discreto (pois todo
conjunto discreto em C é enumeravel). Assim, pelo principio dos zeros
isolados temos f(™ = 0. E entdo evidente que f é um polinomio.

E a “mesma prova” que a acima, basta trocar C por €2 pois o principio dos
zeros isolados vale em qualquer aberto conexo de



17. Seja f analitica e nao constante em um aberto e conexo €2, prove que Re(f) e
Im(f) [as partes real e imaginaria de f] ndo assumem maximo nem minimo local.

Solucao.
¢ Suponhamos que Re(f) tem um méximo local em zy. Entao, temos
Ref(z) < Ref(zo) para todo z € B(zp; R) = O, para algum R > 0.

Porém, f é nao constante no aberto e conexo €2 e portanto f é nao constante
em O = B(zp; R) e entao, pelo teorema da aplica¢ao aberta, f(O) é aberto.

Restringindo f ao conjunto O, consideremos f : O — C. Entao, existe uma
bola aberta de raio r > 0, centrada em f(zg) e contida em f(O). Desta
forma obtemos

B(f(z0);r) € f(O),
contrariando a desigualdade Ref(z) <Ref(z) para todo z € B(z; R) = O.

¢ Pelo que mostramos acima, a fun¢ao Re(—f) nao tem méximo local. Logo,
Re(f) = —Re(—f) nao tem minimo local.
¢ Pelos dois casos acima, a funcao

Re(—if) = Im(f) nado tem méaximo local nem minimo local &



