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1. Seja F': R? — R? uma funcao de classe C* e escrevamos F(z,y) = (Fi(z,y), Fa(z,y)).
Suponhamos que a matriz jacobiana de F' na origem é dada por

JF(O,O):(? ;’)

Considere a funcao G : R? — R? definida por
G(z,y) = F(2x — 3y, —5x + 8y).
Note que G(0,0) = F(0,0).
(a) Compute a matriz jacobiana de G na origem. Isto é, compute
JG(0,0).
Dica. Escrevendo G(z,y) = (Gi(z,y), Ga(x,y)) e
(Gi(z,y), G2(,y)) = (F1(22 — 3y, =5z + 8y), F2(27 — 3y, =5z + 8y)),

compute as derivadas parciais de GGy e G5 através da trivial regra da cadeia do
Célculo II (isto é, a conhecida regra da cadeia para fungoes de R? em R).

(b) Explique o resultado obtido em (a).

(c) Considere a aplicagao linear T : R* — R? dada por
T(xz,y) = (2x — 3y, —Hz + 8y).

Encontre uma férmula (uma identidade) relacionando as fungoes G, F e T.

Trocando a notacao vetor-linha empregada acima para a notagao vetor-coluna,
escreva uma formula relacionando

Q}QMe(x).
y

Observacao. Também as funcoes G e F' sao aqui dadas por vetores-colunas.

(h) Note que o vetor-linha X = (x,y) é uma matriz (uma matriz-linha) em M 2(R).

Com a notacao usual para matriz transposta, o vetor/matriz X' = (z,y)" é um
vetor-coluna (duas linhas, uma coluna). Isto é,

“=(3)

Encontre uma férmula relacionando G, F, M e X*.



2.

6*.

Encontre uma funcao infinitamente diferencidvel F' : R? — R? que seja um contra-
exemplo para a afirmacgio que segue. [Aqui, empregamos a notagao vetor-coluna.]

Existe um ponto ( Z ) € R? satisfazendo

() ()= ()]G ) - (9)]

Os quatro proximos exercicios fazem parte de um conjunto e antecipam um argu-
mento muito importante para obtermos provas muito simples para a parte unicidade
do Teorema da Fungao Implicita (e para seu primo, o Teorema da Fungao Inversa).

Sejam f:R — Reg:R — R, continuas. Mostre as afirmagoes abaixo.

(a) Se f(0)—g(0) # 0, entdo existe um intervalo (—r;7), com r > 0, tal que temos
f(l') - g(y> 7& 07 para todo (.’L’,y)

(b) Se f(0)g(0) # 0, entao existe um intervalo (—r;r), com r > 0, tal que temos
f(x)g(y) # 0, para todo (z,y) €

€ (—r,r) x (=r,r).

(=r,r) x (—=r,7).

Sejama:R—-R, 0:R—- R, c:R—-Red: R — R quatro fungoes continuas, com

b(o)) ';Ao.

a(0)
c(0)

Mostre que existe um intervalo aberto (—T r), com r > 0, tal que temos
0] 2o
(2)

(=r,r) %

cy d(z

para toda quadrupla (w, x,y, 2) € (—r,r) X (=r,r) X (=r,r).

Consideremos F' : R* — R? de classe C' e tal que det JF(0) # 0. Escrevamos
F(x,y) = (Fi(z,y), Fy(x,y). Mostre que existe uma bola B(0;r) C R? com r > 0,
tal que temos
L) E(B)
#0,
G2(C) G2(D)

para toda quadripla (A, B,C, D) € B(0;r) x B(0;7) x B(0;7) x B(0;7).

Sejam a fungdo F' e a bola B(0;r) como no Exercicio 5. Mostre que F, restrita a
bola aberta B(0;r), é uma funcao injetora. Isto é, mostre que se P e () sdo pontos
distintos da bola B(0;r) entao temos

F(P) # F(Q).

Observacao. A notacao usual para uma tal restricao é “F
B(0;r)

: B(0;7) — R?”,

ou simplesmente “ F ”. Felizmente nao precisamos destas notagoes aqui.

B(0;r)



