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Enuncie os teoremas utilizados.

Justifique suas afirmacoes.
BOA SORTE!

1. Considere a edo escalar e homogénea
@ — 72" + 182" — 202’ 4+ 8z = 0, para z : R — R.
Encontre o que se pede.

(a) Um conjunto de solugoes LI.
(b) A matriz companheira A.

(c¢) O respectivo conjunto LI de solugoes do sistema linear
X' = AX, para X : R — R*.

(d) A respectiva matriz wronskiana de solu¢oes W (t) do sistema X' = AX.
Solucgao.

(a) O polinomio caracteristico é

p(A) = A= TA 18X =200 +8 = (A —1)(\ — 2)%.
Um conjunto de solugoes LI é
{et, th,tth,tQBQt}.

(b) A matriz companheira é

0
1
0

= O O

20 —18



¢ um caminho solucao do sistema X’ = AX, para X : R — R* Entao
encontramos os quatro caminhos

et €2t
et 22t
Xl(t) = et ) XQ(t) = 4€2t
et Re2t
t€2t t2€2t
| @+ 2t)e* | @t+2t%)e*
Xa(t) = (4 + 4t)e* ’ Xa(t) = (2 + 8t + 4t%)e*
(12 + 8t)e? (12 + 24t + 8t?)e?

(d) A matriz wronskiana é a matriz quadrada W (t) em M,(R) cujas quatro
colunas 1, 2, 3 e 4 sao dadas, respectivamente, pelas coordenadas dos ca-
minhos X7, Xs, X3 e X, apresentados no item (c).

Em notacao sintética escrevemos

W(t) = [X1(t), Xa(1), X3(t), Xa(t)]



2. Seja [a,b] C R e o produto cartesiano [a,b]" = [a,b] X -+ X [a,b] (n-vezes).

Seja F' = F(t,y) : [-1,1] X [a,b]” — R continua com a matriz %—5 continua.
Consideremos uma sequéncia de fungdes continuas y; : [—1, 1] — [a, b]" tal que

y; — y uniformemente em [—1, 1].

(a) Prove que, para todo s € [—1, 1] estdo bem definidas as integrais

S S

0i(s) = / F(ty(t)dt e o(s) = / Pt (1)) dt

0 0
(b) Prove que ; converge uniformemente a ¢ ao longo de [—1,1].

Atencao. Se preferir, pode assumir n = 1.



3. Resolva o sistema linear nao homogéneo

' 01 —1 T 0
y |=(11 0 y |+t
2 1 0 1 z t

Notacao. A transposta de uma matriz X é denotada X7.
Primeira Solucao. Método dos autovalores.

o Imponhamos uma condicio inicial arbitraria X (0) = zo = (a,b,c)’ € R?,
supondo X = (z,y,2)” : R — R3. Pela férmula de Duhamel a solucao do
sistema linear nao homogéneo considerado é

t
0
X(t) = e + / e =4p(s)ds, onde b(s) = | s

0

¢ O polinémio caracteristico de A é

Ao -1 1
paN) =] -1 Xx=1 0 =MA=1)-A=1D+(A-1)
-1 0 -1
=\ —1)%

Logo, A = 0 é raiz de multiplicidade 1 e A = 1 é raiz de multiplicidade 2.

¢ Um autovetor u associado a A = 0 é dado por

—y+z2=0 1 1
—rx—y=0 su=x| —1 su=| —1
—x—2z2=0 —1 -1

A autofuncao associada ao autovetor u é

¢ Um autovetor v associado a A = 1 é dado por

T—y+2=0 0 0
—z =0 =v=y| 1 =v=|[1
—r =0 1 1

A autofuncao associada ao autovetor v é

m(t) =cev=|[ ¢

et



o Um autovetor generalizado w associado a A = 1 é dado por

(I — A)Pw=0.
Logo,
—y+2z=0 —1
—r=1 = w = 0
—x =1 1

A autofuncao generalizada associada ao autovetor generalizado w é

z3(t) = e[l + t(A — D)]w

—1 —1 —1
=t [+t 1 0 O
1 0 O 1
1—¢ ¢t —t —1
=¢l t 1 0 0
t 0 1 1
-1
= ¢! —t
1—1¢

¢ Uma matriz fundamental de solugoes é

1 0 —¢
W)= -1 e —te
-1 e (1—1t)

¢ A matriz fundamental principal é

1 e 1 -1 1
M =weOWwO) = -1 & —tet 1 0
-1 e (1—1t)e 0 -1 1
1 el —1 1—¢
= e -1 1+ te (1—t)e'—1

ee—1 (t—1)e'+1 (2—t)et -1

¢ Pela férmula de Duhamel temos

X(t) = Ty + /eSAb
0
Notemos que
1 e —1 1—e€e°

e p(s) = e —1 1—se? (1+s)e*—1

P -1 —(s+1e*+1 (24s)e -1

0

= se’?



Donde segue

0
0
¢ ¢
/eSAb(s) ds=| [ose~*ds | = —(s+1)e" .
0 foomsd ¢
Jo se™7ds —(s+1)e®
0
0
= 1—(t+1)e
1—(t+ 1)

Assim, retornando a férmula de Duhamel encontramos

a 0
X(t) = e b |+ 1—-(t+1)e"
1—(t+1)e?
1 et —1 1—¢f a
= -1 1+ te (1—t)et —1 b+1—(t+ 1)t
e—1 (t—1)e'+1 (2—t)e' -1 c+1—(t+1)et
a 0
= b |+ 1 (t+1)e
1—(t+1)e
a 0
=t b |+t 1 WO WO) T —(t+ e
1 —(t+ 1)t
a 0 0
= + et | +we) | —(t+1)e?
el 0
a 0 0
=l b |+ e |+ —t-1
el —t—1
a 0
= b |+ t—t—1
et —t—1
C1 0
= €tA Co —+ —t—1 &
C3 —t—1

Vide préxima pagina.



Segunda Solugao.

¢ Pelo método das fracoes parciais temos
e’ a B g
—— =gq(z)+—+ + :
z(z —1)? a(z) z z—1 (z2—1)

com ¢ infinitamente derivavel no plano complexo e constantes

d etz tetzz_etz
=1 = =7 - = (t = 1)e = et
a=1 5 dZ{Z}zl 22 2=1 ( Joi e y=e
Segue
M =1A-I)*+(t—1)A(A - 1)+ A,
¢ Temos
-1 1 -1
A-1T= 1 0 0],
1 0 0
-1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1
(A-1)* = 1 0 0 10 0 ]=(-1 1 -1
1 0 0 1 0 O -1 1 -1
e também
-1 1 -1 01 —1
AA-1)=(A-1A= 10 O 11 0
1 0 O 10 1
00 O
=101 -1
01 —1
© Segue
1 -1 1 00 O 01 -1
=1 -1 1 -1 |+@t-D| 01 =1 |+ 11 0
-1 1 -1 01 —1 10 1
1 el —1 1—¢

= -1 1+ tet (1—t)et —1
et —1 14+ (t—1)e" (2—t)e -1

¢ Pela férmula de Duhamel temos

t
X(t) = e |mo + /eSAb(s) ds
0

Notemos que

1 e’ —1 1—e*
e b(s) = e —1 1—se® (1+s)e™—1
e =1 —(s+1)e*+1 (2+s)e -1
0
= | se?



Donde segue

0
0
¢ ¢
/eSAb(s) ds=| [ose~*ds | = —(s+1)e™ 0
0 foomsd ¢
Jo se™7ds —(s+1)e®
0
0
= 1—(t+1)e
1—(t+ 1)

Assim, retornando a férmula de Duhamel encontramos

a 0
X(t) = e b |+ 1—-(t+1)e"
1—(t+1)e?
1 el —1 1—¢ a
=1 e -1 1+ te (1—t)er—1 b+1—(t+1e’ | &

e—1 (t—1)e'+1 (2—t)e'—1 c+1—(t+1)e!



4. No espaco My(R) sejam I a matriz identidade e a matriz

-(24)

com seu polindmio caracteristico pa(A) = det(A] — A).

(i) Ache a expressao polinomial para pa(\) e mostre que
pa(A) = 0.
(ii) Suponha que existem f:R — Re g:R — R, ambas em C>, tais que
e = f(H)I + g(t)A.

Suponha também que os auto-valores de A sao reais e distintos: A e Ay
com respectivos auto-vetores associados vy e v9. Encontre a féormula para

€tA .

Solucgao.

(ii) Temos ev; = e*Mty; e analogamente e'4vy = 2oy,

Logo, computando ¢ = f(¢t)I + g(t)A em v; e em v, obtemos
Mty = f(t)or + g(t) v
X2ty = f(t)vs + g(t) Aava.
Donde cancelando os vetores nao nulos v; e vy segue
Mt = f(t) + gD

e = f(t) + g(t) .

Portanto temos
€>\1i 76)\2t

g(t) = T A=A

A )‘th Aot
f(t) = 2= b



