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Segundo semestre de 2022

LISTA 6 DE EXERCICIOS

Notagoes. Fixemos a base usual em R”. Seja I a identidade em M, (R).

Abreviamos linearmente independente por LI e linearmente dependente por LD.

El. Resolvente. Dada A € M,(R), consideremos o problema

x' = Ax
l’(to) =Xp-

(a) Mostre que a matriz fundamental principal de solugoes é e(t=t0)4,

(b) Chamamos de resolvente para o problema dado acima a uma funcao

R:R xR — M,(R) que satisfaz as condigoes

R(t,tp) é uma matriz fundamental de solugoes, para cada t, fixado,
R(to,to) = I para todo t, € R.

Mostre que, no problema em questao, o resolvente é
R(t,ty) = et-t0)4,

E2. Resolvente (coeficientes nao constantes). Consideremos o problema

{ x' = A(t)x,

para x :J - R",
l’(to) =X

onde J é um intervalo aberto e A:J - M, (R) é continua e satisfaz
A(s)A(t) = A(t)A(s), para quaisquer instantes s e t.

Mostre que a resolvente R:J x J — M, (R) [ver defini¢do acimal é

R(t,ty) =exp([tA(s)ds).
Mostre que, fixado tg, a fungao R(-,to) :OJ — M, (R) é a tnica solugao de
X'"=A(t)X, para X : J > M,(R),
{ X (to) =1.
[Destaquemos que tal problema fornece uma caracterizagao do resolvente.]

Dica. Mostre primeiro que a matriz ftz A(s) ds comuta com a matriz A(t).



E3. Resolvente e matriz fundamental. Sejam J c R um intervalo aberto e
uma funcao A:J - M, (R) continua.

Denote por R(t,t) a resolvente da equagao
' =A(t)x, parax:J - R"

Isto é, para cada instante ¢y € J, a funcao t » R(t,y) é a unica solugao do

problema matricial (com valor inicial)

X'=A(t)X,
para X : J — M, (R).
X(to) = ]
Dadas z1,...,z, solugdes da equagdo homogénea x’ = A(t)x, denote por

X = X(t) = [21,...,2,] € My, (R)

a funcao matricial cuja j-ésima coluna é a matriz das coordenadas de z;.

Verifique o que segue.
(a) A identidade
X(t) = R(t,t0) X (to).

(b) Temos det X () =0 em todo ponto ou det X (¢) # 0 em todo ponto.

O conjunto {z1,...,x,} é LD no primeiro caso e é LI no segundo.

(c¢) Se {x1,...,x,} é LI, diz-se que X é uma matriz fundamental para a
equacao homogeénea considerada.

Se X for uma matriz fundamental e C' € M,,(R) é inversivel, entao
X(t)C

¢é matriz fundamental. Ainda, toda matriz fundamental é dessa forma.

(d) Se X :J - M,(R) é uma matriz fundamental, a resolvente é

R(t,to) = X ()X (to)™".



E4. Equagao escalar, coeficientes nao constantes e linear. Sejam J c R

um intervalo e n fungoes continuas b, ag,...,a,-1 : J - R. Estudemos a edo
2™ + a1 (£)2D 4 ag () = b(1).

Definamos o sistema linear de primeira ordem
X'=A(t)X + B(t), para X : [ > R",

onde A(t) [dita matriz companheira a edo escalar| e B(t) sao dados por

[0 10 - 0 (0 )
. .
A(t) = e B(t) = :
0 0 0 - 1 0

| —ao(t) —ai(t) o —an(t)  b(t) )

Verifique as afirmacoes abaixo.

(i) A fungao real z:J — R é solucao da edo escalar se e sé se o caminho

X = :E é solugao do sistema X' = A(t)X + B(t).
r(n-1)

Ainda, toda solugao do sistema X’ = A(t)X + B(t) é dessa forma.

(ii) Dado ty € J, a resolvente do sistema homogéneo X’ = A(t)X ¢é a matriz
R(t,to) = [Ri(t,to), ..., Rult,t0)]

cuja j-ésima coluna é dada por

r.(t
Rj (tv tO) = j( . ) )
rD (8, 1)
com 7;(t,ty) a solugado da edo homogénea (usemos o delta de Kronecker)

{ 2 +a, (2D + -+ q(t)z =0

com condic¢ao inicial rj(.k)(to, to) =0k j-1, para 0 <k <n-—-1.



(iii) Férmula de Abel-Liouville e equagoes escalares. Sejam x1,...,z,
solugoes da edo escalar homogeénea x(™ +a,,_1 (t)z( +---+ao(t)x = 0.
Para cada j =1,...,n definamos a matriz X (t) = [X1,...,X,] com

Ly

/

L

Jj-ésima coluna X; =

x§n—1)

Temos X (t) = R(t,t0)X (t9), para todos t € J e ty € J.

O também chamado determinante wronskiano

:El tee xn
l’, s l”

W =Wlzy,...,x,] =det ! " [note-se W = det X|
xgn—l) xgln—l)

¢ dado pela férmula de Abel-Liouville

t

W(t) = exp —[an_l(s)ds W (t).

to
O determinante W é a fungao nula (caso em que ¥y, ...,y, sao LD) ou

nao se anula em ponto algum (caso em que yi,...,y, sao LI).

(iv) Resolvente e variagao das constantes. Com a notagao do itens
anteriores, use a férmula da variacao das constantes para concluir que

a solugao da equacao escalar nao homogénea
2™ o, ()2 + 4 ag(t)z = b(2)
com condigdo inicial (z(to), ...,z (ty)) = (0,...,0) é dada por
o(l) = [trn(t, $)b(s) ds.
0

Conclua a partir da questao anterior que, se n =2 e x1, 2y forem duas

solugoes linearmente independentes da homogénea
" +ay(t)x" + ap(t)z =0,

entao




Atencao. Dadas quaisquer n func¢des escalares y; : J - R,...,y,:J - R em

C(=1) com J c R um intervalo, é também dito wronskiano o determinante

yl yn

G
Wy, ..., yn] = det _1 T

n—1 n—1
yY ey

1. Se f:[0,00) — R é continua e limitada, entao toda solugao da edo
y'+5y +4y=f

é limitada. Dica. Dé a solucao geral, via férmula da variacao das constantes.



2. Seja A € M, (R) tal que todos os autovalores de A estejam no semiplano
Re(z) < 0. Suponha que f : [tg,0) - R seja continua e limitada. Mostre

todas as solugoes de x’' = Az + f(t) s@o limitadas.

Solugao. Suponhamos t, = 0 e consideremos a variavel ¢ € [0, +00).

o Sejapa(z) = (z=A1)™--(2=\,,)™ a fatoracao de p4 (gracas ao TFA).
Seja M uma constante majorando |f|.

o Fixado ¢ € R®, por Duhamel a solucao por zy é dada por

t
x(t) = e wg + f (=94 £ (5) ds.
0

A férmula (explicita) para et4 garante

B 1 et#(z=x;)™ | (mi ki)
Cik; = Tmy—ky)! { pA(ZJ) }

Z=>\j
et = chkjpjkj(A), onde

_ _pa()
Pik; = (Z—AAJ)kj'

E trivial ver que temos (cheque)
Cik; = djkje)‘ft para alguma constante d;.
o Seja o >0 com cada Re()\;) < —o. Donde |eNt] = etRe(N) < e=9t. Segue
e =Y et pin, (A) e |e"] < Ce™ para algum C > 0.

o Conclusdo. Encontramos entao

t
1 (1)] < Ce™tao| + f (=) C M ds
0

e—o(t=s) s=t
= C|ZL’0| + M
s=0
1- —ot
= C|[L’0| + M ¢
M
< C|ZI§'0| + —.
o

O caso ty =0 esta provado.

Complete a prova#



3. Resolva, explicitando o dominio da solu¢ao maximal, o problema de Cauchy:

{ y'+y=secx
y(0) =y'(0)=0

4. Seja L : {y € C*([0,2x]) tal que y'(0) = y'(27) = 0} — C°([0,27]) o

operador linear definido por

L(y) =y" +y.

(a) Mostre que o nticleo de L é gerado por cosz.

(b) Mostre que f e C9([0,27]) pertence a imagem de L se e somente se

‘[O%f(t)costdt:().



5. Sejam J c R um intervalo com 0 € J e f:J — R continua.

(a) Aplique o método da variagao dos parametros a equagao x' —x = f(t),
partindo-se das solugdes ¢;(t) = cosht e ¢o(t) = sinht da equagao
homogénea associada. Conclua que a solucao geral da referida equacao

pode ser descrita por
t
¢y cosht + cysinht + f sinh(t - s) f(s) ds,
0

com cy,co € R.

(b) Mostre que estd bem definido e é inversivel o operador linear
L: {z e C*([0,1]) tal que (0) = 2(1),2"(0) = 2'(1)} — C°([0,1])
definido por L(y) =y" - v.

6. Para cada uma das equacoes abaixo, é dada uma solugao ¢;. Encontre uma
solugao ¢o, linearmente independente de ¢, no intervalo indicado.
Dica. Use a féormula de Abel-Liouville
(a) 2 —4ta’ + (412 =2)x =0, ¢, (t) = €, na reta R.
(b) (1-t2)a" —2ta’ + 22 =0, ¢1(t) = ¢, no intervalo (0,1).

(c) ta"” = (t+1)x' +x =0, ¢1(t) = €', no semieixo [ou semirreta] (0, +00).

7. Método de Putzer. Expresse ¢4 como um polinémio em A.

5 -2 1 -5
(a) A=(4 —1) (®) A=(1 —1)

(0 1 0 (3 -1 1
() A= 0o o 1 d A=|2 o0 1
| -6 -11 -6 (1 -1 2
(11 0 0 (002 0
0210 100 2
e) A= A=
(€) 0030 () 000 4
L0 00 4 L0010



8. Ache e*4 (em forma fechada) para cada uma das matrizes no exercicio 7.

9. Para cada item no exercicio 7, resolva o respectivo sistema X’ = AX com a

condicao inicial dada abaixo.

(¢, 1)
(a) X(0) = ) (b) X(0)=( :
| iy
(1) (1)
(c) X(00)=] 0 (@) x0)=]|2|.
L0 ) \ 3 )
(0 ) (1
0 -1
(e) X(0) =1, () XO=]
\ 1) | 2

10. Resolva o sistema linear X’ = AX + B(t) com a condi¢ao inicial dada.

4 1 0 1)
(a) A=(_2 1), B(t)z(_%t) e X(O)z(o .

(b) A:(_f :;) B(t):(;) e X(O):(:

-1 -1 0 t2 6
) A= 0o -1 1|, B®)=]|2t | e x(0)=]| -2
0 -1 t 1

11. Encontre et4 para

= oI= O o

1
0
0
0

s) O O =
= == O

Resolva x’ = Az, com z(0) = (1,2,3,4)” [matriz transposta de (1,2,3,4)].



12. Seja A:R - M, (R) de classe C*. Verifique as afirmagoes.
(a) Existe um ¢ > 0 tal que temos |A(h) — A(0)| < ¢|h| para todo |h| < 1.
Dica. TFC ou o TVM, em cada coordenada (total n?).
(b) | A(0) =0 = LeAM) = A7(0) |

Dicas. Escreva o somatério para eA®) e entao compute a derivada.

13. Sejam A e B matrizes em M, (R) e ¢ a varidvel real. Mostre que
tA*B) = t4e!B (para todo t) == AB = BA.

Dica. Derive.

14. Seja A:R - M, (R) de classe C* e satisfazendo a identidade
A(t)A(s) = A(s)A(t) para quaisquer t e s.

Mostre

%e/‘(t) = A'(t)eA® = AWM A'(1).

Dicas (escolha uma).
(1) Verifique que a identidade A(t)A(s) = A(s)A(t) garante a férmula

dAt d A(s)-A(t) JA(t
e ()=£{e ()-A(0AM )

s:t.
Entao, aplique 12 (b).
(2) Escreva o somatério para et4. Aplique 12(a) e estime

pAt+h) _ pA(t)

- — A'(t)e®,

10



