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11.1 - A Expansao de Laurent e a Classificacao das Singularidades

Uma série de Laurent com centro ( e coeficientes a,,, com n € Z, é do tipo
X a- a.
Y an(z=Q)" =+ & 5+ L tag+ai(z—C) +as(z-C)%+ .
n=—oo (Z - C) = C

As séries

+00 too
Ya(z-Q)" e Y an(z-¢)"
n=0 n=1
sao ditas, respectivamente, parte regular e parte principal da série de Laurent, a

qual é convergente no ponto z se as partes regular e principal convergem em z.

A soma de uma série de Laurent é
+00 +00 T
(11.1.1) Y an(z=C)" =Y an(z-C)" + > an(z-0)",
—o00 n=1 n=0

nos pontos z em que suas partes regular e principal convergem. A parte regular
¢ uma série de poténcias e indicamos seu raio de convergéncia por R;. Por outro
lado, a parte principal é a série de poténcias
1
Y
z=G

+o0
Z a_,w", em w =
n=1

com raio de convergéncia p, indicado por

oA [com Ry =+00se py=0e Ry=0se py=+00].
2
Notemos que se Ry = +00, a parte principal diverge para todo z € C.
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Figura 11.1: Anel de Convergéncia de uma série de Laurent

11.1 Lema (Propriedades da série de Laurent). Mantenhamos a notagao

acima. Suponhamos Ry < Ry.

(a) A série de Laurent
n=+00

Z an(z-¢)"

n=—0oo

converge uniforme e absolutamente nos compactos no anel de convergéncia

Q=A(C; Ry Ry) ={z€C: Ry<|z—(| < Ry}

(b) A fungao

FE) =S an(z-0)", onde z e,
é derivdvel termo a termo Z=—°°
FE)= 3 (-0,
(c) Seja v(0)=C+re?, com 0€[0,2r] e Ry <r < Ry. Entdo temos
1 f(2)

n=5 e dz, para todon em 7.
v

Prova.
(a) Sejam 77 e ry tais que Ry <15 <71 < Ry. Entao,
+o00
> a,(z - ()" converge uniforme e absolutamente em {z: |z - (| <7}
n=0

e
+00 1 1

> a_,w" converge uniforme e absolutamente em {w | < 7 < R—Q}.
n=1

No compacto {z : 75 < [2=(| <71} as séries Y. 0 an (2= e Sra_p,(2-C)™

convergem absoluta e uniformemente e assim, a série de Laurent também .
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(b) Trivial, pois a parte regular é uma série de poténcias ao passo que a parte
principal é uma série de poténcias composta com a funcao holomorfa
1
2-C

Solicito ao leitor verificar.

(c) Dado n € Z temos

f(2) =S au(z — )1
oo T Dm0

com Imagem(~y) uma circunferéncia (compacta) na coroa circular A((; Ry; Ry)

e a série de Laurent convergindo uniformemente sobre Imagem(y). Logo,

J % dz = éak f(z - ()" dz = a,2mis

11.2 Teorema (A Expansao de Laurent). Consideremos a coroa circular
Q={z:p1 <[z=(|<p} e feH(Q).

Entao, existem duas sequéncias (by)ms1 € (an)nso, de niumeros em C, tais que

f(z) 221(2f—mcw + ;Z:Zan(z—()”, para todo z €.

Ainda, a expansdo em uma série de Laurent da funcdo f € unica.

Prova.

Pelo Lema 11.1 basta provar que existe uma série de Laurent para f, em
Q. A unicidade segue do Lema 11.1 (c¢). A seguir, representamos [ via

Férmula Integral de Cauchy e entao expandimos o integrando em séries.
Fixado um ponto z na coroa Q = {z:p; < |z - (| < p2}, sejam r; >0 e 75 >0
tais que

p1 <11 <|z=C(|<re< po.
A fronteira da coroa “interior”

{z:r1 <]z = (| <}

¢ dada pelas circunferéncias: v e v, de raios r; e ry, respectivamente, que

orientamos no sentido anti-horario.
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O ciclo 75 = é homdlogo a 0 em Q2 [cheque].

@

Figura 11.2: A expansao de Laurent em um anel

Pela Férmula Integral de Cauchy (homoldgica) obtemos,

f(w) alw—L Mdz.

w 271 w—2z
Y1

(11.2.1) £(2) = %[

No Teorema 10.13 mostramos que a expansao em séries de poténcias

TP ] W (CO N

w25\ -0

72
é absolutamente convergente se |z — (| < 7.

A prova da expansao

f(w) dw = Z b— com b, em C,

m
J w2 GO

¢ analoga a prova da expansao no Teorema 10.13 [cheque, vide Lema 11.1(a)|#

Comentario. Nao é necessario o teorema de Cauchy homoldgico na prova acima.
De fato, considerando um diametro do circulo {z : |z = (| = r2}, com o diametro
nao contendo o ponto z, é trivial escrever o lado direito de (11.2.1) como soma de
duas integrais, a primeira sobre uma curva fechada n; tal que Ind(ny; 2) = 1 [logo,
z no interior de 7;] e a segunda sobre uma curva fechada 7, tal que Ind(7y;2) =0
[isto é, z no exterior de ;] . Entdo, pela férmula integral de Cauchy (teorema

10.11) segue a identidade (11.2.1). Por favor, cheque (esboce a figura apropriada).
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11.3 Definigao. Seja Q2 um aberto em C e ( € Q2. Se f e H(Q2L~{(}), dizemos

que f tem wma singularidade isolada em (.

Seja ( uma singularidade isolada de f. Pelo Teorema 11.2, em uma bola “reduzida”

B*(¢;p) = B(¢;p) N {C}
contida em (2, a funcao f é dada por

()= 2t San(a-0)"

m=1 (Z - C)m n=0

e classificamos as singularidades isoladas em trés tipos distintos:
e ( ¢ singularidade removivel de f se b,, =0, para todo m > 1.

e ( é polo de ordem (multiplicidade) k > 1 se by # 0 e b, = 0 para todo m > k.

Notagao: a valuacao de f no polo (¢ é

v(f;¢) =~k

e ( é singularidade essencial de f se {m e N:b,, # 0} é infinito.

Comentario. Se b,, =0, para todo m > 1, dizemos que ( ¢ singularidade removivel
pois definindo f(¢) = ag obtemos uma extensdo de f (ainda denotada f) que é

holomorfa em .

11.4 Teorema (Remocgao de singularidades, Riemann). Seja ( uma sin-

gularidade isolada de f € H(Q2~{C}). Sao equivalentes as afirmacoes abaizo.
(a) ¢ € singularidade remouvivel.
(b) f admite uma extensdo holomorfa ao aberto SQ.
(c) f admite uma extensao continua ao aberto Q.
(d) Existe IZI_I)ICI f(2).
(e) f € limitada em alguma bola reduzida B*((;r) = B((;r) ~{(}, com r>0.

(f) Temos £i_r>ré(z -()f(z)=0.
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Prova.
(a) = (b) = (¢) = (d) = (e) = (f). Trivial.
(f) = (a). Podemos supor ¢ =0 [cheque] e D(0;r) c Q, com 7 > 0.
Com a notacao na Definigao 11.3 temos
2f(2) = ( + =+ ;) + (by +agz +a12® +-+), se 0<|z| <.
Pela hipétese sobre zf(z) e por continuidade, existe M > 0 tal que
l2f(2)| <M seO<|z|<r e |by+apz+arz*+-| <M sel|z|<r.
A desigualdade triangular garante
bs

‘ =
cee + —_— + —_—
22z

<2M, se 0<|z| <7

Pela desigualdade de Gutzmer-Parseval (6.12) segue

2 2
(M+M+...)S4M2, se 0< 2| <7.

I

Donde segue b, =0 se m > 2. Por fim,

0= lin& z2f(z) = liI%(bl +agz + a1z’ +apz’) = by #

Exercicio. Prove o teorema acima utilizando a férmula para os coeficientes da
série de Laurent, dada no Lema 11.1(c). Ainda, leia a prova (uma terceira prova)

em W. Rudin, Real and Complex Analysis, 3rd. ed., p. 210.

11.5 Corolario. Mantendo as notacoes acima para uma série de Laurent, se

by, # 0 para algum m > 1 entdo |f| € ilimitado em qualquer bola reduzida B*((;T).
11.6 Proposicao. Seja fE'H(B*(C;T)). Entao,
(a) ¢ é um polo de ordem k de f se e somente se
lim(= - O (2) € €.
(b) Se ¢ € um polo de f entao
lim|f ()| = co.
Prova.
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+o00

= k 4ot by
S P LA

an(z C)n bk # 07 €

(z=OFf(2) =b + b1 (2 =C) + -+ by(z=-O)F ! + ioan(z—o”*k.
n=0
Logo,
liirg(z -O)"f(2) =by % 0.
(<) Se
lim(= () /() = B < €,

pela Proposicao 11.4 o ponto ¢ é uma singularidade removivel da

funcao
(2= 0" f(2).
Desta forma encontramos
(z=Q)"f(z)=p+ Jrf cn(z=¢)" em B*((;r), paraalgum r > 0.
n=1
Donde,
f(z) = 2 ‘ L (=0 L0,

G-OF " G-oFT TR

o que mostra que ¢ é um polo de ordem k.
(b) Se ¢ é um polo de ordem k, por (a) temos
lirrcl(z -O)*f(2) #0.

Logo,

(- O* )l _
hm|f(z)| th = ocos

Os polos de ordem 1, 2 e 3 sao ditos polos simples, duplos e triplos, respecti-

vamente.

Seguem algumas defini¢oes tuteis ao estudo de funcgoes holomorfas que “as-
sumem” o valor infinito oo e também fungoes holomorfas em uma vizinhanca do
infinito. Tais defini¢oes preparam o caminho para o estudo de fungoes holomorfas

definidas na esfera de Riemann e com valores na esfera de Riemann.
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e Dizemos que f é meromorfa no aberto €2 c C se f é holomorfa em
QN P,

onde P é um subconjunto discreto do aberto €2 e constituido de polos de f.

Notacao. Dado €2 um aberto de C, escrevemos

M(Q) ={f: f é meromorfa em Q}.

e Sejam f e P como acima. Se ( € P, entao existe m em N* tal que

(z-0O"f(2)

é holomorfa numa vizinhanca de (. Logo, em uma bola reduzida centrada

em (, a funcao f é o quociente de duas fungoes holomorfas.

e Dizemos que f é meromorfa em um ponto ( se f é meromorfa em um aberto

contendo (.

e Pode ser provado (o resultado é profundo) que toda fun¢do meromorfa é
quociente de duas fungoes analiticas [vide Real and Complex Analysis, W.
Rudin, ed. 3, Theorema 15.12, p. 304].

11.7 Teorema (Casorati-Weierstrass). Se € singularidade essencial de f,

entao f( B*(g;r)) ¢ denso em C, para todo v >0 e pequeno o suficiente.

Prova.

Seja r > 0 tal que B*((;r) esta contida no dominio de f.

Suponhamos, por contradigao, que existe B(w;e€), com € > 0, tal que

F(B*(¢r)) N Blwie) = 2.

Entao temos:
|f(2) = w| > € para todo z € B*(¢;r),
1

g(z):f(z)——w € H(B*(C;r)) e |g(z)|§%, para todo z € B*((;r).
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Figura 11.3: Casorati-Weierstrass

Pela Proposicao 11.4, segue que o ponto ¢ é uma singularidade removivel

da fungao ¢ e existe
lirrcl g(2).

Se g(¢) =0, como temos g(z) # 0 se z # (, segue que ¢ é um zero de ordem

maior ou igual a 1 de g e entao, pela equacao

1
f_w:_a
g

concluimos que ¢ é um polo de f, contra a hipdtese.
Se g(¢) #0, entao a fungao

1
f(2) =w + = é holomorfa
g

Comentario. O Teorema de Casorati-Weierstrass é uma versao fraca do “Teorema

grande de Picard: se f tem uma singularidade essencial em (, entao
f(B*(¢;r)) é C ou é C menos um ponto.”

Nao provaremos este resultado neste curso.

Sejam e N* ={1,2,...}. Dada g holomorfa no ponto ¢, com g(¢) # 0, entao a
funcao

f(2)=(2-¢)"g(z) tem um polo de ordem m em (.

Devido a tal observacao, dizemos que um polo é um zero de ordem negativa.
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11.8 Definicao. Dizemos que f tem uma singularidade isolada em oo se f €

analitica em
{z:]z| > r} [uma vizinhanga de oo] para algum r > 0.

Neste caso, a funcao
1
9= 1(3)
tem uma singularidade isolada em 0.

o O tipo de singularidade (removivel, polo ou essencial) de f em oo € o tipo

de singularidade (removivel, polo ou essencial) de g em 0.

o A fungao f € meromorfa (respectivamente, holomorfa) em oo se a fung¢do

g € meromorfa (respectivamente, holomorfa) em 0.
o A ordem de f em oo € a ordem de g em 0.
Seja F' holomorfa em C, exceto um conjunto (contdvel) de singularidades isoladas.

o A fungio F € dita meromorfa na esfera de Riemann S? (isto €, o plano

estendido C) se ' é meromorfa em C e no ponto co.

o A funcio F € holomorfa em S2=C se F' é holomorfa em C e no ponto co.

Comentarios. Por favor, verifique as afirmagcoes abaixo.

e Se uma funcao f tem uma singularidade removivel no infinito, entao f é
limitada em uma vizinhanca de co. Assim, pelo teorema de Liouville, se
uma funcgao inteira tem uma singularidade removivel no infinito entao tal

funcao é constante.

e Um polinémio complexo p(z) = ag + a1z + -+ + a,2" e de grau n > 1 é uma

funcao racional com polo no infinito.
e Toda funcgao racional é meromorfa no plano estendido C.

e Uma fungao racional cujo tinico polo é oo é um polinomio.
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De forma mais geral, consideremos um aberto ) na esfera de Riemann S2.

o Uma funcao G é dita meromorfa em () se G é analitica em (2, exceto um

conjunto (contavel) de singularidades isoladas, com todas elas polos.
Comentarios. Por favor, cheque as afirmacoes abaixo sobre fung¢oes meromorfas.

e Somas e produtos de meromorfas sao meromorfas. Quocientes de meromor-

fas s@o meromorfas, se o denominador nao é a fungao nula.

Exercicio. Verifique as afirmagoes abaixo.

(a) Se f é holomorfa em C e tem um polo em oo, entdo f é um polinémio.

(b) Toda funcio meromorfa no plano estendido C é racional.

Esbogo da solugao de (b). O conjunto S = {z,..., z,, 00} de singularidades é
finito, pois oo é singularidade isolada. Se o conjunto Z; de zeros ¢ infinito, entao
f(1/z) se anula numa vizinhanga de 0. Pelo PZI, segue f =0 em C. Segue o caso
Zs ={wy,...,wp}. Seja p; a ordem do polo z; e ¢; a ordem do zero w;. Entao

(z—z)7-(2 = 2)P f(2)

F(z) = (2 w10z — wy,)im

¢ holomorfa em C.

Claramente [cheque] oo nao é singularidade essencial de F'. Logo, o é polo ou

singularidade removivel. Assim, F' é constante ou um polinémio.

11.2 - Residuos em pontos do plano

Dados r e R, com 0 <r < R, utilizemos a notacao
A R)={zeC:r<|z-(|< R}
para anel circular, ou anel, ou coroa circular (aberta), de centro ¢ e raios r e R

11.9 Definigao. Seja f holomorfa no anel A(C;0;7). O residuo de f em ( € o

coeficiente by da série de Laurent de f com centro (. Indicamos

b1 = Res(f,()

Dada uma circunferéncia v(6) = ¢ + 0e, para 0 € [0,27] e com 0 < § <71 e

entao orientada no sentido anti-horério, pelo Lema 11.1(c) segue

(11.9.1) jlgfdz=27riRes(f,C).
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11.10 Teorema dos Residuos. Seja f holomorfa em Q2\S, com S o conjunto
das singularidades isoladas de f em ). Seja I' um ciclo em QN S e homdlogo a

0 em ). Entao, )
%ﬁf(w)dw: > Indr () Res(f;¢).

CeS

0 o

Figura 11.4: Ilustracao ao Teorema dos Residuos

Prova.

Sejam
I(T)={z:Ind(T;2) #0} e E(I") ={z:Ind(T;2) =0}.
Como T" é homdlogo a 0 em 2, entdo I(I") estd contido em €.
o O somatério dos residuos é finito. Temos que
S*={¢eS:Ind(T;() + 0}

estd contido no compacto I(I") u Imagem(I") [cheque, vide Defini¢ao 7.16]
contido em (2. J& que S nao tem ponto de acumulagao em €2, concluimos

que S* é finito.
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Escrevamos
S* = {Cl,...,gn}.

Para cada j = 1,...,n, seja 7; a fronteira de um disco (ndo degenerado)
fechado centrado em (; e contido em (2, orientada no sentido anti-horario.

Assumamos que os discos sao disjuntos. Seja
m; = Ind(I'; G;).
o As cadeias I' e })7_; m;v; sdo homélogas em 2\ S.
De fato, dado um ponto o em €2¢ = C \ Q) temos
Ind(I';@) =0 e Ind(v,;;c) =0 paratodo j=1,...,n.

Se o = (; para algum k€ {1,... ,n} entao

Ind(F;a) =my € Ind(ijfyj;a) =M.

j=1

Pelo Teorema de Cauchy Homoldgico 10.17 e a férmula (11.9.1) temos

[Ffdz= imj fdz

Vi

=2mi i m;Res(f;(;)s
=1

Frequentemente, em aplicacoes, o aberto €2 é simplesmente conexo. Neste
caso, toda curva fechada é homoéloga a 0 em €2 e a hipdtese sobre I' é supérflua.

Geralmente, {2 é uma bola ou um retangulo.

Recordemos que uma funcao f é holomorfa em um ponto a se f é holomorfa

numa vizinhanca de a.

25



11.11 Lema (Propriedades Operatérias para Residuos).
o Seja a uma singularidade isolada da fung¢ao holomorfa f.

(R1) Se a € singularidade removivel, entao
Res(f,a) =0.
(R2) Se a é um polo de ordem 1, entdo
Res(f,a) = (= - a) 1 (2,

(R3) Se a é um polo de ordem k > 1, entao

9

k—l(a
(k-1)!’

Res(f,a) = onde g(z) = (z —a)* f(2).

o Sejam f e g holomorfas em a, com a um zero simples de g.

(R4) Temos, ; £@)
Res(g,a) = 7(a)
(R5) Temos,
Res(g,a) = g’(la)‘

e (Residuo Fracionario) Seja a um polo simples de f. Seja v& um arco de
circunferéncia de angulo o contida na circunferéncia de centro a e raio

e >0, orientada no sentido anti-hordrio, {z: |z —a| = €}.
(R6) Temos,
lei_r)rol 55,1 f(2)dz = i Res(f,a).
Prova.
(R1) Trivial.
(R2) A série de Laurent de f no anel A(a;0;p) é
b

zZ—aQ

f(z) =

+00
+ 3 an(z-a)".
n=0
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Logo,
+00
lim(z —a)f(z) =lim (171 + Y an(z - a)"“)
z—a z—a n=0

= Res(f,a).
(R3) Neste caso temos
bk bl + 00 N
f(Z) = m+"'+ —a +7;)an(z—a) .

Entao,
g(2) =bp +bp_1(z—a) + -+ by (z—a) + Z an(z —a)™*
n=0

é uma série de poténcias. Logo, pela Formula de Taylor para os coeficientes,

_ g% (a)

1= ——=

(k-1)!
(R4) Devido as hipétese temos, para |z—a| < r, com 0 < r e r pequeno o suficiente,

f(2) = f(a) + f/(a)(z = a) + -+ L@ _qyn o,

g(z)=¢'(a)(z—a)+-+ %(z —a)"+-, g'(a) #0.

Logo, para 0 < |z — a| < r temos,

f(2) 1 [f(a)+f'(a)(z—a)+-~-+%(z_a)nJr... ]

9(z)  z-a|g(a)+ g/;(!a)(z—a) +oet %(z —a)" 4.

Pelas regras operatoérias para séries de poténcias, existe p > 0, p < r, tal que

fG)_ 1 [f(a)
9(z) z-alg(@

+a1(z—a)+a2(z—a)2+--~], se 0<|z—al<p.

Donde segue

Res(z,a) = ;,((C;))

g
[Uma prova breve (e menos transparente) de (R4), segue da Prop. 11.6 (a).]
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(R5) Imediato de (R4).

(R6) Escrevamos

f(z) = 2 +9(2),

com g € H(B(a; T) ), para algum r > 0.

/ f(z)dZZblf dz +f g(2)dz.
e e L—a e
Og+a 5 pi0
/ dz :/ 0 266-9 "
Ner Z— @ 0o ee’

= 1.

Encontramos

Notemos que

Por outro lado, como a funcao g é continua e portanto limitada por alguma

constante M > 0 em uma vizinhanca de a, pela Estimativa M-L segue

[73 g(z)dz

f f(2)dz =5 iaby.
Ve

Recordemos que por defini¢ao temos by = Res(f,a).

e—0
< Mae — 0.

Assim,
Portanto, provamos que

fa f(z)dz =5 iaRes(f,a).

A prova do Lema 11.11 esta completa#
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11.3 - Residuos no ponto oo

Seja f holomorfa em C\ D(0;7), onde 7 > 0. Entao, a fungao

1 1
g(z) = f(—), onde 0 < |z < —,
z r
¢ analitica e tem uma singularidade na origem. Seja

= b_oy b
g(z): Z bnz":...+_22+_1+b0+b12+b232+...
n=—o00 z z

a série de Laurent de g no anel circular

1
A (0; 0; —) :
r
Segue entao que a série de Laurent de f = f(z) na bola aberta (no plano

estendido) C ~ D(0;7) e centrada no ponto oo é da forma

+00 4o a

Definimos o residuo de f em oo por qualquer uma das duas expressoes
1
Res(f,00) = — jgf(Z)dZ ou Res(f,00)=-a_,
2w Jy

onde y(0) = Re™™ para 0 € [0,27] e R > r, estd orientada no sentido hordrio.

[Por favor, verifique que as férmulas coincidem.|

Notemos que na usual orientacao anti-horaria da circunferéncia Sg(0), o ponto
0 se encontra & esquerda da curva n(f) = Re’. Analogamente, na definicao de
Res(f;00), o ponto oo se encontra a esquerda da curva orientada no sentido
horério y(0) = Re™*.

Atencao. E falso, em geral, que Res(f; ) = Res(g;0). Por exemplo, para

9)-1(3)

temos

Res(l;oo) =-1 mas Res(z;0) = 0.
2
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Comentario. Expliquemos a frequente desigualdade
1

Res(f;00) # Res [f(—);O] :
z

Consideremos f holomorfa em C e v a parametrizacao usual de uma circunferéncia

centrada na origem, porém orientada no sentido horario. Definamos

1
o(t) = S0

Notemos que ¢ é a parametrizacao usual de uma circunferéncia centrada na ori-
gem e orientada no sentido anti-hordrio. E trivial ver que [cheque]

!
/ o

v ST

Donde segue

L IO

SYENEE

A seguir, definamos a funcao

Concluimos entao a identidade

jgf(z)dz = ygg(w)dw.

Donde segue a formula abaixo para o residuo de f no ponto oo, a qual é bem 1til,

Res(f; 00) =Res(g;0), onde g(w) = - f ().

Isto mostra que para definirmos o residuo de forma invariante por mudanca de

coordenadas, o residuo nao deve ser associado a func¢ao f(z) mas sim ao diferencial

f(2)dz.

Embora f(z) possa ser analitica em oo, o diferencial f(z)dz pode nao ser analitico

em oo, como pode ser visto pela mudanca de varidvel 1/z [cheque].
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11.4 - Principio do Argumento para Funcoes Meromorfas

11.12 Lema. Seja a um zero, ou um polo, de f. FEntao,

a € polo simples de f7/

e

Res(fTI;a) =v(f;a).
Prova.

¢ O caso: a um zero. Escrevamos f(z) = (z — a)’g(z), com v = v(f;a)
a ordem de a como um zero de f, e g holomorfa com g(a) # 0. Logo,
fr=v(z=a)"lg+(z-a)’g e

! 4
frov g9
foz-a g

Assim, como ¢’/g é holomorfa, temos

Res (?, a) = V.

o O caso: a um polo. Escrevamos (z —a)™f = g, com v = v(f;a) o oposto
(aditivo) da ordem de a como um polo de f e g holomorfa tal que g(a) # 0.
Encontramos ¢’ = —v(z—a) ™ 1 f+(z-a)Vf' e

r !
g_ v [

g z-a f

Assim, como ¢’/g é holomorfa, temos

Res(?;a) =Us

11.13 Teorema. Seja I' um ciclo em €2 e homalogo a 0 em ). Seja f meromorfa

em ) e com um numero finito de polos e zeros nos pontos

Cl?"'?Cna

todos em Q ~ Imagem(I"). Seja m; = Ind(I';(;), para j =1,...,n. Entao,

3 JL = St

2me o

Prova. Imediata, pelo teorema dos residuos 11.10 e o Lema 11.12#
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No resultado a seguir, utilizamos a seguinte notagao. Sejam f uma fungao

meromorfa em um aberto Q e v uma curva fechada e C'' por partes em €2, com
Ind, = 0 no complementar de Q e Ind, =1 em I(7y), o interior de 7.

O numero de polos de f no interior de v e contados com suas multiplicidades é

P(f;7v)==-Xv(f;p), onde p é um polo de f e p pertence a I(7).

11.14 Principio do Argumento (para funcgoes meromorfas). Mantida a

notagao imediatamente acima, se [ nao tem zeros ou polos em Imagem(y) entao

/
% /77612 =Z(f:7) - P(fi7).
Prova. Devido as hipdteses, o conjunto I(7) esté contido no aberto 2.
Como f é meromorfa, o conjunto dos polos de f nao tem ponto de acu-
mulacao em 2. Por hipétese, f nao tem polos em Imagem(~y). Logo, o
conjunto dos polos de f no compacto I(7) uImagem() [vide Defini¢ao

7.16] é finito:
{pb s 7pn}

Entao, f é holomorfa no aberto O = I(y)~{p1,...,Dn}- E valida a inclusdo
00 c Imagem(~y) U {p1,...,p,} [vide Definicao 7.16]. Se C' é uma compo-
nente conexa (aberta) de O entao dC c 9O [verifique]. Assim, se f é nula
em C entdo f é nula em 0C e portanto f se anula em Imagem(y), o que
é uma contradicao. Em consequéncia, pelo PZI concluimos que o conjunto
dos zeros de f nao tem ponto de acumulagao no aberto O. Sendo assim, o

conjunto dos zeros de f no compacto I(y) uImagem(~y) é finito:
{z1,.. ., Zm}
Entao, o conjunto das singularidades de fTI no aberto I(v) é dado por

S = {zla e Zmy P1y - 7pn}

Pelo teorema dos residuos 11.10, o Lema 11.12 e a definicao de P(f;~)
segue
1

omi

[ o= Ehes (i)« Ees(Fone) = 2500 - psigs
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11.5 - Calculo de Integrais

11.15 Definig¢ao. Seja f:R - R Riemann-integrdvel em cada [a,b] c R.

o Se existir, o limite

b
lim f(z)dx
boreo Y

¢ a integral imprépria de f, a qual indicamos por

[ r@ys,

oo

e dizemos que a integral impropria converge. Se tal limite nao existir, di-

zemos que a integral impropria diverge.

o Se existir, o limite

im [ f(z)dx

r—>+00 —

¢ denominado valor principal de Cauchy (ou, brevemente, o valor principal)

[+oo f(x)de.

(e

da integral impropria

Indicamos entao,
+00 +r
VPf f(x)dx = lim / f(x)dx.

E claro que se existir a integral impropria de f entao existe o valor principal de

[+oo f(x)dx

o0

e eles sao iguais. E facil mostrar que o reverso nao ocorre (verifique).

Vejamos como computar algumas integrais, via método dos residuos.
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' P(x)

Caso I: J o)

dx.

Seja f holomorfa no semi-plano aberto, exceto em um niimero finito de pontos,
Q={zeC:Im(z) >-e}~{a,...,ax}, com e >0,

e ay,...,a, polos de f tais que Im(aq) >0,...,Im(a) > 0.

Y

72

71
_r 0 r €T

Figura 11.5: Tlustragao ao Caso I
Consideremos a semi-circunferéncia v = v; v 7, definida por,
1(t)=t, sete[-rr], e v(t)=re" setel0,7],

com 7 tao grande que o interior da semi-circunferéncia contém os polos de f.

Entao, temos

k T K . .
2mi Yy Res(f,a;) = ff(z)dZ: / f(t)dt+f f(re®yiredt.
j=1 ¥ -r 0
Desta forma obtemos a implicacao:

7T . . k +m
lim f(re®yire"dt =0 = 2mi ) Res(f,a;) = VPf f(x)dx.
0 j=1 —o00

r—>+00
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Uma condicao simples para que o limite a esquerda seja zero é dada por

existe K > 0 tal que |f(re)| < &,
(11.15.1)

para todo t € [0, 7] e para todo r grande o suficiente.

Pois, neste caso, para r suficientemente grande temos

< [Krg Kr e,
o T r

‘[W f(re)iredt
0

Ainda, a condicao (11.15.1) acima implica
K .
|f(z)| < —, para todo z € R com z grande o suficiente,
x

donde segue que existe a integral imprépria de f dada por

[+m f(x)dx (cheque).

[ee]

Logo, encontramos

7f(33)d1‘ =VP ]oof(yc)dx

k
=27i Y res(f,a;).
=1

A condigao (11.15.1) ocorre quando (solicito ao leitor verificar), por exemplo,

a fungao f = f(z) tem a forma

P(x
f(flf) = ngg’
onde
1 P e @) sao polinomios com coeficientes reais,

satisfazendo

grau(Q) > grau(P) +2 e @ nao tem raizes reais.
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Exemplo para o caso I. Compute

/+oo d:[;
—00 I'4+ 1

[Este exemplo é histérico. Ainda, Leibnitz (incompreensivelmente para os olhos

modernos) considerou que nao era possivel fatorar o polinomio Q(z) = z* + 1]

Solucao.
As raizes de Q(z) = 2* + 1 no semi-plano superior sao

;37 —
€ 4 =—W.

Q)
INE]
1

&

@

Pelo que foi desenvolvido no caso I, encontramos

too  dx ) 1 in 1 i3
[oo A1 ZQWZ[RGS(m;€4)+ReS(m;€ 4 )]

Pela propriedade (R5) [vide Lema 11.11] temos [observemos que w? = —1]

P IS BN E )
R‘es(z4+1764 ) T Q(w) T 4w T 4

Logo,

Exercicio. [Importante para o método de fragoes parciais.] Compute

[+oo dCC
—00 (SC2 + 1)2
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27
Caso II: [ F(cost,sent)dt.
0

Dada uma funcao racional F'(z), onde z = = + iy, consideremos a curva
v(t) = €, onde t € [0,27] (sentido anti-horario).

Notemos que se z = e entao temos

YA

Figura 11.6: Ilustracao ao Caso II

cost=%(z+%), sintzi,(z—l) e dtzﬁ.

/OZWF(COSt,smodt: LF(;(2+§),%(Z_§))j§.

Se o integrando a direita nao possui polos ao longo de ~y, obtemos

Logo,

2m n
f F(cost,sint)dt = 2mi Y Res(f,a;),
0

J=1

com aq,...,a, as singularidades de

f(z) = %F(%(Z-F %),%(2— %)) em B(0;1).

4
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Exemplo 1 para o caso II. Compute

2T do
f ———, com areal e a € (1,+00).
o a+cosf

Solucao.
Pelo desenvolvido no caso II temos
f%r o % [ 1 ] dz
0 a+cosf e a+3(z+1)] iz

A funcao

£(2) 1 1 2z -21
Z)=—— = =
iz a+%(z+%) iz(2az+22+1) 2az+22+1
nao se anula ao longo da curva () = e, onde 6 € [0,27]. Ainda, temos
2 +2az+1=(z+a)’-(a*>-1)=(z+a+Va2-1)(z+a-Va2-1).

Observemos que a +Va?2-1>1 e 0<a-+Va?-1<1. Logo, o tnico polo de f
na bola B(0;1) é
—a+Va?-1¢B(0;1).

Pela propriedade (R5) [vide Lema 11.11] segue
L,'/‘f(z)dz:Res(f;—a+\/a2 - 1)
211 ¥

-2

2(—@+\/ﬁ)+2a

Por fim, temos

fQW a2 R
0 a+cos /@Z_1
Exercicio. Compute (segue trivialmente do exemplo acima, cheque)

[Wi onde a € (1,+00).
0

a+cosf’
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Exemplo 2 para o caso II. Compute

I—fg do
~Jo 1+sin%6’

Solucgao.
Notemos que
1 2 df 1 dz 1
s e e
4Jo 1+s iz 4 f(2)d=

i’ 4\z|:1 L+ ][5 (2~ l)]z zz

Imiz)

2t Rez)

Figura 11.7: Caso II - Exemplo 2. Os quatro polos de f.

onde

41z 43z 43z

LAC Rl e ¥ ol iy gl o g v

Os polos de f sdo [em ordem crescente, vide figura acima)

“1-v2,1-v2, -14V2 e 1+V2.

Apenas ¢ = 1-v/2 e =( = =1+1/2 pertencem a B(0;1). Pelo teorema dos residuos,
1

2mi

o ()= = Res(F: )+ Res(f:=0),
Pela propriedade (R5) [vide Lema 11.11] segue
4ic i i i

4(3_12C:<2_3:_2\/§ e Res(f;—g):_%/i'

Res(f;¢) =

Por fim,

3 db ™2
= 2 =
/|;|=1 f(z)dz ™2 e A 1 +sin%0 4 *
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> Plx) cos(Azx)dx ou > Plz)

Caso I1II: e O(2) N @)

sin(Az)dx [\ real].

Analogamente a uma situagao descrita no caso I, suponhamos:

f(x) = ggg com P e @) polinomios com coeficientes reais,

() sem raizes reais e grau(Q) > grau(P) + 2.

Y

V2

71
—r 0 r x

Figura 11.8: Ilustracao ao Caso III

Se o integrando contiver a funcao cosseno, o uso imediato do contorno semi-
circular visto no caso I nao é factivel aqui. Pois, sobre o eixo imaginario temos

Y4+ eY
cos(iy) = % = cosh(y), com y € R,

e assim, a funcao cos z cresce exponencialmente sobre o eixo-imaginario.
A idéia é entao
trocar cosz por e**,

e em seguida computar a integral usando o contorno semi-circular visto no caso

I, notando que no semi-plano superior vale a desigualdade
le*|=e¥ <1, pois Im(z) =y >0,

e, por fim, computar a parte real do valor obtido.
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11.16 Exemplo para o caso III. Compute

+o00

COS AT

T 2d:13=7re”\, onde \ > 0.
x

—00

Solucao.

A integral imprépria dada converge (cheque). Seja z = x + iy. Definamos

f(z) =

Consideremos a semi-circunferéncia v = 7, vV 75 como na exposicao do caso III,

€i>‘z

1422

indiquemos seu raio por a com a > 1. A unica singularidade de f no semi-plano

superior {z:Im(z) >0} é o polo simples

C=i.

( ¥

-a > a
Figura 11.9: Exemplo 11.16

Pelo teorema dos residuos segue

2miRes(f;1) = [/f(z)dz = /71 f(2)dz + '/72 f(2)dz

Notemos que se |z| = |z +iy|=a e y >0, entdao |22+ 1| >a®-1e

[f(2)l <

|€i)\(x+iy)| e~y 1
< <

a? -1 a2-1"a2-1

‘/;2 f(2)dz

Logo,

a—+00

<

a2 —

Portanto, obtemos

a giAr +oo  oIAT +oo  piAT
2miRes(f;1) = lim . dx:VPf dx:f dx

a~+oo J_q 1 + 22 1+ 22 o 1+x2

Donde segue

. )

+o0 ez/\x ,6/\Z ~

f de:2m — = e
—oo 1+ xXr 22

Para encerrrar, temos
+%0 cos A\ +00 eiAx ~
f 5 dr = Re / 5 dr|=me s
—00  XT“+ 1 —00 I+ 1
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b
Caso IV: VP f f(2)dx.

11.17 Definigao. Dizemos que a integral [abf(:c)da: ¢ absolutamente convergente

se a integral (propria ou imprépria)

[ @l

¢ convergente (i.e., finita). A integral é dita absolutamente divergente se

fab|f(x)|dx=+oo.

Lembrando o que ocorre com séries absolutamente convergentes e séries condi-
cionalmente convergentes, para uma integral absolutamente convergente temos
essencialmente uma tinica maneira de atribuir um valor para a integral, enquanto
que para uma integral absolutamente divergente nao temos uma forma ébvia para

atribuir um valor a tal integral.

11.18 Definig¢ao. Seja f = f(z) continua em [a,xq) U (x¢,b]. O valor principal

Lb f(x)dz

€, se existir o limite abaixo, definido e denotado por

VP ‘/abf(x)dm = ehj(% (7_6f(a:)dx + fb f(a:)dx)

Tote

da integral

Exercicio. O valor principal de uma integral coincide com o valor usual de uma
integral (prépria ou imprépria) se o integrando f é absolutamente integravel.

A definicao de valor principal, se ou a, ou b, ou ambos: sao pontos de descon-
tinuidade de f ou sao infinitos ou nao pertencem ao dominio de f, é analoga a
defini¢ao ja dada 11.18 (imediatamente acima).

Se f tem um numero finito de descontinuidades no intervalo aberto (a,b), o
valor principal da integral de f é computado dividindo (a,b) em sub-intervalos,
cada um contendo um ponto de descontinuidade de f e entao computando os
valores principais de cada integral de f restrita a cada sub-intervalo e, finalmente,

somando os valores principais obtidos.
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11.19 Exemplo para o caso IV.

+o00 1 T
v [ e =T
—o0 fL‘g -1 . \/g
O integrando, préximo de x =1, é comparavel com a fungao

1
r—1

Assim, a integral (imprépria) acima é absolutamente divergente. As integrais, nos

intervalos (—oo,1—€] e [1+¢,+00) sdo absolutamente convergentes (verifique).
O valor principal da integral acima é definido por:

+00 1-€ +o00o
1 | 1 1
VP_[xg_ldlee%(fmg_ldmfxg_ldg;).

o0 1+e

A fungao
1

tém trées polos de ordem 1, que sao as 3 raizes cubicas de z = 1. Integremos f sobre

uma semi-circunferéncia denteada superior C' com base centrada na origem, de

raio R > 1, contornando o polo simples z = 1 e orientada no sentido anti-horario.

Yy A

Figura 11.10: Tlustracao ao Caso IV

O interior de tal semi-circunferéncia denteada contém o polo simples ¢ = e27i/3

e pelas regras operatorias 11.11, (R5) e (R6), obtemos
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| 1 ¢ | 1
Res[—1—¢)=-L =S Res(=t 1)1t
es(z3—1’c) 323 eS(,z3—1’) 3
e
) 1 ) 1 T,
lﬁlirol T 1dz = —ﬁzRes(ﬂ,l) = _52’

onde empregamos a parametrizagio v com
Ye(t) =1+ e, com 6 € [0, n].

Assim temos, com ['g uma parametrizacao para a semi-circunferéncia superior

centrada na origem e de raio R, orientada no sentido anti-horario,

27i/3
(11.19.1) 2m'63 =fcf(z)dz
_]‘6 dx . dz +f dx +f dz
) oa3-1 Sy 23— -1 Jrpz3-1
-R 1+e

Aplicando a Estimativa M-L temos:

L dZ 7TR R—+00
/7=l
Z —

< 0.
R

Deta forma, computando o limite de (11.19.1) para R — +oo obtemos

omif 1 V3 76 dx f dx f dz
— |-—=+i—]= + + ,
3 2 2 x3-1 x3-1 23 -1

o 1+e

donde, computando o limite para € - 0 segue,
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= P()
Q)

Caso V:

cos(z)dx ou [:o Pg; sin(z)dx.

Q

Suponhamos

flz)= ggg com P e () polindbmios com coeficientes reais

grau(Q) = grau(P) + 1.

Notemos que neste caso as integrais (impréprias) sdo absolutamente divergentes.

11.20 Lema de Jordan. Dado o semi-circulo T'r(0) = Re',0 € [0, 7], segue

f 17| |dz| < .
Ir

Prova.

Figura 11.11: Lema de Jordan

E claro que

f|6iz||d2|=/ |€iRei9||iR€i9|d9:R/ e~ ftsinb gg
0 0
Ir

No intervalo [0, 7], a func@o sinf tem a concavidade voltada para baixo e seu
grafico estd acima do reta conectando os pontos (0,0) e (%, 1).
Logo,
sinf > 26, se 0 € [0, E]_
T 2

Assim,
x T E R
/ e—Rsdee -9 f e—RsmOdQ < 2 / e 27?9 db = z f e~tdt < z*
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11.21 Exemplo para o caso V. Verifigquemos

+00 7
sinx T
/ der = —.
0 x 2

Abaixo temos o grafico da fungao (sinz)/x, definida na varidvel real x.

Figura 11.12: O grafico de &

Mudemos para variavel complexa. Como

sin z

z
é inteira, temos que (sinz)/x é integrdvel em qualquer intervalo limitado.

Cheque que (sinz)/x nao é absolutamente integravel em [0, +o0]. Isto é,

+00
I

Ainda, devido a paridade da funcao em questao temos

/Rsinxdlef”%sinxdx
0 T 2J-R

Logo, encontraremos o resultado desejado computando o valor principal
o ginx
VP [ .

T

sinx
dx = +00.

X

Consideremos ,
eZZ
f(Z) )
2
com um s6 polo (simples) em z=0 e

Res(f,0) = 1.

Seja C' a semi-circunferéncia denteada no semi-plano superior, contornando z = 0.
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4R

-R —€ 0 ¢ R xr

Figura 11.13: Ilustragao ao Exemplo 11.21

Com a notacao no Lema de Jordan, seja ['g a semi-circunferéncia de raio R
no semi-plano superior.

Seja € > 0 e pequeno o suficiente. Definindo
7e(0) = €€, com 6 € [0,7],

encontramos

—€ zx iz R pix iz
(11.21.1) O:ff(z)dz=f € dr + e—dz+f e_d“/ e
C -R T € r

ve ? x R <

Pelas regras operatorias para residuos temos

lim e—dzz—ﬂ’ReS(e—,O):—
z

=0y 2

Computando o limite de (11.21.1) para ¢ - 0 encontramos
R pix 1z

0=VP S dr -mi + / .
R T Tr 2

Destacando a parte imaginaria da identidade acima obtemos

R iz
0= f sz a:—7r+1m[f 6—alz]
I'r 2

Finalmente, pelo Lema de Jordan 11.20 segue
/ e—dz
Tr 2

+oo gin g . Esinzg
VP [ dr = lim dr=7#
—o0 €T Ro+o00 J_.R X

< [ =|ldz| < 7 S0,

Logo,
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Caso VI: Ramos - Um contorno buraco de fechadura

Exemplo 11.22. Verifiquemos que

de:p:W(l—i).

0o z2+6x+8
Solucao.
Notemos que [cheque]

Vi1

11.22.1 _
( ) T a2+62+8 7 45

, para todo x > 0.

Logo, a integral solicitada é absolutamente convergente.
Passando para varidavel complexa, para facilitar os calculos usamos o ramo
)

L(z)

2, onde L:C\[0,+00) > C

1
Z=Z2 =€

¢ um ramo logaritmo com argumento variando em [0, 27).

r
Figura 11.14: Exemplo 11.22

Consideremos € tal que 0 <e<1le R > 4.
Seja I' o arco de circunferéncia de raio R centrada na origem, orientada no

sentido anti-horario,
de inicio A=V R?-¢e2+ie efinal B=VR2-e2—je.

Seja v 0 arco de circunferéncia de raio /2e centrada na origem, orientada no
sentido horario,

de inicio b=€e—1e e final a =€+ ie.

Seja C' o contorno indicado na figura acima.
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Notemos que os zero de 22 + 6z +8 = (z+ 3)? — 1 no interior de C' sédo

’<1=—4 e C2=—2-‘

Seja
Vz

m, onde z € C~ [0,+OO).

f(z) =
Entao, temos
(11.22.2) Lf(z)dz=—/eRf(anie)dahLfrf(z)dZJrLef(x—ie)dx+£f(z)dz.

No que segue, z € C\ [0,+00).
Temos (1/2)? = z e entdo [\/z| = \/|z|- Pela desigualdade (11.22.1) segue

1
If(2)| < WE se z # 0.

Donde, pela estimativa M-L obtemos

‘/Ff(z)dz <

Se z € Imagem(7), entao [\/z| =/|z| <1 e|z2+62+8/>28-6-1=1. Donde segue

R—+o00

2T R 0.

1
R3/2

<12er =% 0.

(z)dz

Deviso a escolha do argumento, temos
VT +ie 2 N uniformemente em [0, R] e
Vz—ie = e’™\/r uniformemente em [0, R].
A seguir, em (11.22.2) impondo € — 0 e aplicando o teorema dos residuos obtemos

Ve ———dux.

2+ 6x+8

0
2 4 ._92)] f f
mi [Res(f;-4) + Res(f;-2)] = s 18 6x T3 f(z)dz - .
Impondo R — +oo nesta ultima identidade segue

2mi [Res(f;-4) + Res(f;-2)] =2 f0+oo W%dx.

Por fim, (notemos que /-4 =2i e /-2 = \/51) propriedades de residuos mostram

o I 2 V2i ) V2
[o :;;2+6gg+8d:’:_7”(2(—4)+6+2(—2)+6)_”(1_7)"b
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11.6 - Transformada de Fourier

Dada f:R - R absolutamente integravel, a sua transformada de Fourier é

f(f) = [:o f(z)e?™ " dy, onde ¢ € R.

Exemplo 11.23. Seja f(z) = e™*. Mostremos que

~ +oo Cz? o 2
f(f)z[ e eI gy = o7

¢ Primeira Solucao (Via Residuos).

Fixemos ¢ > 0. Consideremos R > 0 e o retangulo de vértices —R e R,
no eixo real, e vértices superiores R + i e —R + i&, orientado no sentido

anti-horario.

Figura 11.15: Retangulo de vértices —R, R, R+1§ e —R + .
Seja ['g a parametrizacao do retangulo acima. Seja
f(z) =e™ e H(C).

Pelo teorema de Cauchy temos

er f(z)dz =0.

Logo,

R 2 3 i\2 -R F )2 0 )2
(11.23.1) 0= f e dx+f e m(Rriy) idy+f e (@rit) dx+f e Ry gy
-R 0 R 3
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As integrais nas “laterais” tendem a 0 se R — +o00. De fato, temos
|677r(R+iy)2| — |ef7r(fR+iy)2| < €7I'£2e*7FR2’ se y € [076]

Donde segue

R—+00

2 2
<eem™ 7.

/-5 6—7r(iR+iy)2idy
0

Entao, impondo R — +oc0 em (11.23.1) encontramos

+00o 2 2 [ee] 2 .
(11.23.2) f e dr+e™ f e e M g = ().
— +oo

oo

Por outro lado, pelo teorema de Fubini e por coordenadas polares temos
+00 2 +00 +00
(f e”de) = ([ e”Qd:L’) ([ em”Qdy)
= f 67W(12+y2)dxdy

RQ
2w +00 5
=, /0 e ™ pdpdf
P

+0o

=21

(—2m)lo

=1.
Desta forma, reescrevemos (11.23.2) como

[e.e]

Isto é, .
o0 2 . 2
f e ey = 7T g0 €5 0.

[ee]

O caso & > 0 esta provado.

Para finalizar, mostremos que a fungao f é par. Notemos que dada qualquer
funcao ¢ absolutamente integravel em R, a mudanca de variavel z = —t

fornece

/:jg(x)dx = L_Rg(—t).(—l)dt = /::g(—t)dt, para todo R > 0.

Donde entao segue
N +00 2 i +00 9 .
f(g) — [ e T e—27rz:):§d‘27 — f effrt e27rzt£dt
e —mt? -2mit(~€) £
= [ e™e dx = f(=€).

o0

A primeira solucao esta completa.
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¢ Segunda Solugao (Via Derivagao Sob o Sinal de Integracao).

Notemos que

f©= [ Fa.&da

onde
F(x,¢) = e em2mizE o (z,€) e RxR.
Temos
|F(2,8)] =e™ com [T e ™ dx< oo
e
%_?(9575)| =27fzle ™ com [ |zle ™" dx < 0.

Segue entao [vide comentdrios e exercicios no Capitulo 10 p. 41 e adapte
(é simples) ou vide Teorema 10.4 e/ou Teorema 10.22 e adapte (é simples)]

que

d(f) —=(&) = / e’ (-2miz)e ™" da.

Destacando (momentaneamente) 1 e entao integrando por partes obtemos

+00 +o00 2 . .
—f e (=2mil) e dy

[ee]

f+ ( 27TZL’)€ wx? Qﬂzxfdx —e Trm2e—27ri£

= 2mi& / e o= 2miat o

Donde segue

! df 2L = 2micf©

e portanto R
df _ P

Assim, f satisfaz a edo
9'(€) = —2m€g(€).

Donde segue que f tem a forma
F(€) =Xe ¥ para algum A € R.
Como f (0) =1, segue que A = 1. Concluimos entao que

f(©)=es
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