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Justifique todas as passagens, com uma redacdo clara.
Escolha 5 (cinco questdes).
BOA SORTE!

1. Seja B(0;1) C C. Seja f, : B(0;1) — C uma sequéncia de fungdes derivaveis e
com derivadas continuas. Sejam f : B(0;1) — C e g : B(0;1) — C arbitrarias
tais que

fn — f uniformemente sobre compactos se n — 400
e
f}' — g uniformemente sobre compactos se n — +o0.

Prove (logo, ndo pode utilizar o teorema da convergéncia de Weierstrass) que

f é derivavel e f' = g.



2. Seja f: C* — C infinitamente derivéavel (logo, holomorfa e analitica) e com uma
singularidade isolada em z = 0.

(a) Apresente as defini¢oes do tipo de singularidade que f pode ter em z = 0.

(b) Suponha que
limzf(z) = 0.
z—0
Prove que z = 0 ¢ singularidade removivel da funcao f.
Solucgao.

(a) Deixo ao leitor.

(b) Seja r > 0. Desenvolvendo em série de Laurent, encontramos coeficientes
complexos ..., bs, by, by, ag, ay,as, ... tais que

bs b
2f(z) = (+—3+;2) 4+ (by +apz + a1z +---), se 0 < |z| < 7.
Pela hipétese sobre zf(z) e por continuidade, existe M > 0 tal que

lzf(2)| < MseO<|z|<r e |b+apz+az*+-|<Mse|z| <r.

A desigualdade triangular garante

b b
‘ 3 2§2M,seO<\z|§r.

..._l’___|__
z2 oz

Pela desigualdade de Gutzmer-Parseval segue
bo|?  |bs]?
(ﬁ—i—ﬁ—i—) <4AM? se 0 < |z| <7

Donde segue
by, =0sem > 2.

Desta forma temos

0 =lim zf(2) = lim(by + apz + @12 + az2”) = b1 &
z—0 z—0



3. Seja f holomorfa em B(a; R), onde R > 0, com desenvolvimento em série de
poténcias com coeficientes complexos

o0

f(z)= ch(z —a)", para todo z € B(a; R).

n=0
Dado r tal que 0 < r < R, mostre que
1 (7 .
(Identidade de Gutzmer-Parseval) %/0 |f(a+re?)|?dl = Z || P2

Solucao.

Fixemos r, com 0 < r < R. Seja 0 a variavel em [0, 27]. Temos
fla+re?) ch neind,

Para cada angulo 6, a familia [com N x N como conjunto de indices]

e e rme ™0 ¢ somdvel

n m9 m

e satisfaz |c,r"e"™c,r

efim0| —

|Cn||Cm|7~nrm7 com vam |Cn||Cm|TnTm < .
A lei associativa entao garante

00
|f((l+7’€ E § cnr rn zn@cmr e —imf _ § § Cnrnmrmez(nfm)él

p=0 n+m=p

Sejap=20,1,2,.... O teste-M aplicado a sequéncia de fungoes
Z cor"e™enr™e™™?  onde 6 varia em [0, 27],
n+m=p

[0 teste ¢ aplicdvel pois > > |Cn|T™ e | 7™ < 00] garante que

n—+m=p
o0
E E ™ Tl converge uniformemente al f(a + re)|?.

p=0 n+m=p

Observemos que

2T sen =m.

2w
/ ei(n—m)ede _ { 0 semn 7é m
0

Seja 0, o delta de Kronecker. E claro que (C,"Crr™0pm) é somavel.

Empregando a convergéncia uniforme e a lei associativa, nesta ordem, segue

2 00 .
/ [Fla+re?)[*dd = E E cn@r”'r’m/ piln=m)o 1p
0

p=0 n+m=p 0

=27 Z Z Cn " T O
n m

=27 Z cn 17"
n



4. Mostre que esta bem definida a integral

+o00 :
rsin
—— -~ dz, coma > 0.
z* + 16a

—0oQ
Compute a integral acima.

Solucgao.

¢ Bem definida. A funcao z? + 16a* nao se anula em R e é continua. Ainda
mais, o integrando é uma fungao par. Basta entdo analisarmos em [0, +00).
Restrito ao intervalo [0, 1], o integrando é continuo e desta forma integravel.
Em [1,400), temos a desigualdade

|z sin x| < || o / _
m — < o0.
x* 4 16a* — x4 + 16a* — x3’

Isto mostra que a integral acima esta bem definida.
¢ Preparacdo. Seja '
Ze’LZ
Z)= ——"—.
1) 24 + 16a*
Os polos de f sao os zeros (simples) de 2* + 16a*, os quais pertencem a

Vi V2

{2aw, —2aw, 2aw, —2aw}, onde w = > + 72
Seja r > 3a. Consideremos o contorno semi-circular v = ~; V 2 abaixo

Y

72

i
—_r 0 r x

it

com vy (t) =t parat € [—r, 7] e y(t) = re = r(cost+isint) parat € [0, 7.
Pelo teorema dos residuos segue

/f(z)dz = 2mi [Res(f;2aw) + Res(f; —2aw)] = / f(z)dz= +/ f(z)d=

¢ Integrais de contorno. Escrevamos z = x + iy.

Suponhamos |z| = |z + y| = r > 3a e y > 0. Desta forma encontramos
2% 4+ 16a*| > 81r* — 16a* > r* e portanto
7,|€i(x+7ly)| e Y 1
fEl s —F—="735=73

A estimativa M-L entao garante

l e

Por outro lado, pela ja feito na parte “bem definida” é claro que

T e < ge®
/vlf(Z)dZ:/_rmd‘T—)/_oomdﬂf se r — —+oQ.

r
§—3 —> 0 ser — +oo.
r



¢ Calculo dos residuos e finalizagdo. Pelos computos acima segue

/ ﬁdm = 2mi [Res(f;2aw) + Res(f; —2aw)] .

Pelas propriedades para residuos (e notando que w? = 7), obtemos

2awei2aw eiQaw
Res(f;2aw) = ——% = —i—
es(f; 2a) 4(2aw)? "16a2
e entao )
-9 —i2aw
Res(f; —2aw) = 4((1_&;@)3 = Res(f;2aw).

Como a funcao x — x cosx é impar, segue entao que

/°° ek p ,/OO TsinT p
—dr =1 —dx.
oo Tt + 16a* —oo T4+ 16a*

Logo, '
/oo %dw =27 (Res(f; 2aw) + Res(f; 2aw)>
dr - 12aw
= _16a2Re (ze ) .
m i2aw
= @Im(e ).

Notemos que 2aw = av'2 + iav/2. Logo, 12aw = —av/2 + iavV/2. Assim,
ei2aw — g—av2 [cos(a\/ﬁ) + isin(a\/ﬁ)] .

Finalmente, temos

- &

o T+ 16a* * 4a?

/°° xrsinx me~ V2 sin(ay/2)



5. Defina fungao meromorfa na esfera complexa.
Seja f meromorfa na esfera complexa e satisfazendo as condicoes
(a) f(0) =0, f(-1)=2e f(3) =
(b) f tem um polo simples em z = 1 com residuo 1.

(¢) f tem um polo triplo em z = 2 com residuo 2.

Determine f e calcule seu desenvolvimento de Laurent na coroa
{z:1<|2| <2}.

Solucgao.

A funcao que procuramos é da forma
1 as [¢5) 2
= 0)=0,f(—-1)=2 3) =
f(Z) Z—1+(Z—2)3+<Z—2)2+Z—2+a0’ COHlf() 7f( ) ef()

De fato, subtraindo as partes principais,
1 as as

as
Z — — — ——
/) z—1 (2—-2)2 (2—2)2 2z-2
tal que o ponto co nao ¢é singularidade essencial (pois f é meromorfa) e nem é

um polo (pois 0o ndo é polo de f). Logo, co é singularidade removivel de f.
Assim, f é limitada e entao, pelo teorema de Liouville, constante. Temos entao

é holomorfa em C

—1 —%)’ +a4_2 —1 —|—a0 :O —as +2(L2 +8a0 :16
—1 -8 4@ 2 44, =2 = —a3 +3ay +2Tap =12
% +as 4ay +2 4ay =3 as  +ae +ag Z%‘
Obtemos
13
CLO:4, CLQ:—? € CL3—3
Logo,
1 3 13/2 2
f(2) = / .

z—1+(2—2)3_ (z—2)2+z—2
Seja z tal que 1 < |z| < 2. Temos, (1/]z]) <1le

1 1)z 1
¢ z—lzl—lzzz"“'

z n>0
1 —1/2 1 2"
. —_— —_—
Z2—2 1-2 2 AL
n>0

Derivando a série acima encontramos

. z_—QZ‘Z -

n>1

Derivando novamente obtemos

n—l
. @_—2:“2

n>2

Por fim, no anel {z : 1 < |z] < 2} temos

n

1 3 n+2)(n+1)z" 13 n+1)z" z

n>0 n>0 n>0 n>0




6. (a) Defina fun¢ao meromorfa em um aberto €2 contido em C..
(b) Seja f meromorfa em C. Defina Res(f;00), o residuo de f no ponto oc.

(c¢) Determine os residuos da fungao

10 = e ()

no ponto oo e no ponto z = 0.

Solucgao.

(c) e O ponto z = co. Em uma vizinhanga de z = 0, consideremos

=1 (1) = e (252)

224z )
= —— cos(2).
(1—22)2
Entao g(z) tem uma singularidade removivel em z = 0, pomos g(0) = 0.
Em uma vizinhanca da origem, temos

g(2) =0+ a1z +agz® + .

Logo, f(z) tem o seguinte expansao em uma vizinhanga do infinito

Por definicao,

Res(f;00) = —ay
E claro que
a; = ¢'(0)
E facil verificar que
—g'(0)=1
Donde segue a; = —1 e
Res(f;00) = 1.

e O ponto z = 0. Temos

1= g (v=2) =2 (1)

E claro que

. z+1 1
(6.1) M G2 1



Temos

1 ] 1 n 1 n
cos|-)=1-——+—
z 2122 4124
Entao z = 0 é singularidade essencial de cos(1/z) e

1
(6.2) nao existe lim cos (—) em CU{oco}.
2

z—0
Por (6.1) e (6.2) segue que

nao existe lin% f(z) em CU{o0} ez = 0 ¢ singularidade essencial de f(z)
2—

Temos
1 —1/2 X m
— = _——Z< ) =Y gy se 2 € B(0;2)
n=0
Derivando encontramos
I <X nznl B X (n+1)2"
(z — 2)2 o Z on+l Z on+2
n=1 n=0

Donde segue

+oo n+1 +oo n n
CZJFD#:Z(”JFLJFZ&

(Z _ 2)2 2n+2 2n+2
n=0 n=0
+oo
(m+1)z™
o Z om+1 + + Z om+2
m=1
3 1
= Z ;’?n—; 2™ se z € B(0;2).

A seguir, escrevamos

(z+1) =ag+ a1z + a2’ + a3z + a2t + -+, 2 € B(0;2),

o
(z—2)?

z
onde
3m+1 b 1
Uy = ——— € by, = ——.
9m-+2 2 (2m)!

Pelas regras operatérias para séries de poténcias, o coeficiente de 1/z
apoés efetuarmos o produto

by by b b
(ag+ayz+ag2’ +as2®+agz* +as2®+- - ) (bo -2+ —i - —2 + + ° s T )
zg 2% 2z

é dado por
+oo
(—albg + CL3b4 — CL5b6 —f- CL7b8 + .- ) = Z(—l)magm_lbgm.
m=1
Logo,

+oo

Res(f;0) = > (—1)"azm—1bam &

m=1



7. (a) Defina funcio meromorfa no plano estendido C.

(b) Mostre que toda funcio meromorfa em C é racional.



8. Seja f holomorfa em C, exceto um nimero finito de polos (3, ..., (,.

(a) Defina Res(f;00), o residuo de f no ponto oco.

(b) Mostre que

Res(f;C1) + -+ -+ Res(f; ¢u) + Res(f;00) = 0.



9. Seja f = f(x,y) : R x [0,00) — R continua e tal que

of
%RX[0,00)—)R

existe e é continua. Suponha que existe uma funcao M : [0, 00) — [0, 00) tal que

|f(z,y)| < M(y), ‘%(m,y)‘ < M(y) e /OOOM(y)dy<oo.

(a) Mostre que estd bem definida a integral imprépria e é continua a fungao
F(z) = / f(z,y)dy, onde x € R.
0

(b) Mostre que F' é derivavel e

0

Dica. Utilize (e enuncie) a regra de Leibnitz para a derivacao sob o sinal de
uma integral prépria de uma funcao (real e com parametro real).



10. Seja f(z) analitica na bola aberta B(0;1) e com f’(z) limitada neste disco.
Mostre que f pode ser estendida continuamente ao disco D(0; 1) e que a extensao
¢ uniformemente continua em D(0; 1).

Solucao.

Escrevamos
f(2) =ag+ a1z + a2 + asz® +---, onde z € B(0;1).
Pelo teorema de derivacao para séries de poténcias temos
f'(2) = a1 + 2a9z + 3azz® + 4agz® + - -, onde z € B(0;1).
Por hipdtese, existe M > 0 tal que
a1 + 2a92 + 3azz® + 4ay2* + - -+ | < M, para todo z € B(0; 1).
Entao, pela desigualdade de Gutzmer-Parseval segue
(Ja1|” + [2a2?|2” + [3as|?|z|* + - --) < M?, para todo z € B(0;1).

Assm, impondo |z| — 1~ obtemos

(Ja1|” + [2a2]* + |3as|* + - --) < M>.
Observando que X

o] = nla |+ < P

obtemos

1 1
Sl < 53 (a4 ;) <o
n

n>1 n>1

Donde seque que

Z a,z" converge absolutamente em D(0;1) = B(0;1).
Pelo Teorema de Abel, tal convergéncia é uniforme em D(0;1). Logo,

f(z) = Z anz"

se estende continuamente a D(0;1). Como a extensdo é continua em D(0;1) e o
disco D(0;1) é compacto, a extensao ¢ uniformemente continuade



