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Evite utilizar teoria da integracao complexa.
As funcOes nesta prova sdo analiticas ou inteiras, ambas no sentido de Weierstrass.

Justifique todas as passagens, com uma redagdo clara.
Escolha 5 (cinco questdes).
BOA SORTE!

1. Identifiquemos o espago vetorial das matrizes 2 X 2 de nimeros reais, My(R),
com o espago vetorial R, Municiemos M, (R) com a norma induzida pela norma
usual de R*. Isto é, dada uma matriz A = (a;i) em M>(R), a norma de A é dada

por |A| = /a3 + a2, + a2, + a3,. Seja I a matriz identidade em Ms(R). Ainda

mais, consideremos em Ms(R) o usual produto matricial.

Fixemos um numero real §. Considere a matriz
0 —60
A= :
(a) Demonstre a convergéncia, em My(R), da série

2 A3

A
eXp(A):I—i-A-i-?-i-?—{—---.

(b) Compute exp(A). Isto é, encontre uma férmula fechada para exp(A).

I\\/JIQ(R):{(Z _ab): aERebER}.

A aplicacao ¢ : C — My (R) satisfaz

Solucgao.

Definamos

O(z +w) =P(2) + P(w), P(2w) = P(2)P(w) e P(Az) = AD(2),

quaisquer que sejam os complexos z e w e o real A. Isto é, ® é um isomorfismo

de corpos e também um isomorfismo entre espacos vetoriais reais. Ainda,

|@(2)] = V2zl.



Logo, ® é um multiplo de uma bijegao isométrica (logo, bicontinua). Entao,

() = ® <Z (zz')n>

Logo,

0 -6 . § —sinf
exp [( 00 )] = ®(cos +isinf) = ( ;059 iltj:sﬁ > &



2.

(a) Seja 7 : [a,b] — C uma curva continua e fechada e o ¢ Imagem(~y). Defina
o indice de 7 em relagao ao ponto «, denotado por Ind(v; a).

(b) Enuncie as quatro propriedades I1, 12, I3 e 14 do indice definido em (a).

Sejam 7 : [a,b] — C* continua e fechada e a € C*. Prove as propriedades abaixo.
(c) Ind(%;()) = —Ind(~v;0).

(d) Ind(

=2 |=

;a) = Ind (7;2) — Ind(v;0), se @ e £ ndo pertencem a Imagem(7).



3. (A) Defina o interior, I(y), de uma curva continua e fechada
v :a, 0] = C

e o numero de zeros de uma funcao analitica no interior de . Enuncie o
Teorema de Rouché.

(B) Seja
p(2) = 2° + 112+ 9, onde z € C.

Determine o niimero de zeros de p = p(z) em cada um dos dominios abaixo.

(1) {z:%<|z’|<1} (2) {=:2 <2 <3}



4. (a) Defina produto cruzado.

No que segue, considere 21, 25, 23 € 24 numeros distintos em C.

(b) Explicite (e demonstre) uma férmula para o produto cruzado
[217 29, %3, 24]-

(c) Prove que 21, 29, 23 € 24 pertencem a uma mesma circunferéncia ou a uma
mesma reta se e somente se seu produto cruzado é um numero real.



5. Defina a fungao exponencial complexa exp : C — C.

Esboce a imagem exp(€2), para a faixa horizontal
(a) 2 ={z:Re(z) <0el|lm(z)| <7}
Esboce a imagem ¢(O) para a faixa

(b) O ={z: |Im(2)| < 7/2} e a fungao




6. Suponha que f é limitada e analitica em um aberto contendo
{z:Im(z) >0} eque f(R)CR.

Mostre que f é constante.



7. (a) Enuncie a propriedade associativa para uma familia (p;), de nimeros reais
positivos ou nulos.

(b) Prove a propriedade enunciada em (a).



8. Seja f(z) analitica na bola B(0;1), com f(0) = 0. Prove que a série de fungoes

P(z) = Zf(z”) = f(2) + f(A)+ F(&H) + -

¢ analitica em B(0;1).



