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Evite utilizar teoria da integração complexa.
As funções nesta prova são anaĺıticas ou inteiras, ambas no sentido de Weierstrass.

Justifique todas as passagens, com uma redação clara.
Escolha 5 (cinco questões).

BOA SORTE!

1. Identifiquemos o espaço vetorial das matrizes 2 × 2 de números reais, M2(R),
com o espaço vetorial R4. Municiemos M2(R) com a norma induzida pela norma
usual de R4. Isto é, dada uma matriz A = (ajk) em M2(R), a norma de A é dada

por |A| =
√

a211 + a212 + a221 + a222. Seja I a matriz identidade em M2(R). Ainda
mais, consideremos em M2(R) o usual produto matricial.

Fixemos um número real θ. Considere a matriz

A =

[

0 −θ
θ 0

]

.

(a) Demonstre a convergência, em M2(R), da série

exp(A) = I + A+
A2

2!
+

A3

3!
+ · · · .

(b) Compute exp(A). Isto é, encontre uma fórmula fechada para exp(A).

Solução.

Definamos

M2(R) =

{(

a −b
b a

)

: a ∈ R e b ∈ R

}

.

A aplicação Φ : C → M2(R) satisfaz

Φ(z + w) = Φ(z) + Φ(w), Φ(zw) = Φ(z)Φ(w) e Φ(λz) = λΦ(z),

quaisquer que sejam os complexos z e w e o real λ. Isto é, Φ é um isomorfismo
de corpos e também um isomorfismo entre espaços vetoriais reais. Ainda,

|Φ(z)| =
√
2|z|.



Logo, Φ é um múltiplo de uma bijeção isométrica (logo, bicont́ınua). Então,

Φ(eiθ) = Φ

(

∑ (iθ)n

n!

)

=
∑ Φ(iθ)n

n!

=
+∞
∑

n=0

1

n!

(

0 −θ
θ 0

)n

.

Logo,

exp

[(

0 −θ
θ 0

)]

= Φ(cosθ + i sin θ) =

(

cosθ − sin θ
sin θ cosθ

)

♣



2. (a) Seja γ : [a, b] → C uma curva cont́ınua e fechada e α /∈ Imagem(γ). Defina
o ı́ndice de γ em relação ao ponto α, denotado por Ind(γ;α).

(b) Enuncie as quatro propriedades I1, I2, I3 e I4 do ı́ndice definido em (a).

Sejam γ : [a, b] → C
∗ cont́ınua e fechada e α ∈ C

∗. Prove as propriedades abaixo.

(c) Ind
(

1

γ
; 0
)

= −Ind(γ; 0).

(d) Ind
(

1

γ
;α

)

= Ind
(

γ; 1

α

)

− Ind(γ; 0), se α e 1

α
não pertencem a Imagem(γ).



3. (A) Defina o interior, I(γ), de uma curva cont́ınua e fechada

γ : [a, b] → C

e o número de zeros de uma função anaĺıtica no interior de γ. Enuncie o
Teorema de Rouché.

(B) Seja
p(z) = z5 + 11z + 9, onde z ∈ C.

Determine o número de zeros de p = p(z) em cada um dos domı́nios abaixo.

(1)

{

z :
3

4
< |z| < 1

}

(2) {z : 2 < |z| < 3}.



4. (a) Defina produto cruzado.

No que segue, considere z1, z2, z3 e z4 números distintos em C.

(b) Explicite (e demonstre) uma fórmula para o produto cruzado

[z1, z2, z3, z4].

(c) Prove que z1, z2, z3 e z4 pertencem a uma mesma circunferência ou a uma
mesma reta se e somente se seu produto cruzado é um número real.



5. Defina a função exponencial complexa exp : C → C.

Esboce a imagem exp(Ω), para a faixa horizontal

(a) Ω = {z : Re(z) < 0 e |Im(z)| < π}.

Esboce a imagem g(O) para a faixa

(b) O = {z : |Im(z)| < π/2} e a função

g(z) =
ez − 1

ez + 1
.



6. Suponha que f é limitada e anaĺıtica em um aberto contendo

{z : Im(z) ≥ 0} e que f(R) ⊂ R.

Mostre que f é constante.



7. (a) Enuncie a propriedade associativa para uma famı́lia (pj)J de números reais
positivos ou nulos.

(b) Prove a propriedade enunciada em (a).



8. Seja f(z) anaĺıtica na bola B(0; 1), com f(0) = 0. Prove que a série de funções

Φ(z) =
+∞
∑

n=1

f(zn) = f(z) + f(z2) + f(z3) + · · ·

é anaĺıtica em B(0; 1).


