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Evite usar resultados ndo provados nos capitulos de 1 a 6 (notas do curso).
Evite, em particular, a fungcdo exponencial complexa e teoria da integracao.
As funcOes nesta prova sdo analiticas ou inteiras, ambas no sentido de Weierstrass.

Justifique todas as passagens, com uma redacdo clara e n3o carregada em simbologia.
Escolha 5 (cinco questdes).

BOA SORTE!

1. (a) Defina familias somaveis em R e defina familias somaveis em C.

(b) Sejam (z;); e (wg)x duas familias soméveis complexas. Mostre que familia
(zjwk) sx i € somavel e

() ()

JXK

(c) Seja (z;); uma familia somével complexa. Mostre que (Z;); é somavel e

E Zj = Zj.
J J

Solucao.

(a) Vide notas de aula.

(b) Temos »_ k2] [wel < (3°120) (32 lwel). Logo, a familia (zjwg)sxx €
somavel. Pela propriedade associativa segue

(c) Pela definicao da soma da familia (z;) e por linearidade, segue

D 2= Re(z) =i Im(z) = > [Re(z) —ilm(z)] = Y =z




2. (a) Enuncie o principio do médulo minimo para polindémios.

(b) Demonstre tal principio.



3. (a) Defina fungao analitica (no sentido classico, de Weierstrass).
Enuncie o Teorema Fundamental da Algebra (TFA).
Enuncie o Teorema de Liouville para fungoes analiticas.

(b) Demonstre o TFA utilizando o Teorema de Liouville para fungoes analiticas.



4. (a) Enuncie a desigualdade de Gutzmer-Parseval para séries de poténcias.
Defina funcao inteira (no sentido de Weierstrass).

(b) Considere uma fungao inteira (no sentido de Weierstrass) f. Sejam m em
N e duas constantes A > 0 e B > 0 tais que

|f(2)] < A+ B|z|™, para todo z € C.

Mostre que f = f(z) é um polinomio de grau menor ou igual a m.



5. Defina automorfismo analitico.

Fixemos um ponto a € B(0;1).

(a) Mostre que, a aplicagao

satisfaz ¢,(B(0;1)) C B(0;1) e que
¢+ B(0;1) = B(0; 1)
¢ um automorfismo (analitico) cuja inversa é ¢_, : B(0;1) — B(0; 1).
(b) A aplicagdo ¢, ¢ analitica em um aberto contendo D(0;1) e satisfaz
ba(S') = S
(c¢) Prove as férmulas.

1
Sala) =0, 6a(0) = —a, #0)=1=lal* ¢ ¢i() = 7.



. Seja (zj); uma familia somével e complexa. Mostre que

> <> 5l
J

J

Solucgao.

Temos

>

(2] (B4) - () ()

jeJ

Logo, Y ;.. ;(#;Z5) ¢ um nimero real e a parte imagindria desta soma ¢é nula. Isto

€,
Z Im(z,;Z;) = 0.

JxJ

X

Donde segue

"= 3" Relzy)

JxJ

< > [Relz7]|

JxJ

S WNEIEN

JxJ

= (X150 (X 1)
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(a) Expresse X
f(z) = =2

como uma série de poténcias na forma

onde |z] < 1,

f(z) =co+crz+cpz® + ez +eg2t des2® + -

(b) Desenvolva a fungao

f(z) = ——

1=z — 222

em uma série de poténcias centrada na origem e ache o raio de convergeéncia.



8. Seja f: B(0;1) — V analitica. Suponha que f é uma fungao bijetora.

(a) Justifique que V' é um conjunto aberto.

(b) Mostre que entao a fungao inversa
o=f1:V = DB(0;1)

¢ continua.

(c) Mostre que se f’ nao se anula em nenhum ponto, entdo ¢ é complexa-
derivavel (isto é, holomorfa) em todo ponto do aberto V.



