MAT 225 - Funcgoes Analiticas - IMEUSP - Semestre 1 de 2015
Professor Oswaldo Rio Branco de Oliveira

Lista 9 de Exercicios

Faca os exercicios abaixo com uma redacao clara e nao sobrecarregada em simbologia.

1. Compute [ f(z)dz onde f e~y sao dados.

(a) f(z)=2ze~(t) =" 0<t<2m.

z+1

®) 7(:)=
(&) f(z)="
(@) ()=
(e) f(2)=z21_2

(f) f(2)=me™ ey é o quadrado de vértices 0,1, 1+ e i, positivamente orientado.

(9) f(2)=

ey(t) =3e", 0<t<2r.

ey(t) =5i+e", 0<t<2m.

2 ey(t)=2+e", 0<t<2m.

ey(t)=2¢e" 0<t <2

1 .
e(t) = zot+re™, 0<t <2m,r > 0.

(h) f(2)=

ey(t) = z+re®,0<t<2m,r>0,n>2.

1
(z=20)"
(i) f(2)= ie V() = et 0 <t <2

sin z

() [f(z)= evy(t)=et 0<t<2m.

k) f(2)= logz
W) 1) =

(m) f(2)=—

1
ey(t) = 1+4e” 0<t<2m.

_ p—z

ey(t)=€e",0<t<2m,n>1.

evy(t) =2e"0<t<2m.

2. Decomponha em fracoes parciais as seguintes fungoes.

2241 1 23 +1 z9+1

(a) FERN (b) Zr1) () o] (d)

3. Compute as integrais

1 322-62+2
—dz. b [ — —dz.
() f322—32+2 i (b) 23 =322+ 22 ®
l21=3 lzl=5

Sugestao. Desenvolva os integrandos pelo método de fracoes parciais.



4. (a) Ache os termos até ordem 7 da série de poténcias de 1/cos z em torno de z = 0.
(b) Ache os termos até ordem 5 da série de poténcias de z/sin z em torno de z = 0.
(c¢) Desenvolva e?/(1+ z) em série de poténcias centrada em z = 0.

5. (a) Ache o desenvolvimento de Laurent de

1 .
f(z):,22+1 em Q={z:0<]z-1i|<2}.

(b) Calcule
fzd—jl, onde () = 2, t e [0,2n].
v 2

6. Desenvolva .

Ve

em série de Laurent para

(a) 1<z <3 (b) 2] >3 (c) O<|z+1]<2.

7. Calcule

+00 d
(a) /0 1+$x4 [esta “perturbou” Leibnitz] (b) [ . +x6

(¢) [000 (:U2d+1)2dx [exemplo importante] (d) fﬁo zj 11
© [
8. Calcule
(@) [ dr a0 ) [, a0,

+oo cosx o« 1 —cosz
(©) f . (d) [0 e

9. Determine e classifique as singularidades da funcao
1
z(e#=1)

Mostre que se 0 < |z| < 27, entao a fungao tem o desenvolvimento de Laurent

f(z) =

1 1 3 "
—2——+a0+a22 +a32° + a2t
z 2z

e determine entao os valores ag € as.



10* Seja z = x +iy. Consideremos as fungoes trigonométricas hiperbdlicas

e +e* . e —e?
e sinhz=
2 2

coshz =

(a) Expresse coshz e sinhz em termos de cos(iz) e sin(iz).

(b) Analogamente as fungoes trigonométricas usuais, derive formulas aditivas para
cosh(2z) e sinh(2z).
(c) Mostre que

2

9 cosh 2y + cos2z

(c1) |cosz|? = sinh®y + cos®z = cosh® y — sin® z = 5

o cosh2y —cos2x

2
22 = cosh®y — cos’x = 5

(c2) |sinz|? = sinh®y + sin

11. Mostre que
sin x
dx = oo.

+00
!

12. Utilizando um contorno de formato “buraco de fechadura” (esboce o contorno em
cada caso) e um ramo da funcdo logaritmo log(z), mostre que

X

© oz ma
dx = -1 1.
(a) [o (1+x)? v sin(ma)’ cas
o« z@ T
b [T idr-—— 0<a<l
() o T+ " sin(7ra)’ sas

13. As tnicas singularidades de uma fungao holomorfa f ocorrem no polo simples z = -1
e no polo duplo z = 2, com residuos 1 e 2 respectivamente.

Sabendo ainda que
7 5
0)=- 1)==
fO)=7 e f)=7.

determine a funcao f e desenvolva-a em série de Laurent na coroa

1<z| <2.

14. Sejam ¢ e 1) fungoes holomorfas em volta de z = a, onde ¢(a) # 0 e a é raiz dupla
de ¢(z) = 0. Prove que o residuo de

¢(2)
¥(2)

no ponto z =a é

6¢'(a)y"(a) - 2¢(a)y" (a)
3[¢"(a)]?




15. Expanda as seguintes funcoes em série de poténcias em torno de z = oo.

1 22
b
22 +1 (%) 23 -1

(a) (c) e’ (d) zsinh(1/z).

16. Seja f meromorfa na esfera complexa e satisfazendo as condicoes

(a) f(0)=0, f(-1)=2e f(3) =3.
(b) f tem um polo simples em z =1 com residuo 1.

(¢) f tem um polo triplo em z =2 com residuo 2.

Determine f e calcule seu desenvolvimento de Laurent na coroa

{z:1<z| <2},

17. (a) Determine a forma geral de uma funcao analitica em C* = C \ {0} que tenha
um polo de ordem n em z =0 e um polo de ordem m no infinito.

(b) Determine os residuos da funcao

f(z)= ﬁ Cos (%)

nos pontos z = 2, no ponto oo e em z = 0.
18. Encontre as singularidades na esfera de Riemann S2 = C,, e classifique-as.

e? 2241 e? 1 1 z

(b) (c) (d) sin—+ = (e) =

1+ 22 e* z(1-e?) z 22 ez -1

(a)

19. Explicite os possiveis desenvolvimentos em séries de Laurent do tipo

X a 1 1

n f a = —F+ .
n;m —n © para a fungao f(2) o— 25,

Determine e esboce as respectivas regioes de convergéncia.

20. Expresse o desenvolvimento em série de McLaurin (a série de Taylor na origem) das
duas funcoes abaixo, com a determinacao que toma o valor 1 na origem z = 0.

(a) f(z)=(1+2)"2
(b) f(2) = (1+2)2.

21. Seja ¢ > 0. Prove que
ctir loga, se a>1,
c—ir 0, se 0<a<l,

onde a* = e#1°8¢ para um arbitrario z € C e com loga € R.



22. Calcule as integrais

oo COST
(a) [oo ($2+a2)(1’2+b2)d$’ coma>0eb>0.

+o0 sinx
b / _SmE g
(b) oo TZ24+4x+5 v

27 dt
(¢) f ———, onde a> |f], com « e  ambos em R.
0 «a+fsint

e _ £ ,if
(d) F[coshzdz’ onde I'(0) =5¢e" e 0 el0,27].

23. Desenvolva em série de Laurent, indicando o dominio de convergeéncia:

(a) (sinz) (sinl) numa vizinhanca da origem.

(b) ﬁ numa vizinhanga de z = 1.

24. (a) Ache uma férmula fechada para a funcao, definida por uma série de poténcias,

+00
flw) = prp, onde |w| < 1.
p=1

(b) Mostre que se |z| < 1, entao

+ 00 nzn + 00 Z'n/
Ll m Ly

Sugestdes. Expresse uma série como série dupla e justifique a troca de ordem
no somatorio (passe para familias somaveis).

25. Mostre que se z € C é tal que |z| < 1, entao

z 22 z
—+—+...+— cee — .
1-22 1-24 1= 2! 1-z2

26. Seja f(z) analitica em B(0;1) com f’(z) limitada em B(0;1). Mostre que f pode
ser estendida continuamente a D(0;1).

27. Utilize a féormula para edolcc’s dada na Lista 8 e resolva as equagoes abaixo.
" —4x" + 51" — 2 = t2et.

"m_4x" + 61" — 4o =13 e?t.

"—-2x" +2x = (2t2 + t)el.

" — 43" + 5z = eZcost.

(a)
(b)
(c)
(d)

T
T
T
T



28.

29.

30.

31.

32.

Seja A em C. Mostre que o espago (vetorial) das solugoes de

(% - )\I)ma:(t) _0

é o conjunto das combinagoes lineares com coeficientes complexas das fungoes

e teM Tl

Dica. Utilize a férmula para edolcc’s dada na lista 8.

Considere o operador diferencial linear

P(i)—aﬁ+a dn—_1+ +ai+a[
dt)  "dtn et Yar

na variavel real ¢, coeficientes reais a; para 0 < j <n, e com I o operador identidade
sobre o espago C*(RR;C) [o espago das fungoes de R em C que sdo de classe C*°].
Suponha a, # 0 e n > 1. Considere o polinomio caracteristico de tal operador,

p(A) = a A" + -+ a1 A + ap, onde A e C.
Seja v uma raiz complexa de multiplicidade m de p(\) = 0. Mostre que as m fungoes
x(t) =, wo(t) =t ..., 2, (t) =t e
sao solugoes da edo homogénea
ant™ +a, 12D 4+ azx” + agx” + a1’ + agx = 0.

Dicas. Use o Exercicio 31 ou, diretamente, a formula para edolcc’s na lista 8.

Transformada de Fourier. Mostre que

+00 )
(a) e = f e ™ e 2m 1. para todo € € R.

(o]

+00 .
(b) e = f e ™ e2mE g para todo £ € C.

o0

Obs. Por (b), a transformada de Fourier de f(z) = e ™ é
fl) =T

22 .
Integre e 2 no bordo do retangulo de vértices +R e it+ R. Impondo R — oo, mostre

\/—1 fm Feieg £, onde t e R
— e 2 e"dr=e"2, onde teR.
2w J-oo

Dica. Utilize o conhecido valor da integral para ¢t = 0. [Este exercicio mostra que
x2

e” 2 ¢ uma autofungao da transformada de Fourier, associada ao autovalor 1.]

Mostre que

+oo 2 m w2
/ e PRt = \/jez, onde w e C,z € C e Re(z) >0,
—o00 z

utilizando o ramo principal da raiz quadrada.

Dica. Mostre que a integral é analitica em z e em w e a avalie para z =2 >0 e w
real, por meio de uma mudanca de varidvel e usando o conhecido valor /7 em 2z = 1
ew=0.



El.

E2.

Para o futuro

Formula para a Funcao Inversa. Seja f: ) — O um bi-holomorfismo, denotado
por w = f(z), com inversa f~!: 0O — Q denotada por z = f~!(w). Consideremos um
disco compacto D = D(a;r) c Q, com r > 0, e a bola aberta B = B(a;r). Mostre

que a aplicacao f‘1|f(B) : f(B) - B é dada pela férmula
RPN ¢f'(©)
f l(U))—% an(C)——wdg’ OHdelUEf(B).

Sugestao. Exercicios sobre a Remogao de Singularidades de Riemann (Lista 8).

Um Teorema da Funcao Implicita Complexo. Consideremos uma fungao
f=f(zw):CxC-C.

Indiquemos z = x + 1y, com x e y em R. Indiquemos w = u + iv, com u e v em R.
Denotemos por F : R* - R? o campo vetorial associado a f e definido por

F(‘T’y7uvv) = (fl(x,y,u,v),fg(:c,y,u,v)),
com

fl(x7y7u7v) = R‘e(f)(sz) € f2(x7y7u7v) = Im(f)(z7w)
Suponha que o campo F' pertence a C*(R*) e que f é holomorfa em cada varidvel.

Consideremos um ponto (zg,wy) satisfazendo

f(z0,w0) =0 e g—f(zo,wo) +0.
w

Mostre a afirmacoes a seguir.

(a) Existe uma bola nao degenerada B(zo;7) e um aberto W contendo wy tais que:
para todo ponto z € B(zy;7), existe um dnico ponto ¢(z) € W satisfazendo

f(z,0(2)) =0 [logo, ¥(20) = wo].

Dica. Utilize o Teorema da Fung¢do Implicita (real) para o campo F : R* - R? e
as equagoes de Cauchy-Riemann. Vide Teorema 5.11.
(b) Mostre que ¢ : B(zp;r) > W ¢é holomorfa.

Dicas. O Teorema da Fungao Implicita (real) garante que o campo @, associado
a @, é de classe C*. Use o Teorema 5.11 e, talvez, o operador

0 ..
5 [Lista 8].



